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i : lő szó

I lankönyv előzménye egyetemi előadássorozat, amelyet az egyik szerző több 
<*vrn keresztül, kezdő fizikusok számára tartott.

Az előadás célja az volt, hogy a kezdő fizikusok megfelelő időben és szín
vonalasan ismerkedjenek meg azokkal a matematikai módszerekkel, amelyek 
a li/ikában szükségesek, elkerülve ezzel, hogy a matematikai tételeket akkor 
Ismerjék meg alaposan, amikor e tételeket a fizikában már „elfogadott” sza
bályként régen használták.

A matematika egy részének ilyenfajta előrehozása bizonyos áldozatokat 
kíván. Igyekeztünk azonban ezt az alkalmazásra szabott matematikát logikai
lag precízen megfogalmazni.

Az előadások kifejlesztése során felmerült, hogy hasznos lenne a tárgykört a 
kidolgozott módszerek alkalmazásával kibővíteni. A tervet megvalósítandó, az 
előadások anyagát tartalmazó jegyzetet nagymértékben kibővítve, kézikönyvet 
dolgoztunk ki. Jelen mű a kézikönyv első kötete.

A könyv — bizonyos részek kihagyásával elsőéves hallgatók számára is 
hasznosnak bizonyulhat, de olvasóként magasabb évfolyamú vagy már gya
korló fizikusokat, mérnököket, kémikusokat, általában tehát oktatókat és ku
tatókat képzeltünk el.

A mű nem matematikusok számára készült, azonban a tárgyalásmódban 
matematikusok is találhatnak érdekességet. Ez az érdekesség egyrészt az egyes 
tételek levezetésekor alkalmazott sajátos fogásokban, másrészt talán az anyag 
szokásostól eltérő felépítésében rejlik.

A mű sajátossága, hogy noha matematikailag precíz kíván lenni, nem mate
matikai tételekből és ezek bizonyításából indul ki, hanem fizikai meggondolá
sok alapján bizonyos fogalmak bevezetésének célszerűségét mutatja ki, és csak 
további lépésként adja meg az így bevezetett fogalmak és módszerek általános 
matematikai megfogalmazását.
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Példaként említjük, hogy vektorokat kezdetben mint sajátságos mennyisé
geket vezettünk be, amelyekkel fizikai mennyiségeket, pl. sebességet, erőt stb. 
írhatunk le. A vektorösszeadást és a vektorok különböző szorzatait is fizikai 
példák kapcsán vezetjük be, s csak ezután térünk ki a vektorösszeadás és -szor
zás koordinátareprezentációban kifejezhető formáira. A gondolatmenet vilá
gosabb érzékeltetésére különleges jelölést vezettünk be a fizikai mennyiségekre, 
a-val jelöljük pl. magát a vektormennyiséget és

3^(a) = a

-val azt az a = ab a2, a3 számhármast, amely az a vektort adott koordináta
rendszerben reprezentálja.

Az a és a közötti különbséget lényegesebbnek tartjuk, mint pl. a vektor és 
tenzor közötti különbséget.

Módszerünk sajátosságait még egy példával érzékeltetjük. A vektorok álta
lános tulajdonságainak felhasználásával meghatározzuk, hogy egy szilárd test 
pontjaihoz vezető helyzetvektorok hogyan változnak, ha a testet elforgatjuk, 
illetve több egymás utáni elforgatásnak vetjük alá. A kapott körülményes ma
tematikai formalizmust általánosítjuk, és e meggondolások alapján vezetjük be 
a mátrix fogalmát, megmutatva a mátrixokra vonatkozó műveleti szabályok 
célszerűségét is.

A tárgyalt anyag feldolgozása során mindvégig kerüljük az egyes mennyisé
gek tisztán matematikai úton történő posztulálását. A matematikai szabályok 
ismertetése előtt mindig láttatni akarjuk a problémát, amely az adott formaliz
mus kidolgozását szükségessé teszi.

Reméljük, hogy e mű mind az egyetemi hallgatók, mind a kutatók számára 
segítséget nyújt egyes problémák kidolgozásában, de reméljük azt is, hogy a 
szemlélet, amellyel megmutatjuk a fizikai valóságtól a formalizmushoz vezető 
utat, ugyancsak hasznosnak bizonyul mindazok számára, akik a matematika 
segítségével új fizikai jelenségeket igyekeznek leírni.

Budapest, 1977. június 30.
A szerzők
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I. SKÁLÁK- ÉS VEKTOKMENNYISÉGEK

I. Skaláris mennyiségek

1.1. Fizikai mennyiségek és mérőszámok

A fizikai jelenségek mennyiségi leírására számokat használunk. Legegyszc 
ifibbek az olyan mennyiségek, amelyek egyetlen számadattal jellemezhetők 
I /eket a mennyiségeket skaláris mennyiségeknek nevezzük. (Skaláris mennyi 

például a térfogat, tömeg, elektromos töltés stb.)
Amikor egy fizikai mennyiséget mérőszámmal jellemzőnk, tulajdonképpen 

azt mondjuk meg, hogy a fizikai mennyiség egy előre megválasztott mértek 
egységnek hányszorosa. Az, hogy egy rúd hossza három méter, annyit jelent, 
hogy a rúd egyik végétől a másik végéig a méterrudat háromszor helyezhetjük 
egymás mellé. I Igyanezt fejezi ki az is, hogy a rúd hossza 300 cm, csak ekkor a 
un i lékegységül választott hossz rövidebb. A rudat tehát egyformán jól jellé 
me. Iiei|iik a ' as, illetve a 300-as mérőszámmal is.

I < nyeges, hogy a rúd hosszát, mint fizikai mennyiséget, ne tévesszük össze a 
m< i illámmal. A rúd egy objektum, amelynek tulajdonságai számokkal bizo
nyult mellékben, de nem kimerítően jellemezhetők.

A fizikai mennyiségek közötti összefüggéseket és ezen összefüggések tői 
réiiys/erüségeit sok esetben a mérőszámok közötti függvénykapcsolatokkal 
idillit|uk meg. Iízek a függvénykapcsolatok gyakran algebrai formát öltenek.

\ következőkben röviden összefoglaljuk az algebrai műveletekre vonatkozó



IAlpcbini •»/iil>íilv<'l\

Először összefoglaljuk a nem negatív vániokia vonatkozó algebrai törvé
nyeket, majd röviden foglalkozunk a negatív Nzámok bevezetésével.
összeadás:

a+b=b+a kommutatív törvény 
a+0 = a zérus definíciója

a + (/>+c) = (í? + /j)+c asszociatív törvény
Érvényes továbbá az

a+ b>a 
egyenlőtlenség, ha

ö>0.
Szorzás:

ab=ba kommutatív törvény
1 a = a az egység definíciója
0 ■ ű = 0 a zérusra vonatkozó szorzási törvény 

a(bc) = (ab)c asszociatív törvény
I i vényes még az

ab>a
egyenlőtlenség, ha 

Z»l.
Az összeadás és szorzás között az

a(b + c)—ab + ac

1.2-1
1.2-2
1.2- 3

1.2- 4

1.2- 5
1.2- 6
1.2- 7
1.2- 8

1.2-9

1.2-10
díszt ributív törvény teremt kapcsolatot.

1.3. Kivonás és negatív számok

A fizikai jelenségek leírásakor szükségünk van a kivonás műveletére is. 
I egyen /r c, akkor elvégezhetjük a

b—a=c 1.3-1

kivonást. 1.3-1-ben c az a szám, amely eleget tesz a

c+a = b 1.3-2
összefüggésnek.

Az összeadási és kivonási műveletet azonban célszerű egyetlen műveletté 
összefoglalni. Ekkor a szám kivonását egy negatív számmal való összeadással 
helyettesíthetjük. Legyen tehát

b + x=C, 1.3-3



nliol \ iizt n negatív számot Jelenti, iímclync k /> hcz. való hozzáadiisúval ugyan- 
iii.i az eredményre jutunk, mint a kivonásával. Az 1.1-3-ban szereplő v-et

x a 1.3-4
vili is jelöljük.

Az összeadási műveletnek ez. a formális kiterjesztése csak akkor célszerű, ha 
ii negatív számokra vonatkozó műveleti szabályok azonosak a pozitív számokra 
vonatkozó műveleti szabályokkal.

A negatív számok definícióját célszerű a következő módon rögzíteni. Legyen 
* íz, ha

x+í? = 0. 1.3-5
Irhát azt is írhatjuk, hogy

íz + ( —íz) = íz —íz = 0. 1.3-6

feltételezve, hogy az összeadásra vonatkozó szabályok negatív számokra is 
í ivényesek, látható, hogy az 1.3-5-tel definiált negatív számok bevezetésével 
I 1-1-et valóban felírhatjuk az 1.3-2 formában. Hiszen

c=b — a = b + (-a'), 1.3-7

C+íZ = (fe+( —íí)) + í7. 1.3-8

1.2-2 és 1.2-3 felhasználásával következik, hogy

c+a=b+((—a~)+a) = b+0=b. 1.3-9

A kivonás tehát valóban helyettesíthető egy negatív számmal való össze
nő.issal.

1.4. Negatív számokat tartalmazó szorzatok

A negatív számok bevezetése az összeadási és kivonási műveletet egy általá
nosabb műveletté fogja össze. További hasznos műveletekhez jutunk, ha a 

ást kiterjesztjük negatív számokra. Azt találjuk, hogy pozitív és negatív 
unokát tartalmazó szorzatok úgy értelmezhetők, hogy egyrészt e szorzatok 

11/ikai törvényeket fejezzenek ki, másrészt az általánosított szorzási eljárás 
eleget tegyen az 1.2-5-től 1.2-10 szabályoknak.

Az
a(-b)=c

szorzat, ahol a, b>0 és a egész szám, az alábbi n tag összegeként értelmezhető

(-/>)+(-&)+.. .(-£>) = -ab. 1.4-1
a tag
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A ( ii)h •./<i|/ni vh/iiiil ii.il ii kommutatív lóivrny li'Ili'Irk'/c’ii'Vfl cilelme/ 
brio. Igy lelli '.h/lll hog\

( ii)h />( n) b<i ah.

I definíció összhangban vim .1 lobbi műveleti szabállyal.
Legyen

l + x=0, 
tehát

1.4-2

x= — 1.
Szorozzuk meg 1.4-2-t x-szel.

A szorzásra vonatkozó 1.2-3, 4, 5, 6 azonosságok alapján

x(l + x) = x • 0 = 0.

Kihasználva a disztributivitást, kapjuk, hogy

x+x2=0.

Az egyenlet mindkét oldalához 1-et adva’,

l + (x + x2)= 1 + 0= 1,

majd alkalmazva az asszociatív törvényt:

(l + x) + x2=l.

Mivel kiinduló feltevésünk (1.4-2) szerint l + x = 0, kapjuk, hogy

x2=l, 1.4-3

vagyis
(-D2=l.

Hasonló módon tetszőleges a=-0-ra

(1 + x)ű = 0, ha x= —1,
tehát

a + xa = 0,
él

xa = — a,
vagyis

— o=(—l)a. 1.4-4

Általában érvényes tehát, hogy tetszőleges szám ( l)-sz.eresc egyenlő az illető 
szám negatívjával.
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vagyis egy negatív szám negatívja pozitív.

1.5. Több tagú összegek és az ezekből alkotott szorzat 
tulajdonságai

Az asszociatív és disztributív törvényt több tagú összegekből alkotott szor
ulókra is kiterjeszthetjük. A következőkben a törvényekből következő néhány 

egyszerű összefüggést tárgyalunk.
I .egyen

at + a2+. .. + ak=Pt,
Ój + Ói + . . . + ^ = 7>2>

: 1.5-1

/1+/2+ • • • +fk=Pb

ahol í7b űk ..., bt, b2, . ■ .,f\, .. .,fk tetszőleges számok. A fenti összes szám 
.S' összegét az összeadás asszociativitása miatt rendkívül sokféleképpen számít
hatjuk ki.

S' meghatározása lehetséges például a következő csoportosításban:

5=7’i + P2+...+Pz, 1.5-2

vagyis a számokat soronként összeadjuk, majd összegezzük a kapott eredmé
nyeket. Megtehetjük azonban azt is, hogy először az egymás alatti számértéke
ket összegezzük:

ai + bl + ... +f = Qt,
a2 + b2+ ... Pj2~Q2i

: 1.5-3

ak + t>k + ... +fk = Qk. 
így

5=<2i + 22+...+2a. 1.5-4

Áttekinthetőbb jelölést kapunk, ha az összegben szereplő mennyiségeket 
azonos betűvel jelöljük és egymástól kettős index használatával különböztetjük



meg A/ első lnd< * |> hull, Imgy 11/ 1.5-1 légliilnpséma hímyndik sorában, a 
második Index pedig, hogy hányadik oszlopában álló mennyiségről van szó.

A/ 1.5-1 összegek helyed lihntjiik tehát, hogy

I 3" ■ . . "i"0|A = I ’

: i.5-5

(,it + r//2 + • • • + alk — P z.

Szumma jel felhasználásával az 1.5-1 és 1.5-3 formulákat igen tömör formá
ban írhatjuk fel:

2 aij=Pit 1.5-6
;=1 .

és

2^,7=<2/- 1-5-7
í-1

I 5-6 és 1.5-7 jelölésével az 5 összeget az

és az

alakban írhatjuk fel. 
léhát

s= 2 p,= 2 í 2
/=! r-1 b=l )

S= 2 Qj= 2 í 2 
y„l 7=1 E=l J

1 1r * 'i1 k 1
s=2 2 = 2 2i 11 1 J1 7=11l<-=i J

1.5- 8

1.5- 9

1.5-10

vagyis a két index szerinti szummázás felcserélhető. Ennek kifejezésére a két 
index szerint történő szummázásra egyszerűbb jelölést vezethetünk be:

I k
s= 2 «//• 1.5-11

Az 1.5-11 ún. kettős szumma jól kifejezi, hogy az Összegezés elvégzésekor a sor
iéiul lényegtelen.

A dlsztributív törvény felhasználásával a több tagú összegek szorzatának tu- 
lajdonságait állapíthatjuk meg. Tegyük fel, hogy 1.5-5-ben az összegezendő 
elemek mindegyike egy A ,■ és Bj számsor elemeiből

1.5-12
szerint képzett szorzat.
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I / esetben
i i
2 ^7/ 2 1^/•
II It

A (Hs/lributivitás miatt

I 13-at a második index szerint tovább összegezve,

/.* k re i t
2 ^,A=2 2A •

Z.7-1 7 = 1 lAi=l )

\ disztributivitást még egyszer felhasználva,

1.5-13

1.5-14

Leolvashatjuk tehát, hogy több tagú összegek szorzatát egyetlen kettős 
s/iimmával helyettesítjük.

Az 1.5-14 összefüggés érvényessége pusztán az összeadás asszociativitásának 
és a disztributív törvénynek a következménye.

A fenti megállapítás fontos, mert a későbbiekben találkozunk olyan mennyi
ségekkel (pl. vektorokkal és tenzorokkal), amelyekre érvényes a fenti két tör
vény, de más alaptörvények (pl. a kommutatív törvény vagy a szorzás asszo- 
> lativitása) nem érvényesek. Ilyen mennyiségekre az 1.5-14 szabályok érvé
nyesek.

2. Vektorok és vektorműveletek

A skaláris mennyiségek a természetben előforduló jelenségek egy részének 
leírására alkalmasak, sok esetben azonban az egyetlen mérőszámmal történő 
jellemzés nem elegendő. Gyakran a mérőszámon kívül még egy irányt is meg 
kell adnunk.

Azokat a mennyiségeket, amelyek egy mérőszámmal és egy iránnyal adhatók 
meg, vektoroknak nevezzük. (Ilyen például a sebesség, gyorsulás, elektromos 
és mágneses térerősség stb.)

A vektorokat aláhúzott fett (kövér) betűkkel jelöljük. Az aláhúzás nélküli fett betűket a későbbiek 
során bevezetésre kerülő vektorreprezentációk jelölésére tartjuk fenn.
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A vektorok szemléltetésére geometriai ábrázolás
módot szokás bevezetni. A vektorokat irányított 
szakaszokkal ábrázoljuk (2.1. ábra). A szakasz 
hossza megadja az ábrázolt mennyiséghez rendelt 
mérőszámot (esetünkben 6,5), a nyíl pedig a 
mennyiség irányát jelzi.

A mérőszámot a vektor abszolút értékének nevezzük és

|a| = a 2.1

-val jelöljük. A vektorok abszolút értéke nem negatív szám. Bármely vektorra 
érvényes tehát az

fa I =0

összefüggés. Azt a vektort, amelynek abszolút értéke zérus, nullvektornak ne
vezzük. Ha |n| = 0, akkor n = 0-t is írhatunk. A nullvektornak nincs iránya. 
Az egyszerűség kedvéért azonban a nullvektort tetszőleges irányú vektornak is 
vehetjük.

Fizikai jelenségek közötti összefüggéseket sokszor vektorok közötti össze
függésekkel tükrözhetünk. A vektorműveletek bevezetésekor mindig az a cé
lunk, hogy fizikai jelenségek leírására alkalmas formalizmust dolgozzunk ki.

2.1. Vektorok összegezése

Az a és b vektorok
a + b = c 2.1-1

összegét az ún. paralelogrammaszabály segítségével 
definiáljuk (2.2. ábra). A 2.2. ábra alapján látható, 
hogy az a és b vektorok c összegét az a és b vekto
rokból alkotott paralelogrammának az a kezdőpont
jából b végpontjába mutató átlója adja.

Több vektor összegét úgy képezzük, hogy az össze
adás sorrendjének megfelelően a vektorokat egymás 
után mintegy felfűzzük. Az összegvektort az első tag 
kezdőpontjából az utolsó végpontjába mutató vektor 
adja. A 2.3. ábra szerint

a + b + c + d = e.

A 2.2. ábráról leolvasható, hogy

a + b b+fl, 2.1-2
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tehát a vektorösszegzés kommutatív. A kom- 
inutativitás több összeadandó vektor esetén 
In fennáll.

I Jgyancsak fennáll a vektorösszegezés asszo- 
dativitása is. Az asszociatív törvény érvényes
sége pl. három, nem egy síkba eső a, b, c vek
tor esetén egyszerűen leolvasható a. 2.4. ábráról. 2.4. ábra

\ vektorösszeadást azért definiáltuk a fentiek szerint, mert ily módon sok 
jelenséget írhatunk le. Ezt a szabályt követik például az erők és sebességek is. 
Ha pl. egy w sebességgel mozgó vonathoz képest v sebességgel mozog egy test, 
akkor a test sebességét a földhöz képest a

V = v + w 2.1-3
Összeg határozza meg.

Világosan kell látnunk azonban azt, hogy az összeadási szabály csak geo
metriai szempontból puszta definíció. Amennyiben fizikai összefüggéseket ál
lapítunk meg, akkor minden esetben kísérleti tapasztalat, hogy a mennyiségek 
hogyan összegezhetők, s hiába változtatnánk meg a vektorösszegezés szabályait, 
a sebességek továbbra is a régi módon viselkednének. A vektorösszeadás definí- 
i lóját megváltoztatva, a 2.1-3 sebesség-összeadási törvény érvényességét veszí
tené.

2.2. Vektorok kivonása

I .egyen
a + x = 0. 2.2-1

A 1,2-1 összefüggésnek eleget tevő x vektort az a vektor negatívjának nevez
zük, és

x = -a
Vnl jelöljük.

A 2.2-1 definícióból következik, hogy a és - a azonos nagyságú, de ellentétes 
hi'myíi vektorok.

A számok kivonásának mintájára a

c = b + (-a)

Összeget a b és a vektorok különbségeként is felfoghatjuk, és

c = b —a

Immtihim írhatjuk. Ac különbségvektort úgy kapjuk, 
hogy ti b vektor végpontjából az a vektort eredeti irá
nyával ellentétes irányban mérjük fel (2.5. ábra).
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Mivel

2.3. Vektor szorzása számmal

Egyenlő vektorok összegét a természetes számok és vektorok szorzatának 
alábbi értelmezésével egyszerűbben írhatjuk fel

a + a = 2a, a + a+a = 3a ... stb. 2.3-1
✓

A természetes számmal való szorzás tehát a vektor irányán nem változtat, 
csak hosszát többszörözi.

A 2.3-1 összefüggést tetszőleges szám és vektor szorzatára általánosítjuk.
Legyen

aa = A, 2.3-2
ahol

iA|=|a||a|, 2.3-3

valamint A és a iránya megegyezik, ha a>0. Amennyiben a<0, akkor A és a 
iránya ellentétes.

A 2.3-3 definícióból és az összeadás tulajdonságaiból következik, hogy a vek
torok és számok szorzata disztributív az

2.6. ábra

a(a + b) = aa+ab 2.3-4 

értelemben. A disztributív tulajdonság 
egyszerűen belátható a 2.6. ábra alap
ján.

Az ábrán a, b, c egy háromszög ol
dalai, és irányításuknak megfelelően

a+b = c. 2.3-5

Ha a háromszög oldalait ayt0-val megszorozzuk, akkor egy hasonló három
szöghöz jutunk. (Az a<0 esetben az új háromszöget tükrözéssel és méreteinek 
aianyós változtatásával kapjuk meg.) Következésképpen

a(a + b) = aa+ ab-- ac. 2.3-6

A számmal (skalárral) való szorzás segítségével sok fizikai összefüggést ki
fejezhetünk.

Skalár-és vektormennyiségek szorzatával fejezhető ki például az impulzus, 
tömeg és sebesség közötti

16



p '"1
x.ii'v az erő, gyorsulás és tömeg összefüggését meghatározó

F- ma
I |||H sol.lt IS.

I I A háromszög-egyenlőtlenség

I egyen
a + b = c.

i kkoi a három vektorból háromszög képezhető, így

a+b^c. 2.3-7
A ' l / formulában a dőlt betűk a megfelelő betűvel jelölt vektormennyiségek 
iilmzolút értékét jelentik. Az összefüggés következik abból, hogy egy három- 
•iz.két oldalának összege mindig nagyobb a harmadik oldalnál. Egyenlőség 
i'uik tikkor Jöhet létre, ha

a = ab, azaz a = ab.
I esetben

a + b = (l + a)b, azaz c = (l + a)ó.
11hál ekkor

a + b=c,
> nme. az a, b vektorok ekkor egy irányúak.

' i ’ Vektorok lineáris kombinációja

A vektor-ésskalármennyiségek szorzatának értelmezésekor megállapítottuk, 
hogy a

b=aa 2.3-8
• ltotok a-val párhuzamosak. Ezeket a vektorokat a továbbiakban azonos 

tll/ihii vagy egy egyenesbe eső vektoroknak nevezzük.
llelátható, hogy minden az a?zO-val egy egyenesbe eső b előállítható a 2.3-8 

alak Han. I Jgyanis az
b

a = — a
választás esetén

b iaa = - a = b.~ a

i < » J1 >/1. VeldoiN/ilmlhU



melyre
<ia I Q; 2.3-9

ugyanis ha pl. a/,0, akkor a = - b.~ a ~
Az. a feltétel, hogy a, fl valamelyike nem nulla, az.

a2 + /52 > 0 2.3-10

alakban is megfogalmazható.
2.3-9 és 2.3-10 szükséges és elégséges feltétele az a és b vektorok párhuzamos

ságának. Vagyis a és b nem azonos állású vektorok, ha bármely

a2+/32>0 2.3-11

feltételt kielégítő a, /3 értékpárra

aa + /3b#0. 2.3-12

I z esetben az a és b vektorok egy síkot feszítenek ki.

I sík vektorai előállíthatok
c=aa + /Sb 2.3-13

alakban. A 2.3-13 alakú kifejezést az a és b vektorok lineáris kombinációjának 
nevezzük.

A következőkben bebizonyítjuk, hogy az a és b által kifeszített síkba eső összes 
vektor előállítható az a és b vektorok lineáris kombinációjaként.

I egyen ugyanis c tetszőleges, az ab síkba eső vektor. Vegyünk fel egy para
lelogrammát, amelynek c az egyik átlója, két oldala pedig beleesik a és b egye
nesébe. r r r

A 2.7. ábra jelöléseivel AÖ = A; AD = B és AC=c. Tehát

c = A + B. 2.3-14

Mivel azonban A és a, illetve B és b azonos állású vektorok,

ahol

vagyis

A = aa, és B = /3b,

c = aa + /3b

alakban írható állításunknak megfelelően.

2.3-15

2.3-16
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I ti‘h I 11 up I < >• < 111 t'i mi k <* 111 t 16 nliip|dn mcgiHliipItJuk, hogy húrom vektor, 
• It i ukkoi <••11 snk nkkoi esik egy Nlkbti, hu létezik olyan a,//, g számhármas, 
Hhol

«2 + //2+y2>0 2.3-17
iiliielyrk kel

aft + /^b + yi = 0. 2.3-18

A h un állítás egyszerű átfogalmazásából következik, hogy amennyiben 2.3-17-et 
káh i'ilo tetszőleges a, /I, g számhármasra

aa + /?b+gc#0, 2.3-19

ni I ■! ii l>. e nem fekszik egy síkban.
* * *

\ következőkben belátjuk, hogy a 2.3-17 és 2.3-19 feltételeknek eleget tevő, 
Irhái három, nem <',gr síkba eső a, b é.v c vektor lineáris kombinációja segítségével 
6/< ■'•/, iá i <1 vektort előállíthatunk.

I ' g\i n <1 a tér egy tetszőleges vektora. Képzeljünk el egy paralelepipedont, 
huh Isink egy csúcsba összefutó élei rendre párhuzamosak a 2.3-17 és 2.3-19- 
ti. I i legel tevő a, b, c vektorokkal, testátlója pedig d.1

\ ' A ábra jelöléseivel legyen
A B = /ÍD, C = ő7l,

iilámliil

d = /í7.

S/ iihi.i alapján látható, hogy

A+B + C = d. 2.3-20

Mi I \ cs a; B és b, valamint C és c rendre azonos állású vektorok, így

rtllol
A = aa; B = /7b; C= gc,

' hinu megfogalmazásokat egyszerűbb formára hozhatnánk, ha az eleve nulla vektorokat ki
•<•<<• ■.<<>>■ lm pl .’. V 18 helyett az. egyszerűbb 2.3-16-ot használhatjuk, ha feltesszük, hogy a/0 és 
b t) il. hogy ketlő, (a, //) helyett három, (a, ft, y) együtthatót használunk, olyan kifejezésekhez ju- 
luui ,iiiu lsek akkor is érvényben maradnak, ha az a, b, c vektorok között nulla vektorok is szere- 
pn||*t>liiel
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I linek iiliipii'm ' '<» ,1/

«| I /4> I )’£ '* 2.3-21
ultikra hozható. MlvcHI-ic m ininllycn megkötést sem tettünk, 2.3-21 éppen az 
eredeti állítást jelenti.

*

Tapasztalati tény, hogy a térben eljárásunk nem folytatható, azaz minden 
térbeli vektor előállítható három adott, nem komplanáris vektor lineáris kom
binációjaként. Ez annak kifejeződése, hogy terünk háromdimenziós.

2.4. Vektorok által alkotott szög

Egy pontból induló két vektor által alkotott szögön a metsző irányvonalak 
által alkotott egyik szöget értjük. Az egyértelműséget úgy biztosítjuk, hogy az 
a és b által bezárt szögnek azon legkisebb elfordulás szögét nevezzük, amellyel 
a-t h irányába fordíthatjuk el. E definíció akkor is fenntartható, ha a vektorok 
irányvonala nem metszi egymást. Ebben az esetben is

a = (a, b)<

az a szög, amellyel a-t elfordítva, b-vel párhuzamossá válik.

2.5. Vektorok skaláris szorzása

A gyakorlatban találkozunk olyan skaláris mennyiségekkel, amelyek vekto 
lókból sajátos módon származtathatók. Ilyen például a munka számértéke 
I la az /'erő s elmozdulás során fejti ki hatását egy testre, akkor a munkavégző

W=Fs cos fi, 2.5-

ahol /> az erő és az elmozdulásvektor által alkotott szög.
Bevezetjük az

F.$-cos# = Fs 2.5-

jelölésmódot. Az Fs szorzatot az erő és elmozdulásvektor skaláris szorzatánál 
nevezzük.

Általában az a, b vektorok
ab = /l

skaláris szorzatán az
A = ab cos H 2.5-
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un niiylscgel éltjük, almi l> az ||. I» vektorok állal bezáil 
Izög (2.V. ilhra).

N/ a vektornak önmagával vett skaláris szorzatát 
Hit lel lelöljük. A definíció alapján tehát

Aí' .

F

aa = a2. 2.9. ábra

\ skaláris szorzás definícióját az indokolja, hogy alkalmas a valóságban elő- 
l.iidiiló összefüggések leírására.

' '» I A skaláris szorzat tulajdonságai

I löször megvizsgáljuk, hogy a valós számok szorzására vonatkozó 1.2-(5, 6, 
I, K) műveleti szabályok közül melyek érvényesek a vektorok skaláris szorza- 
lillit,

A 5 3 definícióból következik, hogy

ab = ba, 2.5-4

Iránit a skaláris szorzás kommutatív. Tetszőleges vektornak az n nullvektorral 
k> l» /ett skaláris szorzata zérus:

an = O. 2.5-5

A .’5-5 egyenlőség és a számokra vonatkozó megfelelő 1.2-8 formula között 
• C x loittos különbség van: számok esetén az

ax = 0 (a # 0)

öhh/i függésből egyértelműen következik, hogy x=0. Az

ax = 0 (a Z 0) 2.5-6

> l lói egyenletből azonban nem következik az x = 0 eredmény.
I ’< liníció szerint ugyanis

ax = axcos$. 2.5-7

1 *• (i teljesülhet a /0 és xzO esetén is, ha

cos # = 0, azaz $ = 90°,

íj \ r. ha az a és x vektorok merőlegesek egymásra.
Az x vektor zérus voltára csak akkor következtethetünk, ha az

ax = 0 2.5-8

egyenlőség tetszőleges ara fennáll. Valóban, ha 2.5-8 tetszőleges a vektorra
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hiiniill, ilk koi 11/ || \ H l'i lrl|r*iOl feliéi

0.
I bből viszont következik, hogy

x=0.

A fenti tétel egy fontos alkalmazása a következő: Legyen

ax = ay 2.5-9
tetszőleges a-ra, akkor

a(x-y)=°
minden a-ra, s így

xyo.
vagyis

x=x- 2.5-10

Utóbbi eredményünk fontos szerepet játszik a vektoregyenletek megoldása
kor.

A skalárszorzás eredménye nem vektormennyiség — a művelet kivezet a 
vektorok köréből —, nincs tehát olyan vektor, amellyel szorozva, tetszőleges 
vektor változatlan marad.

A vektorok skaláris szorzatával kapcsolatban az eredeti értelemben vett egy
ségről nem beszélhetünk. Célszerű azonban tetszőleges irányú vektorokhoz 
egységvektorokat bevezetni a következő módon.

Az a /0 vektorhoz tartozó egységvektor

k = -. 2.5-11_ a
?. 5 II alapján látható, hogy k és a azonos irányú vektorok, valamint hogy k = 1. 
(Innen az egységvektor elnevezés.)

A k vektor segítségével a-t az
a = ak

tonnában fejezhetjük ki.
l nnék segítségével az ab = aócos fi skalárszorzat b cos # tényezőjéről felis

merhetjük, hogy
kb = £cos$. 2.5-12

í 2.5-12 szorzatot a b vektor a-ra vett vet illet ének nevezzük, és

kb — bcosfi = ba 2.5-13
val jelöljük.

A vetületet vektorként is kezelhetjük, definíció szerint

bfl = kft„, 2.5-14 
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ViihvI'i b, 11/ ii Hányáiul cnŐ /<„ iibs/ohil éitckü vei 
i"i A vetüld vektől gcoindiiai jelentesd u .'.ID. 
fiion iniltlltjll.

M< ('állapíthatjuk űzt is, hogy

b ba b. 2.5-15

\ <l> liníclóból a bah abu összefüggés is következik, ahol ab az a vektor b-re 
ifit vetülete.

I nss.-ocintív törvény nem érvényes a skalárszorzatra. Három vektor szor- 
oili’it r. i sak úgy értelmezhetjük, ha megadjuk a szorzások sorrendjét. Az (ab)c 
»/oi/at pékiául c irányú vektor, az a(bc) viszont a irányú vektor. így a kétféle 
nou.at csak egészen különleges esetekben egyenlő.

A vektorösszeadásra és skaláris szorzásra érvényes az

(a + b)c = ac + bc 2.5-16

ft«h/cfüggéssel kifejezhető disztributív törvény.

A bizonyítás elvégzéséhez vezessük be a következő jelöléseket:

a + b = A, és (a + b)c = (2-

I ryszciüség kedvéért foglalkozzunk először azzal 
«/ esdtel, amikor a, b és c komplanáris vektorok. 
A .' // ábra alapján egyszerűen belátható, hogy

Q = A{c, 2.5-18

ahol az, A vektor c-re vett vetülete, és

Ai = ai + bi.

I élűit

t2 = (oi + /’1)c = űlc+ö1c. 2.5-19

A/ (/, és />, vetületek segítségével

l övei kezesképpen
ac = atc, bc = ó1c.

Q = (a + b)c = ac + bc,

2.5-20

2.5-21

ami éppen a szorzat disztributivitását jelenti.
2 s 16 azonban akkor is helytálló, ha c nincs az a és b vektorok síkjában. 

S/eikcsszünk c-re két merőleges síkot, amelyek egyike az A = a + b vektorok
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r végpont jím, ii ini'isik Hz, 
n vek Ini' (J végpontján 
megy át (2.12. ábra). Le
gyen ii síkok és a c vek
től egyenesének döfés
pontja /’| és 0. Leolvas
ható, hogy, ha At az A 
vektor c-re vett vetülete és

a^OQi és bi = Q{P{, 

akkor

Ezután a síkbeli bizo
nyítás változtatás nélkül 
megismételhető a térbeli 
esetre.

’.5.2. Alkalmazás. (A cosinustétel)

A skaláris szorzás felhasználásával egyszerűen adódik a háromszögekre vo- 
latkozó cosinustétel. Legyen a, b, c három vektor úgy, hogy

b —a = c; 2.5-22

i három vektor háromszöget képez. A fenti összefüggést négyzetre emelve, 
idódik, hogy

c2 = a2+b2-2ab,
s minthogy

ab = ab cos y,

Imi y az a és b vektorok által bezárt szög, azt kapjuk, hogy

c2=a2 + b2 — 2ab cos y. 2.5-23

■/ a háromszögre vonatkozó cosinustétel. Továbbá 2.5-23-ból következik,

cos y= a2+b2—c2
2ab

2.5-24

1 A gondolatmenetét megfordítva, a fenti egyenletet a szög különleges definíciójának is felfoghat- 
ik.



2.6. A vckloriíilis szorzat

I ;il.iIk«>/mik olyan li/.ikai törvényekkel, amelyekben két vektor egy harmadik 
xeHoiI sajátságos módon határoz meg. így a B mágneses térben y sebességgel 
iim/gó <' töltésre ható erőt a következő formula alapján határozhatjuk meg:

F= - trő sin 2.6-1c
A formulában /> a v és B vektorok által alkotott szög. A képlet alapján csak 

.1,' eiő nagysága adódik. Az F erő iránya tapasztalat szerint merőleges a v és 
II diai kifeszített síkra és a y, B és F vektorok jobbcsavart alkotnak. A 2.6-1 
Hunniát szokás az

F=-(vxB) 2.6-2- c ~
Ilink ban is felírni, ahol

VXB
a lentieknek megfelelő irányú és

|vxB| = z>j8 sin ■&

■ib "lúl értékű vektort jelent.
i B I a y és B vektorok vektoriális szorzatának nevezzük. Használatos még 

a I tilső vagy keresztszorzat elnevezés és a [yB] jelölés is.
Mintában az a és b vektorok vektoriális szorzatán a

c = axb
o klórt értjük, ahol

c=ab sin y

2.6- 3

2.6- 4

I i a/ n és b vektorok által bezárt szög). A 2.14. 
alapján megállapíthatjuk, hogy a evek

re nagysága éppen az a és b vektorok által 
■ilk "toll paralelogramma területének számér- 
lékf.

\ c vektor irányát az a és b vektorok síkjá
éi na i "legesnek vesszük úgy, hogy a, b, c az 
minit sorrendben jobbrendszert alkot1 (2.15. 
flhm),

b
2.14. ábra

' lobbicndszeren a jobb kezünk hüvelyk-, mutató és középső ujjához hasonló sorrendű rendsze- 
>• i ■ i < i i lük (Ábra). Azt, hogy az adott sorrendű a, b, c vektorok jobbrendszert alkotnak-e, könnyen 
»llfin>i ohetjilk úgy is, hogy c helyébe egy „jobbcsavart” képzelünk. Képzeletben forgassuk az a vek- 
hui h Ide Amennyiben az. a helyére képzelt csavar erre a forgatásra c irányába mozdulna, akkor a, 
b t jobbrendszert alkot.
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Ml'g jegye/.'Ilk hogy ,i \ i k l< >i lulls s/o|/illol il|'\ Is di Imhdhalii.mk . hogy a
< képiéiben a/ »». h. c vektorok bnksioml ulk ullur ■tutink I konvenció ép

pen úgy iilkulnuis lenne fizikai ősszel üggcsi k h ím..un, mini nz általunk ineg- 
idoll konvenciók. I la a konvenciót vállo/tal|ul , a törvények leírásában pusz
tán előjelcserék jönnek léire. I ontos azonban, hogy egy konvencióhoz, ragasz
kodjunk, meri egyébként előjelzavarok lépnek lel.

A vektoriális szorzat definíciója ismét nem matematikai szükségszerűség kö
vetkezménye. A 2.6-1 Lorentz-törvény és más hasonló szerkezetű fizikai törvé
nyek leírása teszi hasznossá a vektorok közötti, vektorértékű eredményt adó 
újabb szorzási művelet bevezetését.

2.6.1. A vektoriális szorzat tulajdonságai

Röviden áttekintjük a vektoriális szorzás tulajdonságait. Vezérfonalként cél- 
szei ű ismét a számok szorzására vonatkozó 1.2-(5, 6, 7, 8) szabályokkal történő 
összehasonlítás.

A vektoriális szorzás nem kommutatív. Az irány meghatározásából követke
zik, hogy

axb=-bxa, 2.6-5

b I ugyanis éppen ellenkező irányú forgatással vihetjük át a-ba, mint a-t b-be. 
A/ ilyen típusú szorzási műveletet antikommutatívnak szokás nevezni.

Az
ax0 = 0 2.6-6

összefüggés fennáll, azonban az

axy = 0 (űző) 2.6-7

egyenlőségből nem következik, hogy y = 0, hiszen

|axy | =ay sin $ = 0 2.6-8

úgy is zérussá válhat, ha

sin á = 0, azaz ?? = () vagy n. 2.6-9

2.6-9 azt jelenti, hogy párhuzamos vektorok keresztszorzata zérus.
Amennyiben azonban 2.6-7 tetszőleges azt) esetén fennáll, akkor ebből már 

következik, hogy y = 0.
Megállapíthatjuk azt is, hogy a vektoriális szorzás műveletére nem létezik 

olyan vektor, amellyel tetszőleges vektort szorozva, a szorzandó nem változik. 
[Nem létezik tehát az egységszámhoz hasonlóan viselkedő vektor.) Ez követ
kezménye annak, hogy a vektoriális szorzás eredménye mindkét tényezőre me
rőleges.
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I Intőm vektől
A II - (b í) 2.6-10

Imimns vektoibilis szorzata ismét vektort ad eredményül. A hármas vektor- 
■zoi/alia az asszociatív törvény nem érvényes. A művelet tulajdonságainak 
vl/sgálatára még visszatérünk (4.7. fejezet).

Az összeadásra és vektoriális szorzásra vonatkozó disztributivitás az

ax(b + c) = axb + axc 2.6-11

éi leiemben fennáll, bizonyítását azonban csak később adjuk meg.

2.7. A hármas vegyes szorzat

lobb vektor összeszorzásakor előfordulhat az alábbi típusú, ún. hármas ve- 
g\cs szorzat:

a(bxc) = p. 2.7-1

} / I szerint a b és c vektorok vektoriális szorzatát kell az a vektorral skalárisán 
szorozni.

Az eddigi definíciók alapján ezek a műveletek rendre elvégezhetők. Az ered
ménynek azonban egyszerű geometriai jelentése is van.

I l.i az a, b, c vektorok egy síkban feküsznek, akkor bármely kettő vektoriális 
s/oizata a síkra és így a harmadik vektorra is merőleges. így a harmadik vek- 
ioii.il való skaláris szorzat nullát ad. Tehát

a(bxc) = 0,

lm a. b, c komplanáris vektorok. (A fenti eredmény akkor is érvényes, ha a 
o l torok között nulla vektor is előfordul.)

I egyenek a, b, c nem komplanáris vektorok. Ezek a térben egy paralelepipe- 
ilonl feszítenek ki (2.16. ábra).

A fcxc vektoriális szorzat abszolút értéke 
i l> és c vektorok által kifeszített paralelog- 

■ anima területének számértékével egyenlő. 
Az ábra szerint pedig az a vektor bxc irányú 
vetülete éppen a paralelepipedon magassá
gával egyenlő, tehát

m = acos$. 2.7-2

A paralelepipedon alapterülete

T= |bxc|. 2.7-3
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A lei lopni

lz IV *- V I 111 •'* 2.7-4

2.7-4 éppen az a, b, e vektorok vegyes s/oi/iilimnl iibN/olút értéké.
Általában azt írhatjuk tehát, hogy

|g(bX£)|= |t>| = V- 2.1-5

Számítsuk ki a paralelepipedon térfogatát most úgy, hogy az a és b vektorok 
által meghatározott paralelogrammát tekintjük alapnak. Természetesen a tér
topat ugyanannyi marad, tehát

axbjccos y= K, 2.7-6

)' most az axb és c vektorok által bezárt szög. 2.7-6 azonban az

|(aXb)£| = K 2.7-7
szorzat abszolút értéke.

Hasonló eredményt kapunk, ha az a, b, c vektorokból tetszőleges sorrendű 
hu masszorzatokat képezünk. Megállapítható tehát, hogy három vektor vegyes 
szorzatának abszolút értéke a vektorok tetszőleges sorrendje esetén azonos.

Ha az előjeleket is figyelembe vesszük, a hármas vegyes szorzat értéke attól 
függően pozitív vagy negatív, hogy az a, b, g vektorok az adott sorrendben 
jobbrendszert alkotnak, vagy sem.

Ha a, b, g jobbrendszert alkot, akkor a 180°-nál kisebb szöget zár be bxc 
uanyával, tehát v pozitív, vagyis a vegyes szorzat a test térfogatát adja.

I < hát ha a, b, c jobbrendszert alkot, akkor

a(bxc) = c(axb) = b(cxa)= V,
de

2.7-8 
a(cxb) = c(bxa) = b(axc)= - V.

I / azonban azt jelenti, hogy a vegyes szorzat értékének egyértelmű meghatá- 
i ozásához elegendő a vektorok sorrendjét megszabni, a műveleti jelek sorrendje 
tetszőleges lehet.

Bevezethetjük tehát az

a(b X c) = (a, b, c) 2.7-9
rövldebb jelölést.

A lenti eredmények komplanáris vektorokra is érvényesek, ahol a vegyes 
szorzat eltűnik.
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/ I ( iklikns permutáció

I H tilapján tiltható, hogy az a, b, c vektorok hármas vegyes szorzatának 
előjele n három vektor sorrendjétől függ. A sorrend könnyebb áttekintésére be- 
vr/ctjílk a ciklikus permutáció fogalmát.

ltjuk fel az a, b, c mennyiségeket egy kör mentén (2.17. ábra), valamely — 
például az óramutató járásával ellentétes — irányban haladva. Az a, b, c sor- 
o inllicz tartozó ciklikus permutációnak nevezzük a három elem olyan permu- 
láclólt, amelyekben tetszőleges helyről indulva, a megadott irányban haladva 
'•móljuk fel az elemeket, a, b, c ciklikus permutációi tehát:

ti hói indulva a, b, c, 
h bői indulva b, c, a, 
< hői indulva c, a, b. O-

c a b
1 ordított sorrendben haladva, az b,

• sorrendhez tartozó nem ciklikus pér-
2.17. ábra

mutációkhoz jutunk. Ezek:

ii val kezdve a, c, b, r~\ <K\acb
/•vei kezdve b, a, c,
< vei kezdve c, b, a. 2.17. a ábra

Az Így kapott permutációk pl. az a, <*, b permutáció ciklikus permutációi- 
li'iil kaphatók meg.

A ( iklikus permutációk felhasználásával egyszerűbben felírhatjuk 2.1-7 ered- 
menyeket.

I .egyen
a = a(l), b = a(2), c = a(3) 2.7-11

Innom jobbrendszert alkotó vektor. így

a<^(a(/->xa<M>)= ±K 2.7-12

ahol a pozitív előjel akkor érvényes, ha K, L, M az 1, 2, 3 számok ciklikus per
uiul.iciója, a negatív előjel pedig akkor, ha K, L, M az 1, 2, 3-nak nem ciklikus 
pi i mutációja.

Amennyiben a 2.7-11 vektorok valamelyike a 2.7-12 szorzat tényezői között 
kétszer szerepel, akkor a három vektor által meghatározott paralelepipedon el- 
lujuló, térfogata s így a 2.7-12 szorzat értéke zérus.

Például ez az eset fordul elő, ha K=L= 1 és A/ = 2. Ebben az esetben azon
ban K, L, M az I, 2, 3 számoknak nem permutációja!

Általában, ha 2.7-12-ben K, L, M az I, 2, 3 számoknak nem permutációja, 
ak kor a vegyes szorzat értéke zérus.
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2.7.2. A I cvi ( iviln N/.imbóliiin

ÖNSzefogliilva a lentieket: 

a<A’’(a,z ’xa,M))
+ |K|, 
-in

o,

ha K, L, M az 1,2,' ciklikus permutációja,
ha K,L, M az 1,2, ' nem ciklikus permutációja, 
ha K, L, M az I, 2, 3 értékeknek nem permutá
ciója. 2.7-13

A 2.7-13 összefüggés egyszerűbben felírható az eKlM ún. Levi—Civita-szimbó 
Iliin bevezetésével.

+1>
-1,

0,
eKl.M~

ha K, L, M az 1, 2, 3 ciklikus permutációja,
ha K, L, M az 1, 2, 3 nem ciklikus permutációja, 2.7-14 
ha K, L, M az 1, 2, 3-nak nem permutációja.

A Levi Civita-szimbólum segítségével a hármas vegyes szorzat értékét az 

ejf/.Aía(K'a(/-)a'M>=r 2.7-15

lói innia adja, ahol Vaz a<7) (j= 1, 2, 3) vektorok által meghatározott paralelepi- 
pedon köbtartalmát jelenti.

2.7.1. A vektoriális szorzat disztributivitása

A vektoriális szorzatra vonatkozó

(a + b)xc = axc + bxc 2.7-16

dlsztributív törvényt a skaláris szorzatra már kimutatott disztributivitás segít
ségével bizonyítjuk.

I ls<"> lépésként belátjuk, hogy a hármas vegyes szorzat mindhárom tényező
jében disztributív.1

Minthogy
(a + b)x = ax + bx, 2.7-17

az a i b, c, x vektorok hármas vegyes szorzatára fennáll az

(a + b, c, x) = (a + b)(cxx) = (a, c, x) 4- (b, £, x) 2.7-18

1 1 zl ii/ eljárást Katus Gábor első éves fizikushallgató javasolta
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«< •■.. . I lippv, A Ibiim.r. vegyes szorzat cilikc nem változik, Ilii tényezőit clkll- 
kiiniin peiiiiutíil|iik, így 2.7 IX az

(x, (a i b), s) (x, a. fi) i (x, L fi) 2.7-19

■linkban Is lelii ható.
I z viszont azt jelenti, hogy

x((a + b)xc) x(axc+bxc). 2.7-20

.’(> tetszőleges x-re érvényes, tehát V.

(a + b)xc = axc + bxc, 2.7-21

vagyis a vektoriális szorzat disztributív.
Az asszociatív és disztributív törvények több tagú kifejezésekből alkotott 

n/mzatokra vonatkozó alkalmazásából következik, hogy

2aa)jx|2b(Z,j=2 [a(A)xb(Z)j . 2.7-22

\ 2.7-22 tökéletes megfelelője a számok esetén bizonyított 1.4-14 szabálynak, 
vagyis hogy két több tagú kifejezés szorzatát úgy kapjuk, hogy egyik többtag 
minden tagját a másik többtag minden tagjával megszorozzuk.

3. A derékszögű koordináta-rendszerek

\ vektorokat nagyságukkal és irányukkal jellemezzük. A vektorok irányát 
nlinlaban valamilyen rögzített irányokhoz viszonyítva lehet megadni. Egyértel
műm jellemezhető egy vektor iránya a Földön például a vízszintes síkkal alko- 
i‘Ht szöggel, valamint a vektor vízszintes síkra vett vetülete és pl. az északi 
huny által alkotott szöggel.

\ következőkben a vektorok jellemzésére más módszert választunk. A 2.3-2 
h (czetben láttuk, hogy a tér tetszőleges x vektora előállítható

x = aa + /7b+ yc 3.1

ni.il ban, tehát az a, b, c nem komplanáris vektorok lineáris kombinációjaként. 
\/ z, //, y számok egyértelműen jellemzik az x vektort. Az a, b, c nem kompla- 
n n r. alapvektorok lerögzítése után tehát minden vektor egyértelműen jellemez
hető három szám segítségével.

Az a, b, c alapvektorok egy 7C koordináta-rendszert feszítenek ki. Adjuk 
mi')' ugyanis a rendszer origóját, és vegyük fel a tengelyeket az a, b, c vektorok
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Irányában. A kel kel alapvcktoi nihil I-III -./III li síkokat a t icndszci koordl- 
nálasikjaiiiuk, az a, //, y szamokat pedig i.< \ vckloi (' beli koordinátáinak 
nevezzük.

Különösen egyszerű helyzetet állítunk elő, ha alapvektorként három, páron
ként egymásra merőleges egységvektort választunk.

Megállapodás szerint tehát

e(l) = e(2, = e(3,= I,

e(1)2 = e<2)2 = e(3)2 = 1

Az egységvektorok merőlegessége miatt

e(1)e(2) = e<2)e(3,=e(3,e<1)=0.

3.2

3.3

3.4

3.1. A Kronecker-szimbólum

A 3.3, 3.4 formulákat a következő módon foglalhatjuk össze:

ha 
ha (z,Á:=l,2,3). 3.1-1

11 aszná latos az
e(í)e(i) = ö,Á (z, k=l,2, 3)

jelölés is, ahol öik a Kronecker-szimbólum, melynek definíciója:

_ í 1, ha i=k, 
,Zl |0, ha i^k.

3.1-2

3.1-3

A 1.1-3 definíció általános, nemcsak az i, k=l, 2, 3, hanem tetszőleges i, k 
ei (ekekre értelmezi a Kronecker-deltát.

3.2. Ortogonális koordináták

A szemléletből következik, hogy az e(1), e<2), e(3) vektorok nincsenek egy sík
ban I gyszerűen bizonyíthatjuk, hogy a 2.3-19 kritériumnak is eleget tesznek.

Legyen
x = ae(1) + /Se<2) + ye<3). 3.2-1

I mcl|ük négyzetre az egyenletet. A skaláris szorzásra érvényes a disztributív 
törvény, így a szorzást tagonként végezhetjük. 3.1 1 felhasználásával ez az
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X2 «>(£<!>)> | | y(C<’>)» 3.2-2

i n dményrc vezet, vagyis tetszőleges a, //, y esetén, melyre

a2 + /í2 + y2>-0,

x#0,
ii'lmi c1", j<2), e'” valóban nem egysíkú vektorok.

I< iszőlcgcs a vektort előállíthatunk tehát az e(1), e(2), e(3) vektorok lineáris 
í omblnáclójaként.

I egyen
a = a1e(l> + ű2e(2>+a3e(3>. 3.2-3

A / </|, fl2, o3 értékeket az a vektor JC koordináta-rendszerben vett koordinátái
nál-. nevezzük.

Az. ak (Á 1, 2, 3) értékeket és szemléletes jelentésüket megkapjuk, ha a 3.2-3 
egyenlőséget rendre beszorozzuk e(A)-val (k=\, 2, 3). 3.1-2 felhasználásával azt 
I upjuk, hogy

ae(fc)=afc (£=1,2,3). 3.2-4

\ / </A értékek tehát az a vektornak az egyes koordinátatengelyekre vett vetü
li level egyenlők. Az a vektort a

7í(a)=a1, a2, ű3 3.2-5

k/ihnhármas jellemzi. Az egyszerűbb írásmód kedvéért azt is írhatjuk, hogy 

űj, ű2, a3 = a.
11‘ levesszük össze a-í a-val! Az a egy számhármas, amely az iránnyal és ab- 
»*■ lm értékkel rendelkező a vektort egy koordináta-rendszerben reprezen- 
i'ill i 11 pedig egy fizikai mennyiség. 3.2-5 helyett azt is írhatjuk, hogy

^(a)=a. 3.2-6

• 1 .1/ í, vektor 7?beli reprezentációjának nevezzük.

’ ' 1 Az alapvektorok reprezentációja

l lm.110zz.uk meg az alapvektorok koordinátáit:

%<*))=©(*) (£=1,2,3),

(£=1,2,3).
Mivel

e<*>= 2 e^\ 3.2-6
/-i
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ii koordináták Jelentésének 3.2-4 érlelmrz/M' nhip|án

(M-l.2.3). 3.2-7

Kevésbé tömör formában felírva 3.2-7 azt Jelend, hogy

e(1)= 1,0,0; e(2) = 0, 1,0; e(3>=0,0, 1. 3.2-8

4. Vektorműveletek derékszögű koordináták 
segítségével

A vektorműveleteket koordináta-rendszertől függetlenül vezettük be. Defi- 
níeiók konstruálásakor ez mindig lényeges követelmény, hiszen a reprezentá
ciókat csak technikai okok miatt vezetjük be. A reprezentáció jellegzetességei
nek azonban el kell tűnniük a formulákból, ha objektív összefüggéseket írunk 
le. Ezért csak reprezentációtól független műveleti szabályok esetén nyerhetünk 
olyan matematikai apparátust, amely a természet összefüggéseinek tükrözésére 
alkalmas.

Hasznos azonban azon rövid műveleti szabályok megkeresése, amelyek se
gítségével a reprezentációtól független, adott műveletek a reprezentációk segít
ségével hajthatók végre.

A következőkben a különböző vektorműveletek reprezentációival foglalko
zunk.

4.1. Összeadás

Legyen
a + b = c 4.1-1

és
7(a) = a = ab a2, ű3, 7(b) = b = bhb2, b3, 7(c)=c = ct,c2,c3.

Tehát

3= 2 a&(k\ b— 2 ^e(Zc> és c= 2 c7</c)- 4.1-2
1 k= 1 k=l

4.1-2-t beírva 4.1-1-be kapjuk, hogy

2 (^ + We<M= 2 4.1-3
fc-1 k—\
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'I I * két oklahiiuik összehasonlításából következik, hogy

a* + b* = c* (Á- = 1,2,3), 4.1-4

gttgyls két vektor összegének (az eredő vektornak) komponenseit a megfelelő 
komponensek összege adja. A 4.1-4 formulákat az

a + b = c 4.1-5
jelöléssel foglalhatjuk össze.

-Il I és 4.1-5 tulajdonképpen ugyanazt jelenti. Mindkét formula a két vek
től összegezését fejezi ki. 4.1-1 arra utal, hogy az a és b vektorok összege hogyan 
hilb'iiózható meg a paralelogrammaszabály segítségével, 4.1-5 pedig arra, hogy 
• IW a és 3t'(b) = b reprezentációk segítségével hogyan határozható meg az 
ttH/rgvcktor reprezentációja.

4.2. Szorzás skalárral

1 ' gyen c = aa és

a= 2 ^e(Á).
/c=l

A dlszúibutivitás értelmében

3

aa= 2
k = l

vagyis a c vektor komponensei az a vektor komponenseinek a-szorosai. Ská
lánál tehát komponensenként szorzunk.

I ellát
c = aa. 4.2-1

Az Osszcadási és szorzási művelet elvégzéséből következik, hogy a

3
b = 2 av^v “ k=l ~

4.2-2

Ilin liris kombináció a JC rendszerben a

3
b = 2

Zc = 1
4.2-3

liitiiiula alapján határozható meg.
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•1.3. A skaláris s/oi/n! irpic/cntációjii

Legyen

a= 2 b 2 WA). 4.3d
A-I A l

tikkor az 1.4. fejezet értelmében a skaláris szorzat disztributivitását figyelembe 
véve:

3
ab= 2 öa^zé<Zc)®<Z)- 4.3*2

k. I

c(A) (/c=l, 2, 3) vektorok merőlegessége miatt a különböző alapvektorok 
szorzatát tartalmazó tagok eltűnnek, és így 4.3-2 az

3
ab= 2 akbk 4.3-

k=\

alakra egyszerűsödik. 4.3-3 tulajdonképpen a skalárszorzás JC koordináta- 
rendszerbeli elvégzésére ad műveleti utasítást. Bevezethetjük az

ab = ab 4.3-4

jelölést is. Itt a bal oldal a és b skalárszorzatát, a jobb oldal pedig a skalárszor
zás K rendszerbeli kiszámítási módját jelenti, vagyis

3
ab cos fi = 2 akbk- 4.3-5

k=l

Mivel az ab cos fi érték csak az a és b vektoroktól függ, a

2 akbk
k=l

élteknek — tetszőleges derékszögű koordináta-rendszert használva — azonos
nak kell lennie.

Legyenek a koordináta-rendszer alapvektorai e(l), e(2), e(3), a X koordi
náta-rendszeré pedig e(l), e(2), e(3). Az a, b vektorok mind a X mind a X 
k < >ord i náta-rendszerben előállíthatok.

1 .egyen

3 = 2 aA.e(Á,= 2 a'k&(k)A = 1 A = 1

b=2^£(A)= 2^ft(*rA = 1 A - 1
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r(ii) » </|, </„ ('(b) b />|, />_>, />,,

r'(«) r'(lj) b' ó'|, bi, //,.

mindkét koordináta-rendszerbeli reprezentációval ki-

4.3-6

h II legyen. 4.3-6 direkt bizonyítására később térünk ki.

4.4. A vektoriális szorzás elvégzése derékszögű 
koordinátákkal

.< > Határozzuk meg először egy jobbsodrású X koordináta-rendszer

e(l); e(2); e(3>

alapvektorainak vektoriális szorzatát.
\ vektoriális szorzat és az egységvektorok definíciója alapján

e<‘>Xe(2> = e(3), e(2)Xe(,)= —e(3),

e(2)Xe(3) = e(l), 4.4-1

e(3)Xe(,) = e<2), e(«)Xe(3)=-e(2).

továbbá, minthogy tetszőleges egységvektor önmagával való vektoriális 
oaznia zérus,

e^xe^M (k=l,2, 3). 4.4-2

I I I és 4.4-2 a Levi—Civita-szimbólum segítségével az

4.4-3

alakban foglalható össze, ti. a jobb oldalon legfeljebb egy tag nem zérus, mert 
ha A /., akkor 0 miatt minden tag eltűnik; amennyiben K^L, akkor 
-i u llcn tag marad meg, amelynek indexére j^K,L. Szorozzuk 4.4-3-at e(A/)- 
uit I, III segítségével az

g<M>(£<K>X £</-)) 4.4-4
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cicdmcnyie jutunk A 4,4-4 ősszel (Igpi'si dióit módon Is megkaphatjuk, lm 
figyelembe vesszük, hogy uz egységvektoiok egységnyi térfogatú kockát huttí 
roznak meg.

A vektorok koordinátás előállítása alapján 4.4-4 az clK)XeU1 vektoriállN 
szorzat K koordináta-rendszerbeli reprezentációjának yW-edik komponensét 
jelenti, léhát

(e/)Xe(ő)M=enM. 4.4-5

I)) Tetszőleges vektorok vektoriális szorzata. Legyen

axb e
és

4.4-6

a= 2 «,«<'>, b= 2 b^\ 
i \ 7=1

C = 2 C7C(A)-
A-l

4.4-7

4.4-7-et beírva 4.4-6-ba:

2 ű,e(í)X 2 b^= 2 Qe(A). 4.4-8
í=l ■ 7=1 A=l

A disztributív törvény 2.7-24 szerinti felhasználásával

3 3
axb= 2 aíö7(e(')Xe(;))= 2 c*e(A). 4.4-9

i, J— 1 k — 1

Tehát 4.4-3 fel használásával

3 3
axb= 2 Eijkait’Je{k'>= 2 Qe<A)- 4.4-10

/.y. a=i a= 1

Megszorozva az egyenleteket e(M)-mel és figyelembe véve, hogy e(AÍ)e(/t)= öMA,

í’w=(2Xb)e< ’ = 2 aib/eMíj- 4.4-11
/.7”1

Részletezve a 4.4-11 formulát, megkapjuk az axb vektoriális szorzat 5C koor
dináta rendszerbeli előállítását a tényezők komponenseivel:

C| = Ö2^3-«3^

c2=a361 —4.4-12

<?3 —í7|/?2 (hb{



4.4 I l

■ J Is jelölhetjük. (Az aláhúzás nélküli lett betű a K rendszerbeli reprezentá-
■ lói jelenti.)

I/. r. <’.v • A 4.4-12 formulák megjegyzését megkönnyíti, hogy minden 
»l>\( ■. képletben az. első három index az 1, 2, 3 számok ciklikus permutációja.

4.5. A hármas vegyes szorzat kifejezése 
koordináták segítségével.
A determináns fogalma

Az a, b, c vektorokból képzett

(a, b, c) = p 4.5-1

Imi inas vegyes szorzat értékét a vektorok őt rendszerben vett 7^(a) a, T(b) b, 
'«) c reprezentációi segítségével a skaláris szorzatra vonatkozó 4.3-5 és a 

' < I lói iális szorzatra vonatkozó 4.4-10 összefüggés alapján határozhatjuk meg.
I zek felhasználásával

3 
p = (a, b, c)= 2 ^kbnakbfi,,,. 4.5-2

A . /, m = I

I • t részletesen kiírva,

i> = a{b2c3 + a2b3c{ + a36(c2 - fl2b|C3 - a3ö2c, - a,Z>3c2. 4.5-3

A I S 3 formula megjegyzését megkönnyíti, ha a vektorok komponenseit a

41
D=\bx b2 b3 =det (a, b, c)

|c, c2 c3\
4.5-4

i in.iba rendezzük. A 4.5-4 formulával definiált mennyiséget determinánsunk 
nevezzük. A fogalmat később általánosabban is definiáljuk. A determinánsok 
jelentős szerepet játszanak az algebrában. A 4.5-4-ben szereplő det jelölés u 
determináns szó rövidítése. A 4.5-3 kifejtésből látható, hogy a hármasszorzat a 
\ > k tói komponensek pozitív és negatív előjellel vett bizonyos hármasszorzatai- 
nak összegét jelenti.

A 4.5-4 elrendezést egészítsük ki az első két oszlop ismételt leírásával
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fll ííj ill ílj í/j

4.5-5

Képezzünk a folytonos vonalak (főátlók) mentén fekvő elemekből hármas
szorzatokat, és lássuk el őket pozitív előjellel. A szaggatott vonalak (mellék
átlók) mentén fekvő elemekből képzett hármasszorzatokat pedig lássuk el ne
gatív előjellel.

Az igy nyert hattagú összeg éppen az (a, b, c) hármas vegyes szorzat értékét 
adja.

4.6. Vektor előállítása három, nem komplanáris vektorból

I egyen a, b, c három, nem egy síkba eső vektor, tehát

a(b x c) = det (a, b, c) # 0. 4.6-1

Mai megmutattuk, hogy tetszőleges A vektor előállítható az a, b, c vektorok 
lineáris kombinációjaként.

I .egyen
A = .va+j’b + zc. 4.6-2

A/ r, z szorzótényezőket a következőképpen határozhatjuk meg. Szorozzuk 
4 6 2-t bXc-vel. Minthogy

b(bxc) = c(bxc) = 0,
azt kapjuk, hogy

A(bxc)=xa(bxc). 4.6-3
I diát

(A, b, c) 
(a, b, c) ‘

Hasonló módon, ha cxa-val, ill. axb-vel szorzunk, az

III

(2, A, c)
’ ~ (a, b, eV ’

(a, b, A) 
Z (a,b,£)

4.6-4

4.6- 5

4.6- 6
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thilinónyl kap|iik 4 6 5 <16 6 bun a s/úmlálóbim szeicplö lu'umas vegyes
Hm/illőkul n szimmetria kedvéért uz

A(cXa) a(AXc)
r h

A(aXb) a(bxA)

. ....... ..aguknak megfelelően átalakítottuk.
o r, / laktorok meghatározásakor alkalmazott módszert háromismeret- 

|í in ■. egyenletrendszerek megoldására is felhasználhatjuk. A 4.6-2 egyenletet 
n !•. .leges reprezentációban felírva, azt kapjuk, hogy

aíx+b1y+clz=Al,
a2x+b2y + C2Z — A2, 4.6-7
a3x+b3y + c3z = A3.

A/ egyenletrendszer megoldását a 4.6-4, 4.6-5, 4.6-6 formulák szolgáltatják, 
n il a. a, b, c, A vektorokat a megfelelő a, b, c, A reprezentációkkal kell helyet
ti ni mink. Tehát

det (A, b, c) det (a, A, c) _ det (a, b, A)
v det (a, b, c) ’ ’ det (a, b, c) ’ " det (a, b, c)‘

\ megoldások 4.6-8 alakú determinánsokkal történő előállítását Cramer-sza- 
lt.lh ihik nevezzük. A későbbiekben látni fogjuk, hogy a módszer általánosított 
Immábim tetszőleges számú ismeretlent tartalmazó egyenletre is alkalmaz- 
liuló.

4.7. A vektoriális hármasszorzat

Vizsgáljuk meg az
aX(bxc) = d 4.7-1

iilukti hármasszorzatot. Azonnal látható, hogy 4.7-1-ben a zárójel nem felesle- 
ih , mert a vektoriális szorzás nem asszociatív művelet.

I zl abból láthatjuk, hogy 4.7-1-et a-val szorozva, az

ad = O

• n dméiiyt kapjuk, vagyis d ab és c vektorok síkjában fekszik. Az (axb)xc = d' 
• Mm viszont az a és b vektorok síkjában van. d és d' általában tehát nem is 
i/mios síkú vektorok.



Mim I .1 I / I ./<>i z.r. < >• y .1 l> » -.Ik I mil !• I • ■ I lol I il vezet, 1111.1l |iik . In •>’ y

«X(b i') /<b I )'t 4.7-2

A //és 5’ szorzótényezők a következőképpen luitiíro/luitók mcg. Állítsuk elő az 
u, b, e vektorokat az e(A) (K 1, 2, 3) ortogonális egység vek torok segítségével 
Tehát legyen

a 2 ake(k\ b= 2 b^‘\ c= 2 4.7-3
k'-' 1 /= 1 m— 1

4,7-3-at 4.7-1-be behelyettesítve és a disztributivitást felhasználva:

ax(bxc)= 2 űiÁí7[clt)x(e(Z)xe'"’i)], 4.7-4
k. I. m

vagyis tetszőleges vektorok hármasszorzata kifejezhető az alapvektorok hár- 
masszorzatával.

Vezessük be az

EjtZm=e(A)X(e(,)Xe(m)) 4.7-5

jelölést. A különböző indexű E/<;„,-ek vagy zérus értékűek, vagy egységvektorok

EÁz„, = 0, ha íl=m, 
\k^l^ m, 4.7' 6

hiszen / m esetén az e<z,Xe(m) szorzat értéke zérus, k^l^-in esetén pedig 
c</i £<■») párhuzamos e(fe)-val. Eu„, nem zérus értékei a következők:

E//„1 = e<')X(e<°Xe(m’)= 4.7-7

E„,z,„=e<m) X (e(Z) x e <"’ >) = e(Z). 4.7-K

Az összes lehetséges eseteket az

E^e^-e^, 4.7-9

formulával foglalhatjuk össze. Ennek felhasználásával 4.7-4 az

ax(bxc)= 2 «Acm(e(%m-e("%,) 4.7-10
k, l, tn

alakban írható fel. Minthogy

2 akc„fikm= 2 =
A. I

ab.
A, /
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n/t I iip|iik, hogy

I IiimodIó módon
a-(b<£) b(lK) v(«b).

(axb)xc b(ac) a(bc).

4.7- 11

4.7- 12

\ I / 11 és 4.7-12 formulákat a vcktoriális hármasszorzat kifejtési szabályának 
nevezzük.

A I 7-11 és 4.7-12 formulák megjegyzését megkönnyíti, ha a következő sza- 
./ei int járunk el. Kezdjük a felírást a középső tényezővel. Ezt szorozzuk a 

másik kél tényező skalárszorzatával. A negatív tagot úgy kapjuk, hogy a záró
id ben levő másik tényezőt szorozzuk a megmaradó két tényező skalárszorza- 
i >■ ni. A fenti szabályok a gyakorlati felhasználás szempontjából nagyon fonto
suk. ezért célszerű megjegyezni őket.

4.8. Vektorok négyesszorzatai

Az alkalmazások során gyakran találkozunk a következő típusú négyesszor- 
/nlokkal

ti) (aXb)X(cXd) = E. 4.8-1

A I S I típusú négyesszorzatot a következőképpen fejthetjük ki. Vezessük be
MA

A = axb 4.8-2
lelolést. Ezzel

E = (a X b) X (c X d) = A X (c X d) = c(Ad) - d(Ac). 4.8-3

I K I ba visszaírva 4.8-2-t:

E = ((axb)d)c-((axb)c)d = (a, b, d)c- (a, b, cjd. 4.8-4

I lasonló módon a
B = cXd

h lóles bevezetésével az

E = (axb)xB = b(aB)-a(bB) = b(a, c, d)-a(b, c, d) 4.8-5

< ledményt kapjuk.
léhát

(axb)x(cxd) = -a(b, c, d) + b(a, c, d)= -d(a, b, c) + c(a, b, d). 4.8-6

/>) A négyesszorzatok másik fontos típusa az

/i = (axb)(cxd) 4.8-7
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tlpilNl'l s/oi/nt. 4.8 7 ii vegyes s/oi/nt

(d, (li b). v|
átalakításával és a 4.7-12 kifejtési telel segítségévéi nz

/í=(ac)(bd) (ad)(bc) 
alakban is felírható.

4.X. I Rcciprok vektorok

A négyesszorzat egy fontos alkalmazása a következő. Legyen a, b, c három 
adott, nem komplanáris vektor, tehát

(a, b, c) = p#0. 4.8-10

Alkossunk belőlük páronként vektoriális szorzatokat, és osszuk ezeket a-vel.
Legyen tehát

A=j(bxc),

B=-(cXa), 4.8-11

C = -(axb).— v

így definiált A, B, C vektorok rendre merőlegesek a b, c; c, a és a, b vektorok 
síkjára.

A 4.8-6 szabály szerint

AxB=i[(bxe)x(cxa)] = ^2 [-b(c, c, a) + c(b, c, a)].

Minthogy
(c, £, a) = 0 és (b, c, a) = v,

azt kapjuk, hogy

AxB = -c.— - v ~

Megszorozva ezt az összefüggést

(aXb)=Ca-vel,

(A, B, C)p=(aXb)c I.

4.8-8
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11 Ill'll

(A. 11. G) ' K 4.8-12

11 nmilo módon kapjuk, hogy

BxC = í'|a cs CxA = -b.

I|!V 4.8 10, 11, 12-ből azt kapjuk, hogy

a = y(BxC),

b = y(CxA), 4.8-13

c = y(AxB),

llllol
(A, B,C)=r

1:13 a 4.8-10 és 4.8-11 megfordítása. A két összefüggés szimmetriája miatt 
ii. A, B, C vektorokat az a, b, c vektorok reciprok rendszerének nevezzük. 
A szimmetria folytán látható, hogy az

a, b, c pedig az A, B, C

■ I torok reciprok rendszerét alkotja. E megfordíthatóság indokolja a reciprok 
• Incvezést. Az elnevezés eredete még jobban kitűnik ortogonális a, b, c vektor- 
lim inas esetén. Ekkor ugyanis 4.8-11-ből |A| = ^, IB| = |, |C| = - .

5. Analitikus geometria

5.1. A helyzetvektor és a görbe egyenletének fogalma

Az eddig kifejtett vektorformalizmus alkalmas különböző geometriai prob- 
h mák egyszerű tárgyalására. A tér pontjainak helyzetét jellemezhetjük a tér 
cgv kiválasztott pontjából a kérdéses P pontokhoz vezető r vektorok segítsé
gével I izeket a vektorokat helyzetvektoroknak vagy helyvektoroknak nevezzük.

45



\/ eddigiekben u vektől okkal veg/i II tnlls 11< lel< cselen csak a vektorok nagy- 
Niíga és iránya volt fontos számunkul A li< l\ vek lmok esetén .1 lei pontjai csuk 
tikkor lellcme/lielők egyértelműen, lm 11/ egyes helyvektorokul mindig ugyan 
abból a pontból mérjük fel. A helyvektorokul ilven t'rielemben „kötött vektorok 
mik" nevezzük. Vektorok segítségével görbéket, illetve felületeket jellemezhe
tünk, ha megfelelő módon megadjuk azokat a helyzetvektorokat, amelyek az 
alakzat pontjait meghatározzák. Egy görbét tehát megadhatunk mint azon 
pontok halmazát, amelyek helyzetvektorai

r = r(p) 5.1-1

alakban állíthatók elő, ahol p egy független paraméter. A paraméter számérté
kének megfelelően kapjuk a görbe pontjait. így tehát az

Ii=l(M I2 = r(p2) stb.

egy görbe pontjainak helyzetvektorai a

P=PoP2, ■ ■ ■
paraméterértékeknek megfelelően.

Kényelmi okokból r(p)-t futóvektornak nevezzük. A futóvektor tehát nem 
egyetlen vektort jelent, hanem p változásakor „végigfut” a görbe összes pont
jain.

leliiletet két paraméter segítségével határozhatunk meg. Egy felület pontjai 
eleget tesznek egy

r = r(p, <7) 5.1-2
összefüggésnek, ahol

r a felület futópontjainak helyzetvektora. így a felület pontjai a fenti képlet
ből a p és q paraméterértékek segítségével számíthatók, azaz

Iii = r(p„ í.),rl2 = r(pl, q2), rkl=r(pk, Qi)
11 felület pontjai, ahol

P=Pi,Pi, ...,pk,...
Q ^71? • • •> Qb • • *

adott paraméterértékek.
A fenti módszert a görbék és felületek parametrikus előállításának nevezzük. 

Az 5.1-1, illetve 5.1-2 egyenletek koordinátareprezentációiból egyes esetekben 
a paraméterek eliminálhatók. Az

F(r) = 0 5.1-3

alakú összefüggést a felület implicit egyenletének nevezzük. Itt F valamilyen 
vektorfüggvény. A felületet azok a helyzetvektorok alkotják, amelyek 5.1-3-at 
kielégítik.
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Vegyük észie. hogy II h'llllclel és ii göibrt 11,u .nuclei <s irpozenliii lója kó 
/nil i'isszelügyes nil lenn.

’• I lelületet határoz meg Azonban, lm az egyik paramétert rögzítjük, ak 
hor

r, r(/>!,</) 5.1-4

hus/efüggés />, ailott értéke mellett 5.1-1 szerint egy görbét határoz meg. Ez a 
ginbe az 5.1-2 felületen fekszik. így különböző rögzített p=P\, Pi, ■ ■ ■ értékeket 
lielyi llesitve 5.1-2-bc, a felületen egy görbesereget kapunk. Hasonló módon 
i másik görbesereghez jutunk, ha a második paraméter értékét rögzítjük, az 
íhnl pedig független paraméternek tekintjük. így az

r=r(qk,p) (k=\, 2, 3, ...) 5.1-5

göibéket kapjuk. Ezek a görbék metszik az 5.1-4 görbéket. Az 5.1-4 és 5.1-5 
giabcseregek hálózatot képeznek az 5.1-2 felületen — és ezek segítségével egy 
I. Ilik ti koordináta-rendszerhez juthatunk. Erre a kérdésre a későbbiekben még 
t hazatérünk. A következőkben egyes görbéket és felületeket vektorkifejezések- 
k< l jcllemziink.

5 II. Az egyenes egyenlete

így egyenest egyértelműen meghatározhatunk például egy pontjával és az 
liiinyával. Legyen a egy egyenes valamely pontjának helyvektora,’a K vektor 
pedig legyen párhuzamos az egyenessel.

Az 5./. ábra alapján látható, hogy az egyenes tetszőleges pontjához eljutha 
inuk, ha az a helyvektoré pontból a K vektor irányában haladunk.

Képletben kifejezve:

r = a + pK.

•> I 6-ot az egyenes paraméteres egyenletének nevez
zük A formulában p egy paraméter, amely — «>-től 

i ig minden értéket felvehet, r pedig az egyenes 
lutóvcktora. Amennyiben p összes lehetséges értékein 
\ í gigfutunk, r az egyenes összes pontjait megadja.

Az. egyenes egyenletét paraméter nélkül is kifejez- 
lu t|ük. Állítsuk elő ugyanis a K vektort

K = LxM 5.1

5.1-6

alakban. Itt L és M a K vektor egyenesére merőleges síkba cső vektorok. 5.1-7- 
böl következik, hogy

KE KM=0,
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5.1-10

5.1-12

5.1-13

tchilt 5.1 hol I. lel. Illetve 1X1 mel •</<h<>/\u u.l kupink, hogy

rL-a, é* iM l'> 5.1-H
ahol

a = aL, és /! aiyi. 5.1-9

Mivel az 5.1-8 cgyenletpárt az egyenes pontjai és csak az egyenes pontjai 
elégítik ki, 5.1-8-at is az egyenes egyenletének tekinthetjük. Ezt a formát az 
egyenes implicit egyenletének nevezzük.

Legyen
3Xr) = r = *i> x2, x3, X(L) = L=L1, L2,L3,

X(M)=M = M1,M2, m3
az r, L és M vektorok JC koordináta-rendszerben vett reprezentációja.

Az 5.1-10 reprezentáció segítségével 5.1-11 az

+L2x2 + L3x3 — al 
Mxx{ + M2x2 + M3x3 = 0 J

alakban írható fel. Az Z, és Mj (i= 1, 2, 3) értékek között fennáll az

|K|xO-t
kifejező

(L2M3 - L3M2y + (L3M}-L{M3y + > 0

összefüggés.
Az 5.1-12 egyenletek az egyenes 5.1-8 implicit egyenletének JC rendszerbeli 

reprezentációját jelentik.
5.1-12 egyenletrendszerből kifejezhetjük xt-et és x2-t x3 segítségével. Ekkor 

az egyenes egyenletének explicit alakjához jutunk.

5.1.2. A sík egyenlete

A sík egyenletének meghatározásához vegyük figyelembe, hogy két megfe
lelően választott vektor lineáris kombinációjaként egy sík minden pontja meg
határozható:

1 .egyen a a kérdéses <£ sík tetszőleges pontjának helyvektora, L és M pedig 
két vektor, melyek síkja párhuzamos az S síkkal, és amelyekre

KLxMO 5.1-14

Ekkor a sík tetszőleges pontjának helyvektora előállítható az
r = a + /zL-H/M

18

5.1-15



iilul-him, almi ;i /> és </ pmmnéleiek ei
léke és | között minden értéket
lelvehet (5.2. ábra).

\/ 5.1 15 egyenletet a sík 
i< egyenletének nevezzük.

’• I 15 egyenletet K-val 
i/oroz.va, a

Kr = «,
•ilml

a = Ka.

A K vektort — mivel K merőleges az £ síkra — a sík normálvektorának ne- 
v< //.ük. 5.1-16 a sík implicit egyenlete.

Az.
r = ^(r), K=^(K)

I omdinátareprezentáció segítségével a sík implicit egyenlete a

. . K,x, + K2x2 + K3x3 = a., 5.1-18

Kf+ K$+ K2>0

■linkhan is felírható.
Amennyiben /é3#0, az 5.1-18 egyenletből kifejezhető x3, és a sík egyenleté

nek

= 5.1.19

< solicit alakjához jutunk.
Bevezetve a

A = -j^ 5.1-20

|« Intéseket, a sík explicit egyenlete az

x3 = Axt + Bx2+ C 5.1-21
lm mára hozható.

\ Aj - 0 feltétel csak annyit jelent, hogy a vizsgált sík nem tartalmazza az 
<, tengelyt. Az utóbbi esetben 5.1-21 helyett azt kapjuk, hogy

Ktx{ + K2x2 a, x, tetszőleges. 5.1-22

* i ' M5/|, VcktonMiiinitik 49



5.2. A sík iiiinlilikin proliiéit iája

Az eddigiekben az alakzatok egyenkiít a térben írtuk le. Igen gyakran elő 
fordul azonban, hogy vizsgálatainkat elegendő egyetlen síkra korlátoznunk

Ilyen esetekben célszerű olyan koordináta rendszert választanunk, amelynek 
X|, x2 koordinátasíkja egybeesik a kérdéses síkkal, valamint L.és M vektorok 
ként célszerű e(1) és e(2)-t használni. Ekkor K-C”-

E sik vektorai előállíthatok az

r = x1e(1) + x2e(2) 5.2-1
formában.

5.2.1. Az egyenes egyenlete

A síkban fekvő, a sík a helyvektorú pontján átmenő és a K vektorral párlui 
zamos egyenesének egyenletét 5.1-1 szerint az

r=a+pK 5.2-2

alakban írhatjuk fel. L vektorként e(3)-at választva, az M = n vektor az x,, \, 
síkba eső és az 5.2-2 egyenesre merőleges vektor.

Az egyenes 5.1-3 implicit egyenlete ekkor

nr = na 5.2-3

alakot ölt. (Csak egy egyenletet kapunk, mert L = e(3) merőleges a-ra is.) Az n 
vektort az egyenes normálvektorának nevezzük.

A
5f(n) = n = n„ n2; 5f(a) = a = a1, a2 és X(r)=r=r1, r2 5.2-4 

reprezentációban az 5.2-3 egyenlet az

nr = na

formát ölti. Ezt az egyenletet koordinátás alakban kifejtve:

n1x1 + n2x2=n1a1-|-M2a2. 5.2-5

A harmadik koordináta mindenütt zérus, ezért mindenütt elhagytuk.
5.2-5-ből egyszerűen meghatározhatjuk az. egyenes egyenletének explicit alak 

ját, ha h2/(). 5.2-5-ből x2-t kifejezve, az.
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llpl, I /!,</ 
Hl

|n| IlllillOZ |llt (Ilik . A

ni és

|i lolcsckkcl éppen az egyenes ismert

x2 = mxt + b 5.2-6

li linytényczős alakját kapjuk.
Abban az esetben, ha m, b^Q, akkor 6-vel osztva, 5.2-6-ot az

—+—=l

Pi Pi
5.2-7

alakban is felírhatjuk, ahol
6 ,
^=b-

'■ 7-et az egyenes tengelymetszetes egyenletének nevezzük, mert p, és p2 az 
i l!\viies által a tengelyekből kimetszett szakaszok hossza.

5 A kör egyenlete

I gyszerűen felírhatjuk az xb x2 síkban fekvő a középpontú kör egyenletét is. 
\ ' <. dóra alapján ugyanis

(l~a)2 = R2, 5.2-8

almi r a futópont helyvektora, R pedig a kör sugara. A 3^(r) = r = xb x2\
1 in) a ah a2 koordinátareprezentációban az egyenlet koordinátás kifejtése

I /

(Xi-<71)2 + (x2-«2)2= R2 5.2-9

alakot ölti. 5.2-9-ről leolvasható, hogy az 
középpontú (a = 0) kör egyenlete

5.3. ilbrnil il ii
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5..’. í. A/ ellipszis és hiperbola cgy< nli h
A/ (llip'./i'. azon pontok mértani helye, 

amelyek kel ponttól a fókuszpontok 
tói vett m, i> távolságainak összege dl 
landó. Jelöljük ezt az állandót 2</-val 
Ekkor az ellipszis pontjaira (5.4. ábra)

u+v = 2a. 5.2-10

A hiperbola azon pontok mértani helye, 
amelyek két ponttól vett u, v távolságai 
különbségének abszolút értéke állandó. 
Tehát a hiperbola pontjaira

|m —p| = 2a. 5.2-11

Az 5.2-10 és 5.2-11 összefüggések az ellipszis és hiperbola futópontjával (r) és a 
fókuszok fj ésf2 helyvektoraival is kifejezhetők, hiszen

w=|r—fj, v — |r— f2|. 5.2-12

A kétfajta görbe 5.2-10 és 5.2-11 egyenleteit egyetlen egyenletté egyesíthetjük:

±h±p = 2ű. 5.2-13

5.2-13 a következő négy egyenletet adja egyszerre:

2a-u- a = Q (a),
2a-u + i> = 0 (b),
2a + u -i> = 0 (c), 5.2-14
2a + u+p = 0 (d).

Ha egy r helyvektor az 5.2-14 egyenletek bármelyikét kielégíti, akkor r a 
lenti kúpszeletek valamely pontja lehet.

Megállapíthatjuk, hogy az 5.2-14 (d) egyenlet semmiképpen sem elégíthető 
ki, ezt az. egyenletet csak szimmetriaokokból írtuk fel.

Amennyiben

ikkor csak 5.2-14 (a) teljesülhet. Ez pedig egy ellipszis pontjaihoz vezet. Ha

2a<|f1-f2|,

akkor csak 5.2-14 (b) és (c) teljesülhet. E két egyenlet egy hiperbola két ágát 
határozza meg.

Az 5.2-14 (a) (d) egyenletek egyetlen egyenletté foghatók össze, ha össze
szorozzuk őket. Ha m, p 5.2-14 egyik egyenletének megoldása, akkor
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(2a u p)(2a ii I /•)(.’</ I a I ii I /’) 0. 5.2-15
\ r> szoizat szí i nmeit ikus eiedniényn vezet. ha az első és negyedik, vala

mint .1 második és harmadik tényezőt összeszorozzuk. A szorzás eredménye
ként a

(4a2 (w + p)2)(4a2 (ti p)2)=0,
lll> Ive a

(4a2 u2 —v2 — 2ui>)(4a2 — u2—v2+2wp)—0

• tcdtnényhez jutunk. Ebből

(4a2 — w2 — p2)2 — 4u2p2 = 0. 5.2-16

■■ ’ l(> az w, p közötti összefüggést kényelmes formában adja, minthogy racio- 
mihs kifejezésre vezet. Használjunk olyan koordináta-rendszert, amelyben

Á = o,+/,
ti Imi a gyújtópontok az Xj tengelyen az origótól szimmetrikusan balra és jobbra 
helyezkednek el. Ebben a reprezentációban 5.2-12 így írható (5.5. ábra):

a2=(x1+/)2+^,

y2 = Ul-/)2+^2,
ti Iliit

u2 + p2—2xi + 2xj + 2f2
u2v2=(x(+xl+f2)2-4f2x1i 

I ■</<•! int 5.2-16 a

(4a2 - 2x?- 2x22 - 2/2)2 - 4(x?+ x; +/2)2 + 16/2x2=0

alakot ölti.
kivégezve a négyzetre emelést és rendezve az egyenletet, az

(a2 —f2)^ + a2xf = a2(a2 — f2)

5.2-17

5.2-18

lm nullához jutunk.

Amennyiben a2—/2#0,

. xj 
a2 a2-/2

■i .’ 19 az ellipszis és hiperbola közös egyenlete. 
Más formát kapunk, ha az.

5.2-19

5.5. ábra
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!«• /’I-
Jelölést vezetjük be.

Ekkor ii/. elllpN/lN cselében, ahol /'- a, azt klipjük, hogy

5.2-20

Hiperbola esetén pedig

±1 _^2__ 1
a2 b2 5.2-21

Az. a=f esetben 5.2-18 szerint
■x2 = 0.

Tehát az ellipszis, illetve hiperbola egyenessé fajul el. Az egyenes a gyújtó
pontokon halad át'. Az FtF2 szakaszt elfajult ellipszisnek, az egyenes FtF2 
szakaszon kívüli részeit az elfajult hiperbola két ágának tekinthetjük.

5.2-20-at  és 5.2-21-et az ellipszis, illetve hiperbola kanonikus egyenletének 
nevezzük.

5.2.4. A parabola egyenlete

Befejezésül a parabola egyenletét határozzuk meg. Parabolának azon pon
tok mértani helyét nevezzük, amelyek egy rögzített ponttól és egy rá nem illesz
kedő egyenestől azonos távolságban vannak.

Az egyenest a parabola vezéregyenesének, a pontot a parabola fókuszának 
nevezzük.

A parabola egyenletét koordinátareprezentációban írjuk fel. Vegyünk fel 
egy derékszögű koordináta-rendszert úgy, hogy az x, tengely legyen merőleges

a parabola vezéregyenesére és menjen át a fókuszponton, 
az origó pedig felezze a vezéregyenes és a fókuszpont tá
volságát (5.6. ábra).

A fókuszpont koordinátáit jelöljük , 0-val. Ebben az 

esetben az origó triviálisan a parabola pontja. Az ábra 
alapján |r| = f, tehát p2 = t2, vagyis

5.2-1 9-ben a kijelölt műveleteket elvégezve és rendezve, 
a parabola
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?/»'i 5.2-20

kanonikus egyenletéhez Intünk.

5.3. Síkbeli polárkoordináták

Síkgörbék ábrázolásakor egyes esetekben hasznos, ha a helyzetvektort nem 
ii/ V|, x2 koordinátákkal, hanem az origótól mért

r=yxj+x22
+

távolsággal, valamint az r vektor és az xt tengely közötti <p szöggel jellemezzük.1 

így tehát
xt=r cos <p,
x2 = rsin<p; 5.3-1

i cl és </-t az r vektor polárkoordinátáinak nevezzük (5.7. ábra). 
Azt is írhatjuk, hogy

^P(l) = ^ ?>•

A </ szöget az egyértelműség biztosítása céljából 
ii 0 2n tartományra korlátozhatnánk. Célszerűbb 
azonban tetszőleges <p értéket megengedni, s ez 
esetben cp + 2n, <p + 4n, ..., cp + 2kn értékek ugyan
azt a vektort jellemzik.

Az 5.3-1 formulák megfordításával az

. x2<p = arc cos — -=arc sin---- —
j(x2 + x22 ](x2 + x22

5.3-3

képletek adódnak.
5.3-3  esetén azért szükséges a látszólag dupla meghatározás, mert az arc sin 

és arc cos függvények a 0-2% tartományban több értékűek, egyértelmű meg
határozást csak együttes felhasználásukkal érhetünk el.

A továbbiakban meghatározzuk néhány síkbeli alakzat polárkoordinátás 
egyenletét.

1 A gyökjel alatt elhelyezett + jel arra utal, hogy a négyzetgyök pozitív értékét kell venni.
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5 ' I A/, egyénei poll’ll koonllllihír. rpyrnlrtr

A/ egyenes 5.2-/ llánylényezős .il.il |.ii ,i,- ni |g > Összefüggés figyelembe 
vételével út rendezhetJük tíz

X2 cos a X) sin a c 5.3-4

alakra, ahol c bcos a állandó mennyiség.
X| és x2 helyére beírva 5.3-1 kifejezéseket, az. egyenes egyenlete az

rsin(g> — a) = c 5.3-5
alakot ölti. Ha

sin (<g —a)#0,
tehát

<p a, 7t + a,

akkor oszthatunk sin (y-a)val is, így az

---- v 5.3-6 sin (<jP —a)

képletet kapjuk. Az 5.3-6 egyenlet olyan görbét ad, amely nem az origón megy 
keresztül. Az origón áthaladó görbék esetében 5.3-5-re kell visszatérni. Ha 
<• 0-t helyettesítünk be, azt kapjuk, hogy

r sin (<p —a) = 0, 5.3-7
tehát ha r/0, akkor

sin (7 — a) = 0.

I kkor r tetszőleges,<p = a, n + a így 5.3-7 az origón áthaladó egyenes két fél
egyenesét adja.

5.3.2. Az ellipszis, hiperbola és parabola polárkoordinátás egyenlete

Az ellipszis és hiperbola közös egyenletét az 5.2-13 egyenletek segítségével

±m±p = 2í7 5.3-8

alakban írhatjuk fel. Ha valamelyik gyújtópontot vesszük origónak, és az x, 
tengely a fókuszokat összekötő egyenes, akkor (5.8., 5.9. ábra)

u=r, d=^r2+4f2 — 4fr cos<p. 5.3-9

5. t 8-ból következik, hogy

i>2 = (2a^u)2,
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I> Ilíll * ' ') •.epilMgi'Vcl

r' I 4/■' 4/r con </■ r1 I 4<d 

vugylt

zZL 
:l a —/cos 7' ’

Megjegyezzük, hogy 5.3-10 csak olyan <p érté- 
i H ic határoz meg pontokat, ahol 0-nak adó- 
<lil Irhát, ha a -J\ csak a + jel ad pontokat, 
é'i pedig

a2- f2r —7-------- ^0 minden cp-re. 5.3-11a j cos t<

I az ellipszis egyenlete. 5.3-11-ből következik, 
h"gy f5.<?. ábra)

III

ha t> = 0,

Irhát r az a-f és a+f értékek között ingadozik.
Az aesetekre (5.9. ábra)

a2-f2
± a —f cos t> >0, 5.3-12

ebben a tartományban a rádiuszvektor a hiperbola mindkét ágát metszi — és

5.3-13

i bbcn a tartományban a rádiuszvektor a hiperbolának csak egyik ágát metszi.
I /eket az egyenleteket gyakran felhasználjuk például a csillagászatban. Az. 

■ Ili kifejezés adja ugyanis egy bolygó pályáját a Naptól való távolság és az. 
u/iinut függvényeként.

Szokásos még az 5.3-11, 5.3-12 és 5.3-13 egyenletek számlálóját és nevezőjét 
a val végigosztani, valamint a

b2=\a2-f^ , J1 és e=í
a a
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|elölósrkc( hcvc/rtnl (/> l ii pöl he pm aiin‘11 n‘n« I <• i pedig ninnci ikus ck< cnliI• 
vitásnak IICVC/ZÜk.)

A lenti jelölésekkel az ellipszis egyenlete

n hiperboláé pedig

r=

l>
I ecosi/1’

P
± 1 — e cos <p

5.3 14

5.3-15

r

;i lak ti.

5.10. ábra

Az 5.10. ábra és a parabola definíciójának felhasz 
nálásával, koordináta-rendszerünk origóját ismét u 
fókuszpontba helyezve, a parabola egyenlete az

" r—p+r cos rp 5.3-16

alakban írható fel. Kifejezve r-et:

1 — cos g>
Látható tehát, hogy a három görbe egyenlete egyön
tetűen az

± 1 — e cos <p
Formában írható — ahol a nevezőben szereplő kettős előjel csak a hiperbola 
.•setén érvényes —, amikor is

e

ellipszis, ha >0, <1,
hiperbola, ha <0, >1,
parabola, ha >0, = 1.

Megjegyezzük még, hogy 5.3-14 /=0 esetén triviálisan egy origó középpontú 
o>i egyenlete.

5.4. Három sík közös pontjának meghatározása

I egyen a három sík egyenlete

K,r = ab
K2r = a2,
K3r = aj.

5.4-1

SH



►. i H-v.lík ii/l 11/ r„ hclyvcktoi u pontot, nmrly mindhárom síkon rajta van, 
leluit amely mindhárom egyenletei kielégíti.

Amennyiben a K,. K;, nem komplanáiIsak, akkor 4.8-11-nek megfelelően 
(Irlinldlhatjuk a

k/ = ^mn = (K,nxK„)/r

ici Iprok vektorokat, ahol
K=Ki(K2xK3).

Minthogy
K7k/=öyz,

látjuk, hogy az
Io = aiki + a2k2-|-a3k3 5.4-2

vektor 5.4-1 megoldása.
Abban az esetben, ha a három K, normálvektor egy síkba esik, akkor a fenti 

módszer nem alkalmazható, és a három síknak vagy nincs közös pontja, vagy 
<gy egyenesben metszik egymást, illetve mindhárom sík egybeesik.

5.5. Sík és egyenes metszéspontja

Legyen
r = a+pK + ^L 5.5-1

egy sík,
r = b —sM 5.5-2

pedig egy egyenes paraméteres egyenlete. (A negatív előjelet a későbbi egysze- 
líibb jelölések kedvéért vezettük be.) A két alakzat közös pontja eleget tesz 
iiz

Illetve
a+pK + <7L = b-$M, 5.5-3

pK + <7L + sM = b-a 5.5-4
egyenletnek.

Amennyiben K, L, M nem egy síkba esnek, ismét bevezethetjük a k, 1, m 
icciprok vektorokat, és így

P=(b-a)k; <7 = (b-a)l; s=(b-a)m. 5.5-5
Amennyiben a

det (K, L, M)#0

leltétel nem teljesül, az egyenesnek és a síknak vagy nincs egyetlen közös pontja 
vein, vagy a teljes egyenes a síkban fekszik.
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5,6. réiclcnu I lAvohrtgli

A következőkben néhány eddig fáigyidt nhik/iil távolságának iimilltlkuN 
meghatározásúval foglalkozunk.

5.6.1. Két pont távolsága

Két pont távolsága a
d= |r2—rí |

formulával adható meg. Koordinátás felbontásban

^(r2) = r2 = xl, x2, x3; ^(rl)=r1=y1, y2, y3;

d= f(x1-yi)2 + (x2-y2)2+(x3-y3)2. 
+

5.6-1

5.6-2

5.6.2. Két párhuzamos sík távolsága

Legyen a két, ő, és ő2 sík egyenlete

és
<?i: £=§+/’K + ^L

S2‘ £=b+^K-l-^L.

5.6- 3

5.6- 4

Mivel az 5.6-3-ban és 5.6-4-ben szereplő K, L azonos, a két sík párhuzamos
egymással. A két sík távolságát a két síkra merőleges egyenesnek a síkok közé
cső szakasza adja meg.

Konstruáljunk egy pa- 
ralelepipedont, amelynek 
oldalai b-a, K, L (5.11. 
ábra).

Az 5.11. ábráról leol
vasható, hogy ezen para- 
lelepipedon a két sík közé 
simul.

A paralelepipedon tér
fogatát a 2.7. fejezet alap
ján a

K= |(b-a,K,L)|

5.6-5
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i IKxLl,
«;,i Iliivel

K /' m,
ii kél sík távolsága az

l(b-a, K, L)|
m =--- TtT—in------|KxL| 5.6-6

lm nullával határozható meg.

5.6.3. Kitérő egyenesek távolsága

I .egyen a két 5, és s2 kitérő egyenes egyenlete

ső J.= a+/’K, 5.6-7

s2'- I=b + ^L, 5.6-8

és tegyük fel, hogy KxL = M#0, tehát az egyenesek nem párhuzamosak. 
A két egyenes tetszés szerinti P és Q pontját összekötő vektor

^2=l(^)-l(2) = a--b + p0K-í70L 5.6-9

(/>(, és qü jelöli a két egyenes P és Q pontjához tartozó paraméterértéket).
A kitérő egyenesek távolsága definíció szerint a két egyenes által a mindket

tőre merőleges egyenesből kivágott szakasz hosszával egyenlő. (Kimutatható, 
hogy a két kitérő egyenes pontjait összekötő szakaszok között ez a legrövidebb.)

Szükségünk van tehát arra a PQ vektorra, amely mindkét egyenesre merő
leges. Ez a szakasz párhuzamos a KxL vektorral, vagyis

P2=l(P)-r(0)=S(KxL), 5.6-10
ahol S egyelőre ismeretlen arányossági tényező. Beírva ezt az 5.6-9 egyenletbe,
ti z

S’(KxL):=a-b + p0K + í?0L 5.6-11

egyeneshez jutunk, amely az S, p0, q0 ismeretlenekre megoldható. Szorozzuk 
be 5.6-11-et KxL-lel skalárisán, és fejezzük ki S-et

l((a-b), K, L)|
I(KXL)|2 •
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A kilílő rgyciHSck </ llívulsiigiil (U *>(h L> vrklol hIwoIÚI élléke 
lehal

d l((ii b). h. L)l 
IK ■ LI

5.6 I,’

Vizsgáljuk mcg most a lentiek geometriai jelen 
tését (5.12. ábra). Vegyük fel az első egyenes a és 
a második egyenes b pontjában az L, ill. K vekto
rokat.

Ezek a vektorok két egymással párhuzamos síkot 
feszítenek ki, amelyek tartalmazzák a kitérő egyene
seket. Mivel mindkét sík merőleges a KxL vektor
ra, nyilvánvaló, hogy a kitérő egyenesek távolsága 
megegyezik a két sík távolságával. A két sík távol
sága pedig 5.6-6 alapján

l((a-b), K, L)|
|KxL|

ami megegyezik előző eredményünkkel.

5.6.4. Pont és sík távolsága

Pont és sík távolsága definíció szerint a pontból a síkra bocsátott merőleges 
szakasz hossza. Legyen a P pont helyvektora a, az A sík egyenlete pedig

£—b+pK + ^L.

l ek tessünk az a helyvektorú P ponton keresztül az A síkkal párhuzamos síkot. 
Az Így kapott A’ sík egyenlete

r = a+pK + ^L.

A két sík távolsága megegyezik a pont és a sík távolságával, tehát a távolság a

|((a-b), K, L)|
|KxL| 5.6-13

formulával fejezhető ki.

62

I



*> 6 5 l’iiiil és egyenes lávolkúgn

r b I />K.

Amennyiben a /’ pont nincs az. egyenesen, akkor 
ii.- egyenes és a pont egy síkot határoz meg. 
Miiül a K, mind pedig az a b vektor benne van 
ebben a síkban, tehát a sík egyenlete felírható az 

r b + pK + <7(a-b) 5.6-14

ulakban. A pont és egyenes távolságát a pontból 
ii/ egyenesre bocsátott merőleges szakasz hossza 
ud|a meg. Az 5.75. ábra alapján

d= |a —b | sin

ahol /> a K és a —b vektorok által bezárt szög.

5 6.6. Alkalmazások

Vizsgáljunk egy, az origó körül szabadon elforgatható merev testet, amelyre 
n/ r„ helyvektorú P pontban egy F erő hat.

Az F erő forgatónyomatéka az origóra vonatkozóan definíció szerint

M = roxF. 5.6-15

lln a test nem forgatható szabadon, hanem csak egy az origón átmenő k egy- 
■ i gvcktorral meghatározott irányú tengely körül forgatható el, akkor a tengely
ié ható nyomatékAÍ* = kM-k(roxF) = (k,ro,F). 5.6-16

I la az erőt hatásvonala mentén eltoljuk, ak
kor r0 helyett az r = r0 + ^F 5.6-17

helyvektorral kell számolnunk (5.14. ábra).
Amennyiben a nyomatékot nem az origóra, 

hanem a tengely más pontjára számítjuk, akkor 
az erő támadáspontja és a forgási centrum kö
zötti vektor l'=Io + í/F + /)k. 5.6-18
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Itl /> <'N </ kellék- eltolási )ellem/<> painm>‘l< i Az eltol! elölll k 11/ eltolt loip.r.l 
centrumul Itató nyomalcka(k, r', f) (k. (rn I />k l </!■1. 1').

A disztributív törvény felhasználásával adódik, hogy

(lo, L E)=(t, K, E),

5.6 19
5.6-20

vagyis a nyomaték nem változik, ha az erőt hatásvonala, ill. a forgáspontot a 
tengely mentén tetszőlegesen eltoljuk.

Végül egy kinematikai példát említünk a vektoriális szorzat gyakorlati alkal
mazásúra.

f orogjon egy merev test egy k egységvektor irányába mutató tengely körül 
<» szögsebességgel.

A forgást jellemezhetjük az

to = tok 5.6-21

szögsebességvektorral is. (A vektor iránya a for
gási tengely irányát, nagysága pedig a szögsebes
séget adja meg.)

Ha a tengely az origón megy keresztül, akkor 
az r koordinátavektorral jellemzett pont sebessé
gét a

Y = toxr
formula adja meg (5.15. ábra).

5.6-22

6. Gömbi geometria

A kétdimenziós euklideszi geometria a síkfelületeken elhelyezkedő idomok 
tulajdonságaival foglalkozik. Az egyszerűbb alakzatokat ekkor pontok és egye
nesek határolják. Felvetődik a kérdés, hogyan általánosíthatók az euklideszi 
geometria eljárásai görbült felületeken elhelyezkedő idomok tulajdonságainak 
vizsgálatára.

A probléma a földméréssel kapcsolatban merült fel, ugyanis a közel gömb 
alakú földön clhelyezkedő idomok méretei közötti pontos összefüggések meg
állapításakor már nem mindig elegendő a Föld felszínének síkkal történő kö-
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,' Illi j l< li nil i zil i .■ i piiililcm.i i . ill I. i ■ iiL hí r. Az i fiú ',ii l> látH/ólagoN
i.iMi|-..i)'iii kö/öltl <>•.••-•' Iliff' • I mcg.ill.i|'ll.r.i .1/ éggömbön fekvő pontok 
geometriájának kidolgozásút (ette szükségessé.

\ következőkben a gombi geometriával foglalkozunk. A könyv II. kötetében 
l< l'.zőlcges görbült felület geometriájának leírásával is foglalkozunk.

6.1. A geodetikus vonal

A görbült felületek általában nem tartalmaznak egyeneseket. Egy tetszőleges 
V görbe felület A és B pontjait összekötő egyenes többnyire kilép a felületből. 

A két pont között azonban meghúzhatjuk azt a vonalat, amelyen keresztül a 
It giövidcbb úton juthatunk /4-ból 5-be az A felület elhagyása nélkül.1 Ezt a 
görbét az A és B pontokat összekötő geodetikus vonalnak2 nevezzük.

A későbbiek során látni fogjuk, hogy az £ felületen a geodetikus vonalak az 
• (jenesekhez hasonló tulajdonságokkal rendelkeznek. Bizonyos értelemben 
tollút a geodetikus vonalak a görbült felületek „egyeneseinek” tekinthetők.

< iömbfelületen a geodetikus vonalak a gömb főkörei. Az O középpontú 
gomb A és B pontját összekötő geodetikus vonalat tehát a gömb és az AOB 

il metszetgörbéje szolgáltatja.

6.2. A gömbháromszög

Metssze egymást a g( és g2 geodetikus vonal a P pontban. Jelöljük a g{ és g2 
gi ubék P pontban vett érintőit íj-gyel és í2-vel. Az érintők hajlásszögét definí- 
' H 'szerűen a két geodetikus vonal hajlásszögének tekintjük, tehát

(^bg2)<=0b 6>)<-
l egyen g]; g2, g3 három geodetikus vonal, amelyek legalább három metszés
ponttal rendelkeznek, és jelöljük

1 Pontosabban fogalmazva az AB pontokat összekötő vonalat akkor nevezzük geodetikusnak, 
lm ii vonal tetszőleges P, P2 szakaszára érvényes, hogy a P\ és P2 közötti legrövidebb utat határozza 
meg.

A definíció általánosítása egyes esetekben arra az eredményre vezet, hogy két pontot több geode
tikus vonallal is összeköthetünk. Pl. egy gömbfelület A és B pontját összekötő legrövidebb ív geode- 
iit ír. vonal, azonban az A pontból fi-be a gömböt megkerülve is eljuthatunk, úgy, hogy a „kerülő út” 
"■ in túlságosan távol fekvő pontjait összekötő ívdarabok az adott két pont között a legrövidebbek.

A gömbfelület két pontját összekötő legrövidebb ív a két pont által meghatározott gömbi főkör 
■ m ive A fenti definíció értelmében azonban geodetikus vonalnak tekintjük a főkör gömböt meg- 
k<-nil<> ívét is. Ez utóbbi ív már nem a legrövidebb az adott két pont között. A gömbi főkörön válasz
bili Iv csak akkor a legrövidebb két pont között, ha a hozzá tartozó szögzr-nél kisebb.

Az elnevezés utal arra, hogy a fogalmat a földmérésben (geodézia) vezették be először.
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A’.'.i.'i egyik metszéspontját zí-vnl,
XiA'i egyik metszéspontját H vei, 

egyik metszéspontját í’-vcl.

Az ABC pontok a gömbön egy háromszöget alkotnak, amelynek oldalai

á — BC 

b=CA 

c = ÁB

a gf ívdarabja, 

a g2 ívdarabja, 

a g3 ívdarabja.

A háromszög szögei pedig

a = C?2,g3)<> ^=(g3,gl)<f, V=(g2,gl)<-

6.1. ábra

A gömbháromszög oldalait alkotó ívek 
egyszerűen kifejezhetők az alábbi for
mában (6.1. ábra).

a = Ra, b = Rb, c = Rc, 6.2-1 

ahol R a gömb sugara és

a=(COB)<_, b = (COÁ)<, 

c=(AOB)<. 6.2-2

A gömbháromszögek tárgyalásakor te
hát az oldalakat célszerű a megfelelő 
főkörívekhez tartozó középponti szö
gekkel kifejezni.

6.3. A gömbháromszög trigonometriája

A következőkben a gömbháromszög adatai közötti összefüggéseket határo
zunk meg.

Az 4BC gömbháromszöget egyértelműen jellemezhetjük a gömb középpont
úiból az A, B, C csúcsok irányába mutató tetszőleges hosszúságú A, B, 0 vek- 
lorokkal. Az előzőekben megadott definíciók szerint

1 Megjegyezzük, hogy a fenti jelöléseket ciklikusan permutálvti, a harmadik szögre y'=(gt, g2)<-t 
1 urnánk Azonban y' =n y a háromszög külső szöge. Amennyiben a belső szögekre akarunk szo- 
llko/ni, akkor a lenti aszimmetrikus írásmódot kell használnunk.
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iiln >1

ti (B.t’X, Irhát COS <1
(UC) 
ne

b (C, AX, tehát cos b =
(CA)
CA

c= (A, B)<, tehát cos c=
(AB)
AB

6.3-1

4=|A|, c= |C|.

llii ioiiló módon

6.3-2

A gömbháromszög szögei azonosak az oldalakat kimetsző főkörök síkjainak 
•zögével. így például

(CxA)(CxB)
cos y~ icxahcxbt

|(CXA)X(CXB)| 
sin y--JcxAÍiCxBf- ’ 6.3-3

Az a és szög megfelelő szögfüggvényei a 6.3-3 formulákból a betűk ciklikus 
l>< i mutációjával állíthatók elő.

A vektoriális négyesszorzatra vonatkozó 4.8-6 azonosság alapján

(CxA)x(CxB) C(A,B, C), 6.3-4

(CxA)x(C ■ B) C(A, B, C). 6.3-5
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így 6. I 2 és (> í t alapján

sin c IBxAI IC Al |( Hl
sin y zf//( (A, B, Cl

A 6.3-6 kifejezés nem változik, ha a jobb oldalán az A, B, C vektorokat eiklikii 
san permutáljuk. Következésképpen

sin oc_sinj5_sin y
sin a sin b sin c '

A 6.3-7 összefüggést a gömbháromszögekre vonatkozó sinustételnek nevezzük
A cosinustétel megfelelőjét az alábbi módon kaphatjuk meg. 4.8-8 alapján

(C X A)(C X B) = ABC2 — (CB)(CA). 6.3-K

6.3-8-at |CxA| |CxB|-vel elosztva 6.3-1 és 6.3-2 felhasználásával a I
cos c cos a cos b , _ _cosy = ———-.-------- —z—.------ 6.3-9sin b sin a sin b sin a

képlethez, és ebből a

cos c = cos a cos 6+sin a sin b cos y

összefüggéshez jutunk. A 6.3-9 egyenlet a gömbháromszög oldalaira vonatkozó 
eosinustételt fejezi ki.

6.4. A polár-gömbháromszög

Tekintsük az A, B, C nem komplanáris vektorok által meghatározott gömb
háromszöget, amelyre

A(BxC)=r>0. 6.4-1

(Ha V / 0, az A, B, C vektorok sorrendjének megfelelő választásával mindig el
érhetjük, hogy T=-0 teljesüljön.)

Rendeljünk hozzá az A, B, C vektorok által kifeszített gömbháromszöghöz 
egy újabb háromszöget, amelynek csúcsait az

A* = BxC, B* = CXA és C* AxB
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vektorok egyenesei luiiAitf/zrtk inog A/ 
A*. B*, c* Vcktoiokklll lllCglllltlÚO/otl 
Ibii<iniM/.ögct az ciedctl háromszög poliíi 
gömbhálomszögenek nevezzük frt.2. áb 
1,11

A polin -gömbháromszöget tehát az. ere
deti gömbháromszöget kimetsző főkörök 
tik latnak normálvektorai határozzák meg.

Amennyiben 6.4-1 teljesül, akkor a 6.4-2 
lUhzi l üggések a következőképpen fordít
hatók meg:

A (B*XC*), B = y(C*xA*),

C=y(A*xB*). 6.4-3

Minthogy a gömbháromszög oldalait jellemző szögek és a gömbháromszög 
szögei I iiggetlenek a gömb sugarától, s így a csúcsokat kijelölő vektorok hosszá- 
lól r.. 6.4-3-ból következik, hogy az A*, B*, C* vektorok által kijelölt gömb- 
hAiomszög polárháromszögét az A, B, C vektorok jelölik ki.

A két háromszög adatai között fennállnak a következő összefüggések:

Az inverz transzformációból kiindulva pedig

(A*XC*)(B*XC*)
|A*XC*||B*XC*| ’

iS így 6.4-3 miatt
BA

cos c* = —7 = cos y. 
dA

6.4-4

1 ellát
y=c*, 1 6.4-5i ’i hasonló módon a. = a*, fi=b*.

cos c=
(AxC)(BxC) A*B*
---------------------—-------- cos
|AxC||BxC| A*B*

6.4-6

a* —a, fi* = b, y* = c. 6.4-7
I < li;il

I polár-gömbháromszög oldalai és szögei tehát rendre egyenlőek az eredeti 
háromszög szögeivel és oldalaival.

69



f'zen íSNN/cf'ÜHgÓH iiluplán it coilnuilAiel i'p.y fontol vAlto/uidhor lutluiitinit, 
írjuk lel a coNlnustételt egy gönihhiiroinN/ög polárhároniNZÖgérc:

cos c* = cos íz* cos /z* - sin zz* sin b* cos y*. 6.4-A

6.4-5 és 6.4-7 felhasználásával ebből az eredeti háromszögre a

cos y = cos a cos fi—sin a sin cos c 6.4-0

összefüggés következik. A 6.4-9 kapcsolatot a gömbháromszög szögeire vonal* 
kozó cosinustételnek nevezzük.

6.5. Egy határeset

A gömbháromszögeket síkháromszögekkel közelítjük, ha oldalaik sokkal 
kisebbek, mint a gömb sugara. Vizsgáljuk meg az

c

oldalakkal meghatározott gömbháromszöget az 7?-*°° határátmenet esetén.
A kis szögek szögfüggvényeit ez esetben helyettesíthetjük az alábbi közelíté

sekkel:

A 6.5-2 közelítések 
cosinustétel az

sin<5~<5, cos d~ / 1 — ö2~ 1 — — . 6.5-2

felhasználásával a gömbháromszög oldalaira vonatkozó

c2 1 a2 1 b2 ) a b , , „
2 R2 2 7?2J[ 2 /?2J 7? R'

alakot ölti. Elvégezve a kijelölt műveleteket, és a negyedrendben kicsiny tago
kat elhanyagolva, a

c2 = a2 + b2-2ab cos y 6.5-4

formulához jutunk. A 6.5-4 összefüggés a síkháromszögekre vonatkozó cosinus- 
tételt adja. A gömb sugarához képest elhanyagolhatóan kicsiny oldalakkal ren
delkező gömbháromszögekre tehát jó közelítéssel alkalmazhatjuk a síkhárom- 
zögekre vonatkozó cosinustételt.
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6.5-5
A m/Ajtckrc vonatkozó

CON)' con » nIii (I Nlll 1 sin // con c

léteit felírva, ón ii con <■ I közelítést nlkalinii/.VH, adódik, hogy 

cos y ~ cos (a + //).

Következésképpen y~ 180° — (oe -t- /3), azaz ebben a határesetben a gömbhárom
szög szögeinek összege jó közelítéssel 180°.

6.6. Alkalmazás. A térbeli polárkoordináták 
egy tulajdonsága

A 6.3. ábráról leolvasható, hogy egy tet
szőleges vektort jellemezhetünk egy sza
kasz. és két szög megadásával is. Az r, b, <p 
értékeket az r vektor polárkoordinátáinak 
nevezzük.

Legyenek egy X koordináta-rendszer 
alapvektorai az e(l), e.(2), £(3) egységvek
torok. Jelöljük ezen vektorok polárkoordi- 
nátáit <p(k), r-rel, k~ 1, 2, 3, r értéke 
mindhárom vektor esetén egységhosszú- 
sdgú.

A 6.3. ábrán bejelölt példa alapján látha
tó, hogy az e(/t) vektorok koordináta- 
-rendszerben vett reprezentációi

't'o(£(*)) = sin tik cos <pk, sin bk sin <pk, cos <pk

(fc=l,2, 3). 6.6-1

Az egységsugarú körből az e(fc) vektorok 
egy gömbháromszöget metszenek
ki (6.4. ábra). Vegyük hozzá a fenti pon
tokhoz a A) = 0 koordinátával jellemzett Po 
pontot. Ekkor különböző P^PkPi gömbhá
romszögek keletkeznek. Ezeknek oldalai

= és (*//)
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9/ V»
Alkalmazva erre a hároms/ögi< .1 1 <•••mii .i< u li, .1,-1 kapjuk, hogy

0 cos />A cos />, l sin />* sin />zcon (7 z 77), 
tehát

ctg ök ctg />z= - cos (<FZ-<T*).

A A z / értékpárokra három egyenletet kapunk. Ezekből következik, hogy

cos (y2-y3) 
cos (<Jt>i-992) cos (T9i-?>3)tg

cos (y3 —<Fi)
cos (7)2-99,) cos (gt>2-993) 6.6-2

tg #3 cos(p2-?i)
cos (993-99,) cos (993-7)2)

Adott 99,, <p2 cs 7)3 szögekhez tehát a $2, í*3 értékek meghatározhatók. így 
6.6 I és 6.6-2 segítségével három, páronként egymásra merőleges egységvektort 
három paraméterrel állíthatunk elő.

Megjegyezzük még, hogy a három paraméter annyiban nem független, hogy 
6.6-2 nek csak akkor van értelme, ha a gyökjel alatt pozitív szám áll. A gyök 
mindkét előjele esetén egységvektort kapunk.



II OPI RÁTÖRÖK

7. Lineáris operátorok

A vizsgálat tárgya sok esetben egy fizikai rendszer változása. Egy változást 
i/linbolikusan operátorral fejezhetünk ki. Ha egy Q objektumot Q*-ra változ
tatunk, tehát a

Q-Q*

uimenetet vizsgáljuk, azt is írhatjuk, hogy

Q*=AQ,

nihil A a változást jellemző operátor.

7.1. Forgatási operátorok

I )>y példa a változásra az elforgatás. Legyen például Q egy Po, Pt, ... pon- 
i"l. I>ól álló merev test. Q-t elforgatva, jelöljük az elforgatott testet Q*-gal, pont- 

i ül pedig P*, P*, ..., P*-gal- A Q — Q* változást egy „forgatási operátor” jet
ii mzi. Az elforgatás tényét az

OQ = Q* 7.1-1

lmmulával fejezhetjük ki.
A 7.1-1 formulában O az elforgatást létesítő operátort jelöli. Az O operátor 

ieh.il a test méreteitől és helyzetétől függetlenül az elforgatást jellemzi. Az O 
-pi látott tetszőleges merev testre is alkalmazhatjuk. A jelölésben alkalmazott 
iihihúzást annak kiemelésére használjuk, hogy Oa reprezentációtól és a testtől 
liil'petlenül egy objektíve létező műveletet jelent.
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Amennyiben It egy <2 tál Knl<’>nl»<’». • ,i<|,>ii luly etil meiev (esi, akkot it/ O
opeilicló ezt a testei az. K* OK 7.1-2
helyzetbe viszi át.

A továbbiakban a forgatási operátorok tulajdonságait vizsgáljuk. Álljon a 
Q test a P2 .. ,Pn pontokból, amelyek helyvektorai rendre

Ip, =Ii, rP2 = r2,.. .,rPn = r„. 7.1-3

Az. elforgatott Q* rendszer pontjai pedig legyenek

helyvektoraik pedig

n*
r 1 9

p*

• 9 -* n ?

7.1-4

Amennyiben a forgatás az r0 helyvektorú pont körül történik, akkor

7.1-5

A további pontok helyvektoraira pedig fennáll az

7.1-6
összefüggés.

7.2. Az ortogonális transzformáció

I lenézzük először a forgatás néhány tulajdonságát. Az elforgatást jellemez
hetjük anélkül is, hogy az r0 forgáspontot megadjuk. Legyen ugyanisI*/=X/-Ifc
a /\-t P,-lel összekötő vektor.

Az elforgatás ezeket a vektorokat azI*z=Qru
formulának megfelelően megváltoztatja. r*; az elforgatott test P* és P* pontját 
köti össze.

Az elforgatás tulajdonsága, hogy

a=a*,
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viipyl*
Or I ii 7.2-1

ii/.1/ .1 l<>i)'.il.r. ,i nii icv li d |>i>nl|,ii távolságokul nem változtatja meg.1
A /..’ I tulajdonsággal rendelkező operatorokat ortogonális operátoroknak ne
vezzük.

A forgatási operáció további tulajdonságait a 7.2-1 képletből állapíthatjuk 
me)' I egyen ABC egy merev testen kijelölt háromszög, melynek oldalai az a,
l> e vektorok. Megfelelő irányítás esetén

a + b = c. 7.2-2

A testtel együtt elforgatott háromszög 
oldalai legyenek az a*, b*, c* vektorok 
( 7.1. ábra). Az elforgatott idom olda
lán a definíció szerint érvényes, hogy

a* + b* = c*. 7.2-3

Minthogy

a* Qa, b* = Ob, c* = Oc,

/ .’ 1 helyett írhatjuk, hogy

O(a + b) = Oa + Ob. 7.2-4

írhatjuk, hogy

7.1. ábra

Mivel az ABC és az elforgatott A*B*C* háromszögek oldalai egyenlőek:

a = a* b — b*, c=c*, 7.2-5

,i háromszögek egybevágóak, és így szögeik is egyenlőek. Ebből következik, 
hogy

a*b* = ű6, 7.2-6

tehát két vektor skaláris szorzata nem változik az elforgatás következtében.
A skaláris szorzat értéke a vektorok tükrözése esetén sem változik. A 7.2-6 

összefüggés tehát általánosan jellemzi az ortogonális operátorokat. Könnyen 
találhatunk olyan jellemzőt is, amelynek segítségével megkülönböztethetjük a 
tükrözéseket és forgatásokat.

I egyen a, b, c három, nem egy síkba eső vektor, és legyen

a* = Oa, b* = Ob, c* = Oc,

1 I gy pontrendszer pontjai közötti távolságok akkor sem változnak, ha a pontokat tetszőleges 
il i.i tiikrií.-.-.ilk. így 7.2-1 a forgatási operátorokra vonatkozó szükséges feltételt jelent. Elégségessé 

ii/unbiin csak akkor válik, ha a forgatásokon kívül tükrözéseket is megengedünk.
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illői O egy ói logi >ii;iIÍn 11 ;iiiszlói iIlin ii'il |clol \ iik iiiiyll» n O li irp.nllist |i lent, 
ikkor

(fl. b> t) (l*. b*. €*)• 7.2-7

A tükrözés a három vektor által definiált sodrást megfordítja, ezért ha <> tükrö
zés, akkor

(a, b,c)=- (a*,!>*,£*). 7.2-8

A hármas vegyes szorzat a tükrözés hatására előjelet vált. Ennek segítségével 
tehát különválaszthatjuk az ortogonális transzformációk közül a tükrözéseket.

7.3. Homogén lineáris transzformációk

Érdekes eredményre jutunk két, egy egyenesbe eső vektor transzformálása 
esetében.

Ha
b=aa,

akkor az a és b által bezárt szög 0°, ha a>0, 180°, ha a<0; minthogy

(a, b)< = (a*, b*)4,

az elforgatott vektorok szöge is 0°, illetve 180°, és így 7.1-1 segítségével

a* —ab*, ha a = ab.

Operátorokkal kifejezve:
O(aa) = aOa. 7.3-1

7.2-2-t és 7.3-1-et összefogva, azt kapjuk, hogy ha

aa+/?b=c,
akkor

aa* + /?b* = c*.
Operátorral kifejezve:

O(aa + /3b) = aOa + /3Ob. 7.3-2

főbb vektorra általánosítva a meggondolást, azt kapjuk, hogy

Q2a<”aw= 2 a<o(Qa(v)), 7.3-3
V V

ahol az a1”’-k tetszőleges számok, az a(,,)-k pedig tetszőleges vektorok.
A 7.3-3 összefüggés az O operátorra jellemző. Azokat az A operátorokat, 

amelyek a 7.3-3 tulajdonsággal rendelkeznek, tehát amelyekre fennáll az
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7.1 <1

öss/elílggés, lineáris és homogén (vektor-) operátornak nevezzük. (Rövidebben 
lineáris operátorról is beszélhetünk.) I’zek szerint az ortogonális operátorok 
lineáris (pontosabban: lineáris homogén vektor ) operátorok. Az ortogonális 
opeiátorok különleges jellemzője a 7.2-5 és 7.2-6 által leírt sajátság, tehát az 
ortogonális operátorok olyan lineáris operátorok, amelyek két vektor skaláris 
\;.or. atát nem változtatják.

7.4. A lineáris operátorok reprezentációja

Általában egy A lineáris operátort azzal jellemezhetünk, hogyha megadjuk 
három nem komplanáris a, b, c vektor transzformáltjait. Tehát megadjuk az 
ii. b, c vektorokat, amelyekre

a = Aa, b = Ab, c = Ac. 7.4-1

A transzformáltakat most felülhúzással jelöljük, a csillag jelölést az ortogonális 
transzformációk esetére tartjuk fenn.

Ha
(a, b, c)#0,

akkor tetszőleges vektort előállíthatunk az

x = aa-t-/Sb + gc 7.4-2
alakban.

Az a, /?, y értékeket 4.6-8 szerint határozhatjuk meg. Alkalmazzuk A-t 7.4-2 
két oldalára. 7.3-4 segítségével azt kapjuk, hogy

x = Ax = aa+/5b + yc, 7.4-3

tehát minden x vektor transzformáltját elő tudjuk állítani, ha az a, b, c vekto- 
iok és g, b, c transzformáltjaik ismeretesek.

A transzformáció előállítására egyszerű kifejezéseket kapunk, ha egy T 
koordináta-rendszer alapvektoraiból indulunk ki. Legyen tehát

a = e(1>, b = e<2), c — e(3).
Megadva az

Ae(*>=f<*> 7.4-4

vektorokat, azt találjuk, hogy
2L= 2 xK^k\ 7.4-5

ahol
X|, x2, x3 x T(x), 7.4-6
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így 7'1 ' helyett iihnt|ul hogy

X 2 7.4 /

Szorozzuk 7.4 7 ct e,A'-val. Azt kapjuk, hogy

,?A XelA) 2 '7£'/'tlAl. /
7.4-M

1 .egyen
e(fc)f(/) = ^, (k, 1=1,2, 3), 7.4-9

akkor

**= 2 Aki*i- 7.4-10

Az x vektor 7í-beli reprezentációja

^(x) = x = xb x2, x3,

tehát előállítható az x vektor íZ2-beli komponenseinek lineáris kombinációja
ként.

7.4-10 tehát megadja azt az eljárást, amelynek segítségével x adott reprezentá
ciójából x reprezentációját kiszámíthatjuk. Az Akl együtthatók számértékei 
7.4-9 segítségével állapíthatók meg. Az x—x transzformáció ezután bármely 

rendszerben 7.4-10 szerint hajtható végre.
A fenti meggondolást másképpen is megfogalmazhatjuk. Legyen az A operá

tor tf-beli reprezentációja

2(A) = A/ (k, 1=1, 2, 3).
1 / kilenc számérték, éspedig úgy, hogy ha

a = Aa,
akkor a 77 reprezentációban

3
ak = 2

A/ zfA/ értékeket szimmetrikusan rendezve mátrixnak is nevezzük, és az

At Az A3
A= A, A22 ^23

IAi ■^32

sémával jelöljük.
Az Au értékeket az A mátrix elemeinek nevezzük. A fenti sémának megfele

lően
An, Al2, Al}
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iw \ nuilitv i'InA,
/<*i. (A l.2,<)

p. dig ii A mllk Honi. Hasonló módon

/í,/,/í2/./í.w (/ 1.2,3)
,i uniti Ix / vilik oszlopa. A mátrixjelölési felhasználva,

2W = A,
ahol az A mátrix elemei 7.4-9 szerint

A/=£(A:)f(/) (fc, Z=l, 2, 3).

7.5. Az ortogonális transzformációk reprezentációja, 
ortogonalitási relációk

Az.
a* = Oa 7.5-1

mtogonális transzformációt az általános lineáris transzformációhoz hasonlóan 
|i'llcmezhetjük. Tehát megadjuk, hogy egy JC rendszer e(/> alapvektorai hogyan 
változnak az O transzformáció folytán, azaz megadjuk az

e(M» = Oe<^ 7.5-2

vektorokat. Minthogy a forgatás olyan lineáris operáció, amely a vektorok 
hosszát és szögét nem változtatja, 7.2-6-ból következik, hogy

= 7.5-3

Keressünk még valamilyen egyszerű kritériumot a tükrözések és elforgatások 
megkülönböztetésére is. Alkossanak az eredeti e(fc) alapvektorok jobbrendszeri 
Az elforgatások ezen a tulajdonságon nem változtatnak, tehát

e<fe>’xed>* = 6('”)*, 7.5-4
ha

efc/m— + 1-

A tükrözés az alapvektorok sodrását megváltoztatja, így ez esetben

e<‘>,X£(')’ = -e(",)', 7.5-5
ha

ek lm : + 1 •
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I egyen ii l' repre/enláclóbnn

ÓH

ahol

4f(Q) o. n»l) «. t(u*) a*

* 2 Oklah
i

Ok 012 O13
o= o21 O22 o23

O31 O32 O33

7.5- 6

7.5- 7

A/ OA, értékek nem függetlenek, hiszen az O operátor két vektor skaláris szór 
/alán nem változtat.

1 .egyen

b* Ob és a* = Oa,
7.5-8

b*—^Oklbh a*—^Oklai.
i i

Innen 7.5-7 és 7.5-8 segítségével azt kapjuk, hogy

a*b* = 2 a*kb*k = 2 ambnOkmOkn,
k— 1 ni, n

minthogy azonban

ezért

2 ambnokmO— 2 a/cb/c-
m n K

7.5-9

A fenti összefüggés akkor és csak akkor áll fenn minden a és b vektorra, 
hu

2 OkmOkn= ömn (m, n= 1, 2, 3). 7.5-10
k

Valóban, minthogy 7.5-9 minden vektorra érvényes kell hogy legyen, vehetjük 
pl., hogy

am=bkm, a„=dkn (/«, n= 1, 2, 3).

1 /eket az értékeket 7.5-9-bc helyettesítve 7.5-10-et kapjuk. A 7.5-10 formulák 
az úgynevezett ortogonalitási relációk. E relációknak kell teljesülniük egy lineá
ris transzformáció együtthatóira, hogy a transzformáció ortogonális legyen.
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/ ’> I Az ot logoniilis 11anszloi m.u lok explicit alakja

a) I oglalkozzunk először a síkbeli transzformációk leírásával. A sík vekto- 
i ill Id komponenssel írhatjuk le, és így az

ml lu li forgatást az
a* = Oa

2

a*= 2 Oua,
/ i

7.5-11

lm nullával reprezentálhatjuk, ahol

(£,7=1,2).

A 7.'. (ikrából láthatjuk, hogy ha a sík
bili C rendszeregységvektorait</> szöggel 
elforgatjuk, akkor az

e(,,‘ = cos <p, sin <f,

e(2)*=-sin r/, cosy 7.5-12 

dk beli vektorokat kapjuk. Eszerint az O operátor reprezentációja

O = ícos
(sin (p

— sin <p
COS (fi 7.5-13

I z az. elforgatás a rendszerben így írható fel (7.3. ábra):

a* = at cos q: — a2 sin (p, 

a* = a, sin (p + ű2 cos q>.
7.5-14

b) A háromdimenziós esetben az e(Á:)* 
vektorokat a reprezentációban polár- 
koordinátákkal jellemezhetjük, tehát

e(* > * = sin $A. cos (pk, sin i)k sin <pk, cos #A,

7.5- 15

ahol 6.6-2 szerint

=1/_____ cos(y/-ym)____
' cos ((pk -<pt) cos (<pA - ?„,) ’

7.5- 16
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Mcx/egyzt's: A kétdimcnzlÓN loigHlnM a hnromillmcn/IÓH forgatás Npccld 
lis esdének is tekinthetjük, hu a 7.5 I.' loiniuliikat kiegészítjük az c"1 
összefüggéssel. Az O operátor O ('(<)) reprezentációja ez. esetben

O =
COS <l>

— sin <p
0

sin 7> 0
cos </> 0

0 L
7.5-1

A többi formulák is érvényben maradnak az a3 = a* kiegészítéssel.
A 7.5-17 formula explicit formában adja a síkbeli forgatás operátorát. Ez a> 

operátor természetesen eleget tesz a korábban megadott ortogonalitási relációk
nak. I írről könnyen meggyőződhetünk, hiszen például

O2 j + O22 + Ob = cos2 g> + sin2 <p + 0 = 1
és

OuO2l + Oi2O22+Oi3O23=cos cp sin <p — sin tp cos <jp + O = O.

Hasonló módon teljesül a további négy reláció is.

7.6. Lineáris transzformációk egymás utáni alkalmazása

Legyen A és B két lineáris operátor. Transzformáljunk először egy a 
A szerint. Legyen

a = Aa,

majd transzformáljuk a-t B szerint, és legyen

á = Ba.
7.6-2 helyett azt is írhatjuk, hogy

Í=B(Aa).

A 7.6-2 és 7.6-3 formulát egy JC reprezentációban kifejtve, az

ill.
^k 2 2

I k

7.6- 2

7.6- 3

am= 2 BmkAklal 7.6-
k. I

összefüggésekhez jutunk. 7.6-4 az

^m= 2 [2

alakban is felírható. Ennek alapján viszont bevezethetjük a
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I.b *>?. * ml

*
Irlnksi

I / annyit jelent, hogy az A és B lineáris transzformációk egymásutánja egyet
len lineáris transzformációval helyettesíthető. így

S = Ca, 7.6-6

ahol ( lineáris operátor. Ennek 3£-beli reprezentációja

2(£)=C,
amelynek elemeit 7.6-5 definiálja.

A (' operátort az A és B operátorok szorzatának nevezzük. A szorzást a JC 

n prezentációban 7.6-5 szerint végezhetjük el.
Válasszunk most speciálisan forgatásokat leíró lineáris operátorokat (O, P), 

és legyen
a* = Oa, a**=Pa*,

akkor
a** = P(Oa)=Qa,

iihol Q reprezentációja
W)-Q,

amelynek elemei

Qkm= 2 PkiO,m (k, m= 1, 2, 3).

i=\

Amennyiben O és P kétdimenziós forgatások, akkor O és P felírható az

COS 99 — sin 99 j
sin 99 cos 99J

COS ip — sin 9^
sin ip cos yj

alakban. A

szorzat pedig
Q = PO

szerint a

Qkm— 2 PklOlm

l=\

Q=
cos (99 + y>) 
sin (99 + y)

- sin (99 4- ip) 

cos (99 + 9?)
alakot ölti.

(>• 83



A </'és i/i szöggel tői len<> síkbeli clloi i'.ilii ■ 4 *-p \ nia-.ul.i ti |;i tehát, amint az vai 
tiltó volt, egyetlen </ l y szöggel történő elloi gátassal helyettesíthető.

Ez. az eredmény is mutatja, hogy eddigi meggondolásaink a forgatások he
lyes leírásához vezettek.

8. Mátrixalgebra

A forgatási operátorokat mátrixokkal reprezentáltuk. A következőkben a 
fogalmat kibővítjük, és a mátrixműveleteket szabályokba foglaljuk. A mátrix
műveleteket úgy vezetjük be, hogy a forgatások leírása áttekinthetőbbé váljék, 
de a mátrixszámítás egyéb területeken is használható legyen.

8.1. A mátrix fogalma

Mátrixnak — mint már említettük — egy megfelelő módon rendezett szám
halmazt nevezünk. A számhalmaz tagjai a mátrix elemei. A mátrix elemeit 
egy- vagy több indexes betűkifejezéssel jelöljük. Az indexek sorrendje adja a 
számhalmaz rendezésének módját.

Az
ax.. ,aN 8.1-1

számokból álló szám-A-est egydimenziós mátrixnak nevezzük. Mivel a vek
torok egydimenziós mátrixokkal reprezentálhatok, az egydimenziós mátrixot 
gyakran vektornak is nevezik. Ez az elnevezés azonban megtévesztő, mert — 
mint a későbbiek során látni fogjuk — nem minden szám- A-es tekinthető 
vektornak. Vektoron egy speciális tulajdonságokkal rendelkező valódi objek
tumot, illetve annak reprezentációját értjük, s tetszőleges szám-A-es nem mindig 
rendelkezik ezekkel a tulajdonságokkal. (Képezhetünk például Budapest férfi, 
nő és gyermek lakóinak számából egy számhármast, ez a számhármas azonban 
semmiképpen sem tekinthető egy vektor reprezentációjának.)

Ezért a mátrixszámításban használt szám-A-esek elnevezésére az egydimen
ziós mátrix kifejezést használjuk. A vektor elnevezésre csak akkor térünk át, 
amikor ez már nem adhat okot félreértésekre. A fenti esetben, mivel a szám
halmaz. A elemből áll, A komponensű mátrixról beszélünk.

A kétindexes mennyiségek a forgatások leírásakor már használt kétdimenziós 
sémában írhatók fel. Az elemeket tartalmazó A mátrix elemei tehát az

84



A X. 1-2

<^AÍ| UN/

luiniiiba rendezhetők.
\ v mátrixot kétdimenziósnak nevezzük, mert kétdimenziós séma segítsé- 

i" vei állítható elő. A 8.1-2 séma alapján az A mátrixot N oszlopú és M sorú 
Vagy /V M es mátrixnak is nevezzük. Amennyiben N=M, akkor kvadratikus 
mátrixról beszélünk.

Általában legyenek az Au mennyiségek egy n indexszel jellemezhető szám- 

lialinaz elemei, ekkor azt mondjuk, hogy az Akl s értékek egy n dimenziós 
maiiix elemei. Az egyes indexek különböző értékeket vehetnek fel. Általában 
írhat meg kell adni, hogy

k=l...A„
/=1...A2,

s=l...AT„.

A legegyszerűbb esetben A, =N2= ■.. =N„=N, vagyis minden index ugyanazon 
< i (ekeken futhat végig. Ezeket' a mátrixokat N-ed rendű mátrixoknak nevez
zük.

Amennyiben egy mátrix dimenzióját is kifejezésre akarjuk juttatni, akkor az

(n)
A

x/imbólumot használjuk. Ennek alapján tehát

<i *
A egydimenziós mátrix,

(2)
A kétdimenziós mátrix, „szokásos mátrix”

(3)
A háromdimenziós mátrix.

A továbbiakban ezt a jelölésmódot csak akkor használjuk, ha formuláink 
egyébként félreérthetővé válnának.

Amennyiben az indexek értelmezési tartománya is lényeges, akkor az alábbi 
h lolésmódot használjuk:

<1 >
A ., - „ , .- N komponensu matrix;
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/V os/loppttl és 4/ -.<>11,11 tciidrlkc/ö mátrix;MN
t.i>

, háromdimenziós mátrix, melynek első indexe I . . ,Nt, NtN2Nf } 1
második indexe az 1.. .M2,
harmadik indexe az 1. . ,N2 értéket veszi fel.

I lasonló jelölést használhatunk a több dimenziós mátrixok esetén.
(w)

Az n dimenziós mátrixot tehát ---- - szimbólummal jelölhetjük. AzN'N^.N,,
(n) 

egyszerűség kedvéért azonban — félreérthető esetektől eltekintve — az A jelö
lest használjuk.

Végezetül néhány elfajult esettel foglalkozunk. Az n — Q esetén, azaz a null
dimenziós mátrixon index nélküli mennyiséget értünk. A nulldimenziós mátrix 
egy számértéket jelent. A nulldimenziós mátrixot gyakran — nem egészen pon
ti'-.mi skalárnak is nevezik.

ti)

Az egykomponensű mátrixot egyetlen számértékkel jellemezhetjük.

Kétdimenziós mátrixok esetén az
(2)
A = (zlii, zl|2, . . .,

mátrixot sorvektornak, a

*2!(2)
B =

mátrixot pedig oszlopvektornak is szokás nevezni.
A sor, illetve oszlop kifejezésnek két dimenzió esetén szemléletes tartalma 

v.m Nem célszerű azonban ezeket a fogalmakat az n-/2 esetekre is kiterjesz
ti in n I esetén pl. a sor- és oszlopvektorok közötti különbségtétel megdup
lázná a vektorfogalmat anélkül, hogy a fogalom tartalma bővülne.1

I l.i egy tetszőleges n dimenziós mátrix valamely k^n indexe csak az 1 értéket veheti fel, akkor 

.1 mullix tulajdonképpen egy n k dimenziójú mátrixszá egyszerűsödik. Ily módon

lehetőség van. s ennek megfelelően féle zi-á- dimenziós mátrixot kellene bevezetnünk.



H ' M;ili iximí\delek

Kel mátrix ukkoi egyenlő, ha azonos dimenzióinak, indexeik értelmezési tar
tománya rendre megegyezik, es az azonos indexű elemek egyenlőek egymással.

H ’ I összeadás és kivonás

(«) («)
I egyen A egy /1AZ...S elemű, B pedig egy Bkl_s elemű mátrix, amelyek azo

nos dimenziójúak, és indexeik értelmezési tartománya rendre megegyezik. Ez 
ru’tben a

(«) (n) (n)
CAB

Összegmátrix elemeit definíció szerint a

(n) («) («)
Ckl...s = Akl...s+Bkl...s 8.2-2

összefüggés határozza meg. A 8.2-2 definíciós egyenlet az n = 0, 1 esetben a szo- 
I asos skalár-, illetve vektorösszeadási szabályt adja vissza. A kétdimenziós eset 
lel iát

Cki=Aki+ Bkl.

Összefoglalva: Két mátrix összegének elemei megegyeznek az egyes mátrixok 
megfelelő indexű elemeinek összegével. A fenti összeadási szabály alapján meg
határozhatjuk a nullmátrix elemeit. Nullmátrixon definíció szerint azt a mát- 
lixot értjük, amelyre tetszőleges A mátrix esetén fennáll az

A + 0 = A

összefüggés. A 8.2-2 összegzési szabályból következik, hogy a nullmátrix min
den eleme zérus.

8.2.2. Mátrix szorzása számmal

Legyen

<«)

A = Akl_s.

Of)
A B = AA = A2
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mátilxoii azt II miltilxol <*i I |<lk, amrlyiK l mlndm rlrmi' 11/ I uniti Ix clcini'lnck 
A NZ.Ot'ONll, tehát

-Miu .. W
Mátrix és skálái szorzatára definíció szerint érvényes a kommutativitás és az 
assz.oclativitás, valamint a két műveletre vonatkozóan a

(A| 4-A2)A — AjA + AjA 1

A(A + B) = AA+2B I 8.2-4

egyenlőségekkel kifejezett disztributivitás is.

8.2.3. Kétdimenziós mátrixok szorzási szabályai

A kétdimenziós mátrixok szorzását a két egymás utáni forgatás leírásakor 
kapott kifejezés alapján definiáljuk. Láttuk, hogy az O, P forgatások egymás
utánja helyett egyetlen Q elforgatással is ugyanarra az eredményre juthatunk. 
A/ elforgatások O és P mátrixreprezentációinak felhasználásával azt kapjuk, 
hogy a Q mátrix elemeit a

Qkl~ 2 ?kmOml 8.2-5
m

lm nullával határozhatjuk meg.
A 8 5 kifejezést általánosítva, az A és B kétdimenziós mátrixok

C = AB
szorzatát a

C*z= 2 AkmBmt 8.2-6
ni

egyenlet tel definiáljuk.
I láng,súlyozzuk, hogy a szorzási szabály a két mátrix közelebbi indexeire tör

ténő összegezést ír elő.

km ml
t____________ t .

I
összegző index

Mivel az első index a mátrix sorait, a második index a mátrix oszlopait jelöli, 
1 8.2-6 definíciót röviden sor—oszlop szorzásnak szokás nevezni.

Az AB szorzási művelet csak abban az esetben végezhető el, ha A második 
ndexe ugyanannyi értéket vesz fel, mint B első indexe.

8



A l ddhlll'll/IÓs |nii(llXi4 '<>1 l-.il .lllahllnill III III k i illinillllltiv müveid 1'7 II
■ l> llnli ló kii/vdli n kovdkf/métiyc. mivel i i gyík inátilx Hornit n másik ősz 
InpnlVIll ki ll S/ol O/llllllk, lllHZ.CH II

Hl 2 

m- I

kili'lcbi n ,i közeli indexre kell összegeznünk. A szorzási műveletet definiál
hatnánk ágy is, hogy a kommutativitás fennálljon. A

2 AkmBim 
m- 1

i.lop oszlop szorzási definíció már kommutatív műveletekre vezetne. Az ál- 
hilmik elfogadott szorzási szabály azonban alkalmasabb objektív összefüggé- 

11 lenására. A bevezetésben tárgyalt forgatások esetén például két forgatás
■ i", iiiiisntánja általában függ az egyes forgatások sorrendjétől. Ezért ez a mű- 
vi lei eppen a nem kommutatív szorzási szabály segítségével írható le helyesen.

\ szorzási szabály közvetlen következménye, hogy a nullmátrix és tetszőleges 
in.iii ix szorzatának eredménye ismét a nullmátrix

0A=0.

A kvadratikus mátrixok körében célszerű bevezetni az

8.2-7

• l< mi kkel rendelkező E egységmátrixot. Az így definiált mátrixra ugyanis fenn
áll. hogy tetszőleges A mátrixszal szorozva:

EA = AE = A. 8.2-8
\ mátrixszorzásra vonatkozóan érvényes az asszociatív, valamint az össze

ül .r.i a és szorzásra vonatkozóan a disztributív törvény.
asszociatív törvény érvényességét a következő módon láthatjuk be. 

I egyen
P = (AB)C.

A szorzási szabály ismételt alkalmazásával a P mátrix elemeit a

Pkl= 2 (AB),„Co/= 2 í 2 Ak„,B J Col
o o \ m )

i-»i innia határozza meg. A szummázások sorrendje azonban felcserélhető, így

2 Akm 12 2 A„.(BC)m/,
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.uni viszont .1/ \( ll< I wi icndii .>i iU ■ i«ilnit'm i‘vei ionos lehat lihnl|iik, 
hogy

I’ (AB)C A(IIC) AIK . 8.2-9
vagyis a szorzat felírásakor .1 zárójel hasznai.ilatól eltekinthetünk.

Hasonló módon látható be az

A(B + C) = AB + AC 8.2-10

disztributív törvény érvényessége is, ezt azonban az olvasóra bízzuk.

8.2.4. Egy- és kétdimenziós mátrix szorzata

A művelet a később tárgyalásra kerülő általános mátrix—mátrix szorzás spe
ciális esete. Fontossága miatt azonban külön is tárgyaljuk.

Az egy- és kétdimenziós mátrixszorzatot is a forgatások vizsgálatakor talált 
ősszel üggések általánosításaként vezetjük be. Megállapítottuk, hogy az a vek- 
loi a* elforgatottjának komponenseit az

al=íoklat 8.2-11
z=i

lm innia segítségével határozhatjuk meg. A 8.2-11 összefüggés általánosításával 
az

a = <7j.. .aN
(2)

/V komponensül mátrix és az A kétdimenziós mátrix

b = Aa
szorzatának elemeit a

= 8.2-12 
összefüggéssel definiáljuk. 1

< élszerű a definíciót arra az esetre is kiterjeszteni, amikor az egydimenziós 
matrix az első tényező.

A
b' = aA

szorzat elemeit a

b'k= 2 aiAlk 8.2-13
1=1

kifejezéssel definiáljuk.
Általában b^b', tehát

X)

Aa#aA, 8.2-14



11' < / ii művi h l will I i>mmiilnllv
I i miiill ii/<1111u111 iiz

u(Ab) (itA)li 8.2-15
111. Imiin ii veil iinszoa lativllás. A bizonyítás cél|aból írjuk ki a 8.2-15 bal olda
lán /< icpló szorzatot komponensekben:

2"a(2'4aJ’J 5 2M*A- 8.2-16
A I I / A I Hl í

M ' Ki ban a szummázás sorrendjét felcserélve, a

3 ( 32 M 2 akAkm m—1 U |

s/oi/nlhoz jutunk, ami éppen 8.2-15 jobb oldalával egyenértékű. A 8.2-15 
h . ..■<>« lalív törvény miatt a szorzatot zárójel nélkül is felírhatjuk, tehát

a(Ab) = (aA)b = aAb. 8.2-17

Az egy és kétdimenziós mátrixok szorzására fennáll az

A(a + b) = Aa +Ab, I
(a + b)A = aA + bA, j 8.2-18

valamint az
(A + B)a = Aa + Ba, ill. a(A + B) = aA + aB 8.2-19

rí leiemben vett disztributivitás is.
I /éknek a törvényeknek az igazolása a 8.2-18 és 8.2-19 összefüggések kom

pi meiiscnkcnt történő kiírásával egyszerűen végrehajtható.
Végül még egy, a mátrixok egyenlőségére vonatkozó tételt bizonyítunk.
Megjegyezzük, hogy két mátrix szorzata egyenlő lehet a nullamátrixszal, 

tehát
AB = 0

nkk<>i is, ha A#0 és B#0.
Példaként említjük az

t ;il-i H :i
<<zoi zatot.

I la azonban
AX = O,

minden olyan X-rc, amelyre a fenti szorzat értelmezhető, akkor ebből A = 0
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múl kövdke/ík I leld helyeit egy husonló tételt bizonyltunk, ti, hu

xAy 0

minden v és y-ra, amelyekre a lenti szorzat éi lelmezhetö, ukkoi

A 0.
Valóban, ha A egy NxM-es mátrix, akkor x-nek N, y-nak M komponense kell 
hogy legyen. Minthogy 8.2-20 minden x-re és y-ra érvényes, x-et megválaszt
hatjuk úgy, hogy az n-edik komponense 1, a többi 0, y-t pedig úgy, hogy m-edik 
komponense I, a többi 0. Legyen

= (fc=l, 2, .. .,7V),

ym=b!m (/=1,2,
tehát

xAy= 2 bk„Akfilm= A„m = Q.
k. I

I la az n 1,2, ..., N és m= 1, 2, ..., M eseteket sorba vesszük, látjuk, hogy 
minden d,„„-nck el kell tűnnie, azaz A = 0.

Hasonló módon belátjuk, hogy ha tetszőleges x, y-ra

xAy = xBy, 8.2-21
akkor

A=B.

1 Jgyanis 8.2-21-bői és a disztributív törvényből következik, hogy

x(A-B)y = 0,
tehát

A —B=0
és

A=B, 8.2-22

vagyis 8.2-21-ből 8.2-22 valóban következik.

8.3. A transzpozíció

A
b = aA 8.3-1

szorzási műveletet komponensenként kiírva a 8.3-1 formulához jutunk,

bk=^atAlk. 8.3-2

t ekintsük a B mátrixot, amelynek elemeit a

8.2 20

>>2



«*/ Allt (A./ 1.2. ) 8.3-3

iv.'./i I üggés <lclitiiíil|a.
A II mnlilxot tehát úgy kapjuk, hogy A sorait és oszlopait felcserélj ük. 
KI I at K. 1-2-be beírva, a

\ ZBkla, 8.3-4
/

o.-..-< függést kapjuk. Az a, és Bkl értékek itt minden további nélkül felcserél
ik lök . hiszen ezek már számértékeket jelölnek.

I chát
b = aA = Ba, 8.3-5

■ np yi■. a ból h úgy is előállítható, hogy a-t a B mátrixszal jobbról szorozzuk. 
\ II mátrixot az A mátrix transzponáltjának nevezzük, és a transzponált jelö

lését e a
B = A 8.3-6

h I. >li st használjuk. A transzponált mátrixra általában érvényes, hogy

aA = Aa. 8.3-7

A ih linícióból az is következik, hogy ha 8.3-6 fennáll, akkor

B = A. 8.3-8

\ ismételt transzponálás tehát visszavezet az eredeti mátrixhoz, vagyis

Á = A.

I nyilvánvaló, hiszen a transzpozíció a sorok és oszlopok felcserélését jelenti, 
i nz ismételt csere az eredeti állapotot állítja vissza.

H I I Néhány speciális mátrix

V nnmetrikus mátrixoknak nevezzük az olyan mátrixokat, amelyekre

^*.7—zl/A (/, k = 1, 2, 3).

Szimmetrikus mátrixok esetén tehát

A = Á,
és így tetszőleges a esetén

aA = Aa.
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A N/linmrtrlkin mrttrlx xpeclAllil mH* iw ihi illiiponiMniAlrlx. IViinonilhmlh 
rlxnuk nevezzük 11/ olyan mátrixot, iiimlyiirk drnn’l 11 föátlóbcli elemek ki
vételével eltűnnek, felnit

Daz-DA,. 8.3-9
illetve részletesen

£>, 0 ... 0 
0 ' D2 ...

0 ............ DN

A már megismert E egységmátrix a diagonálmátrix speciális esete, hiszen 
Ekl= ^kl-

8.3.2. A transzpozíció szabályai

A mátrixokkal való számolás szempontjából igen fontos az összeg- és szor
zatmátrixok transzponáltjának kifejezése az eredeti mátrixok elemeivel.
~ Legyenek Akl, Bkl, Ckl rendre az A, B, C mátrixok elemei. A C = A + B mátrix 
C transzponáltja ~

C A + B — A — B,

hiszen komponensekben kifejezve:

Cki—Ak/+Bkl,

Cki=Cik = Alk + Bik = Aki+ Bkl. 8.3-10

Az A és B mátrixok C —AB szorzatának transzponáltjára pedig fennáll, hogy

C = (AB) = BA.

8.3-11 bizonyítására írjuk fel C-t komponensekben

Ckl~ 2 ^km^mh
ni

Cki=Clk= AimBmk.
m

Ha a 8.3-12 szummában transzponáltakra térünk át,

Ckl= 2 AmiBkm= 2
m rn

8.3-11

8.3-12

8.3-13

94



U I 11 egymórlékfl Hill yyrl N/m/nl Ir|Al Irhát ágy kupink, hogy 
it hhtyr/Ak trimszponállJiiH fordított Hoririulhcn hMMzoworozzuk,

I szabályt li'lNZÖlcgCN N/nniii mátrix Nzorziiláru kiterjesztve, azt kapjuk, hogy 
ha

A PQ...S, 8.3-14
akkor ~

X S...QP, 8.3-15

vngyl*. egy szorzat transzponálja megegyezik a tényezők transzponáltjainak for
dított sorrendben vett szorzatával.

8.4. Szimmetrikus és antiszimmetrikus mátrixok

A szimmetrikus mátrixokat az
A = A 8.4-1

összefüggéssel definiáltuk.
Antiszimmetrikusnak az olyan mátrixokat nevezzük, amelyekre fennáll, hogy

B - B. 8.4-2
I tclinició szerint tehát

^z=-5/a. 8.4-3

A definícióból következik, hogy. Bkk = 0, tehát az antiszimmetrikus mátrix 
dlngonális elemei eltűnnek. Tetszőleges A mátrixból egyszerűen képezhetünk 
szimmetrikus és antiszimmetrikus mátrixokat. Tekintsük ugyanis a

B = A + A 8.4-4
ÓM

C = A —A 8.4-5
mátrixokat.

A 8.4-4-ben szereplő B mátrix Bk/ elemei a

Bkl= Akl+ Aki= Ak/+ A/k

formulával határozhatók meg. Leolvasható, hogy

Bki= B/k-

A
B = A + A

mátrix tehát szimmetrikus mátrix. Hasonló módon belátható, hogy a C mátrix 
antiszimmetrikus.

A fentiek alapján adódik, hogy tetszőleges A mátrix egy szimmetrikus és egy 
untiszimmetrikus mátrix összegére bontható.
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I JgynnlN

A (A I A) I (A X), 8.4-6

ahol a jobb oldal első tagja szimmetrikus, a második tagja pedig aiitiszimmet 
rlkus mátrix.

8.5. A diadikus szorzat

Legyen a egy N komponensű, és b egy M komponensű mátrix, a és b diadikus 
szorzatának nevezzük és

A = aob-vei 8.5-1

jelöljük azt a mátrixot, amelynek komponensei az

Akl^akbl (k = 1, 2, ..., A; /= 1, 2, ..., M) 8.5-2

mennyiségek. Itt ak és b, a és b komponenseit jelentik.
A definícióból következik, hogy egy A mátrix és az aob mátrix szorzatára 

fennállnak az
A(aob) = (Aa)ob 8.5-3

és az.
(a o b)A — a ö (bA)

összefüggések. A c egydimenziós mátrix és az aob mátrix szorzatára pedig az 

(a o b)c = a(bc) 8.5-4
és

c(aob) = (ca)b
összefüggések, hiszen pl.

[(aob)c]t= 2 akbfii=ak 2 blcl = [a(bc)J.
/ l

8.6. Több dimenziós mátrixok szorzása

A szorzási művelet általánosítása céljából először a diadikus szorzást általá
ra) 

nősítjük. Ezt a műveletet a mátrixok direkt szorzatának nevezzük. Az A és
(ni)

B mátrixok
(n+m) (n) (ni)

C = A o B
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(Ml HI )
ilh 11 i s/< >i /it | fi 11 n/( ii <' 11 till 11 x« > I <i I |(i k, ii mely nek elemeit n

8.6-2

lii-.n Hippi-. hat.no/za meg. A definícióból látható, hogy a direkt szorzás tetsző- 
1.1- dinien/,iójú és az indexekben tetszőleges értelmezési tartományú mátrixok 
kim Ih n elvégezhető. A direkt szorzás eredményeként mindig olyan mátrixhoz 
lmunk amelynek dimenziója a tényezőmátrixok dimenzióinak összege.

I mluitó az is, hogy az n=* 1, m — 1 eset megegyezik az egydimenziós mátrixok 
« '• le|e/.ctbcn definiált diadikus szorzatával.

Vizsgáljuk meg most, hogy milyen módon általánosíthatnánk a többi mátrix- 
»o.i/ii'il műveletet. Az eddig bevezetett szorzási szabályok a következők:

(Dó)
a b = 2 akbk,

k

(1)(2)
( a A)/ = 2 ak^kb

k

(2)(1)
(A a ~)k= 2 ^kiab

i

(2) (2)
(A B\;= 2

8.6-3

\ s/or/ási szabályok közös vonása az, hogy a tényezőket mindig az egymás
ig- legközelebb fekvő indexpárra kell összegezni.

i inu k a szabálynak közvetlen általánosításaként például az

(3) (3) (4)
A B = C

■ >i /nt elemeit a

<4) (3) (3)
(-'kinin B 2 AkisBsmn

s
8.6-4

függéssel definiáljuk.
Műhibán egy m és n dimenziós mátrix szorzata definiálható úgy, hogy egy 

m i n 2 dimenziós mátrixra vezessen. Az eredményben az egyes elemek in
i' n il ii szorzó első tn— I indexe és a szorzandó utolsó ií— 1 indexe adja meg.
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A (HI I » 3) I •Hill I

( A II
szorzat elemei a , v< n

( I, I... nr i O. I ny ’* t‘>

nt—1 n— I ' ni I n I

számok, ha A elemei zfA/ ,,,,, B elemei pedig /í,,r . voltak.
Az így definiált mátrixszorzás és a direkt szorzat között érdekes kapcsolat 

állapítható meg. A mátrixszorzat ugyanis a direkt szorzatból úgy kapható meg, 
hogy a szorzó utolsó indexét és a szorzandó első indexét egybeejtjük, majd ősz 
szegezünk az egybeejtett indexpárra. Tehát az A, B mátrixok szorzatának ele 
meire fennáll a

(") (m)

Cki...z= 2 (A ° B \i...ssq...z= 2 J^ki...s^sq...z 8.6-3
í 5

összefüggés. A művelet természetesen csak akkor végezhető el, ha az egybeejtett 
indexek értelmezési'tartománya megegyezik.

főbb indexpár egybeejtésével, majd szummázással további szorzási művele
teket is bevezethetünk. Háromindexes mátrixok esetén például az

(3)(3) (2)

((AB))=C 8.6-6
szorzat elemeit a

Ck[= 2 AkstBlsl 8.6-7
st

összefüggéssel definiálhatjuk. A szummázást először a legközelebb fekvő index
párra, majd a megmaradó legközelebbi indexpárra kell elvégezni. A jelölésben 
a kettős zárójel arra utal, hogy két indexpárra kell összegezni.

Általában tetszőleges mátrix esetén két indexet egybeejthetünk, majd össze
gezhetünk rá, ha az indexek értelmezési tartománya megegyezik. Ezt a műve
letet kontrakciónak nevezzük. Tehát

(n 2) N (n)
^kl...z= 2 ^kl... s ...s'...z •

n—2 index 5—5—1 n index

Kétdimenziós kvadratikus mátrixok esetén például a kontrakció eredménye
ként a főátlóban álló elemek összegét kapjuk. Ezt az összeget a mátrix spurjának 
nevezzük.

N

2 zfAA = spurA. 8.6-8
r- 1

A 8.0 3-ban felsorolt különböző típusú szorzatok mindegyike a direkt szorzat 
kontrakciójaként fogható fel.
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9. I loinogén lincíiris liiiiiszfonnációk
inál ri x rcptc/.vi H áeió j;i

\ K pontban kifejtett mátrixalgebra alkalmas a lineáris operátorok ezek 
ko/oti az ortogonális operátorok tulajdonságainak kifejtésére.

I i gyen A egy lineáris operátor. Az
S=Aa 9.1

I tigpest a X reprezentációban az

<5*=2-4*z«z 9-2i

loimulával, ill. a mátrixszorzást jelölést felhasználva, az

á — Aa 9.3
I • plattéi fejezhetjük ki, ahol az A = ’Z(A) az a mátrix, amely az A operátor JC- 
Ih li o prezentációja. Két lineáris operátor egymás utáni alkalmazását mátrix
nő a/al segítségével fejezzük ki.

I egyen
á = Aa és | = Ba.

Al koi a X reprezentációban

á = Aa és á = Bá = B(Aa),
Ilit Ive

B(Aa) = (BA)a = Ca, 9.4
ulti >1

C = BA.

A mátrixszorzási szabály értelmében tehát

m
vagyis az A, B transzformációk egymásutánját egy C transzformáció helyette
síti. ahol

C = 2(C),
a yis <' Zf-bcli reprezentációja a B és A operátorok B, A reprezentációjának 

mali ixszorzata.
Megállapítható még, hogy az egy- és kétdimenziós mátrixok szorzatára fenn

üli a/
Aa aA 9.5
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ÖNHZCl IIIT.é'i, IllVl II
(A il 2j * /(0 . ’, * C I /* <11 0* ■

/ I

ru 
Amennyiben A és a lineáris operátor, ill vektől reprezentációja, akkut A 

annak az A operátornak a reprezentációja, amelyre teljesül a

b(Aa) = a(Ab) 9.6
összefüggés. 9.6-ban a zárójelezés az operátor és a két vektor szorzásának sor 
rendjét szabja meg. Látható, hogy ez a sorrend nem változtatható meg.

9.1. Az ortogonális transzformációk reprezentációja

Az ortogonális transzformációk a lineáris transzformációk különleges esetét 
képviselik. Leírásukra tehát alkalmas a fenti módszer. A O ortogonális operá 
tor reprezentációja legyen

0 = ^(0),
ahol

Ofc/=e(fc)e<'>* (tt, 7=1,2, 3).
Itt ed>* az e(/) alapvektor O szerinti elforgatottja.

9.1.1. Az ortogonalitási relációk

9.5-ben A helyett O-t írva, a JC reprezentációban

a* = Oa = aO, 9.1-1
vagy O-t egy b vektorra alkalmazva,

b* = Ob = bÖ. 9.1-2
Az () operátornak sajátossága azonban, hogy

ab = a*b*.

A K reprezentációban ez a szorzat 9.1-1 és 9.1-2 felhasználásával az

a*b* = aOOb 9.1-3
alakot ölti.

Minthogy 9.1-3 tetszőleges a, b vektorra érvényes, 8.2-21 szerint

OO = E. 9.1-4
I //el az ortogonalitási reláció 7.5-10 által kifejezett formájához jutottunk.



'• I ’ A/ mvi t / 11ans/loiini'ii-h'»

A/ 01 togoniillfiisl icliicló segítségével egy <) opeiáloi filial definiált elforgatás 
un ploidllotl|iit is leu li.il juk Szoiozztik '> I I ct () val balról, azt kapjuk, hogy

Ön* OOa,
ii hal 9 I ’I segítségével

a Oa* 9.1-5
vagy

a = a*O. 9.1-6
I ellát amennyiben O '-nek nevezzük azt a forgatási operátort, amely az O 

I'ugatást visszaforgatja, akkor
K(Q ')=Ö, ha ^(O)=O. 9.1-7

X, Inverz forgatást tehát a JC rendszerben az egyes forgatási operátorok O rep- 
o m nlációinak O transzponált mátrixa reprezentálja.

S/oi ózzuk 9.1-5-öt O-val balról, azt kapjuk, hogy
Oa = OOa*, 9.1-8

a luit 9.1-1 segítségével
a* = OÖa*. 9.1-9

9 I 9 minden a* vektor a* reprezentációjára érvényes (hiszen minden a* vektor 
egy megfelelő a = O 'a* vektor elforgatottja), így tehát 9.1-9-ből következik, 
hogy

OO = E. 9.1-10

9 I 10 hasonlít 9.1-4-hez, de valójában más összefüggéseket reprezentál. Erről 
meggyőződhetünk, ha 9.1-4-et, illetve 9.1-10-et komponensekben írjuk fel. 
I Igyimis 9.1-4 szerint

2^9m^Om/ = ^kb

Illetve 9.1-10 szerint
2 OkmOlm— &kb
m

n h it az egyik esetben az első, a másik esetben a második indexpár szerint kell 
o .szegezni. A 9.1-4 és 9.1-10 összefüggések azonban nem függetlenek — hiszen 
a,- utóbbiakat az elsőkből levezettük.

Az ortogonalitási relációk csak hat független összefüggést adnak a kilenc 
<' ci ték között. Kézenfekvő tehát, hogy az ortogonális mátrixokat három füg- 
gcllen paraméter segítségével határozhatjuk meg. Egy ilyen paraméteres elő
állítást korábban már megadtunk.

Megjegyezzük még, hogy a fentiek szerint éppen a 9.1-4, illetve 9.1-10 össze- 
I llggések azok a szükséges és elégséges feltételek, amelyeket egy lineáris operá-
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lói lepii /entái iópinak ki kell elégítenie ahhoz, hogy oltogoluills opei atol l 
írjon le.

Továbbá, minthogy a skaláris szorzatból indultunk ki, a 9.1-4, illetve 9.1 Ki
nek eleget tevő operátorok forgatást vagy tükrözést jellemeznek.

9.2. Két elforgatás egymásutánja

Legyen
a* = Oa, a** = Pa*, 9.2-1

tehát az a-ból a*-hozjutunk, ha először O szerint, azután P szerint forgatunk. 
'Z-beli reprezentációban tehát

a* = Oa, a** = Qa, 9.2-2
ahol

Q=PO
és

0 = ^(0), P-=ÓT(P)

az O és P operátorok reprezentációja. Minthogy O, P ortogonális operátorokat 
reprezentál,

PP = OÖ = E, 9.2-3
viszont 9.2-2 szerint __

Q = (PO) = ÖP,

QQ = POOP = PP = E,

tehát Q is ortogonális operátor. Két forgatás egymásutánja tehát ismét forga
tást hoz létre. Ez az eredmény magától értetődő, így megfontolásaink ellent
mondásmentességét támasztja alá.

10. Permutációs operátorok

10.1. A csoport fogalma

Az előző pontban az ortogonális mátrixok tulajdonságaival foglalkoztunk. 
Megállapítottuk, hogy

a) az ortogonális mátrixok szorzata ismét ortogonális mátrix;
b) ív/, ortogonális mátrixok szorzása asszociatív művelet;
c) az E egységmátrix is ortogonális mátrix;
</) minden ortogonális mátrixnak van inverze, úgyhogy
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<>(> I . <»() I

A lenti <i), I'), c), <l) tula|doiisagok kal •.zok.is .1 cM>i><>rl logahn.il dclmlálm. 
A< általános definíciót így fogalmazzuk

I egyenek </, b, c, .. . egy (> halmaz elemei, amelyek kozott értelmeztünk egy 
imlo lelct. A műveletet a továbbiakban szoizasnak nevezzük, és pl. az a és b 
> h m< I szói zalai r/ű-vcl jelöljük. A (> halmazt csoportnak nevezzük, ha teljesül 
ml a következő axiómák :

1 Amennyiben a és b G eleme, akkor
ab—c 10.1-1

i. in k egyértelműen meghatározott eleme.
2 A művelet asszociatív, azaz

a(bc)=(ab)c. 10.1-2

' I élezik egységelein, azaz G’-nek van olyan e eleme, amellyel tetszőleges \ 
• l< met szorozva, az x elemet kapjuk eredményül:

ex=x. 10.1-3

I <> tartalmazza tetszőleges a elemének inverz elemét. Az a elem b inverzét a
ba = ab=e 10.1-4

ttak/elüggés definiálja.
A 10.1-1, 10.1-2, 10.1-3, 10.1-4 összefüggéseket csoportaxiómáknak szokás 

nevezni.
Hangsúlyozzuk, hogy a szorzási művelet kommutativitását nem kötöttük ki 

Amennyiben még ez is teljesül, akkor a csoportot Abel-féle vagy kommutatív 
....portnak nevezzük. Láttuk, hogy az ortogonális mátrixok, illetve transztól 
mm lók csoportot alkotnak.

10.2. A permutációs csoport

I i'< iimittíció fogalma

I egyen A, B, C, . . S n db elem, amelyet n helyre helyezünk el úgy, hogy 
minden helyre csak egy elem kerüljön. Az A, B, C, .. ., Selemekből ily módon 
\ 1 számú különböző elemsorozatot hozhatunk létre.

Induljunk ki az elemek egy megadott sorrendjéből:

A B S

1 2 3 . . . n
10.2 I
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I’iiinulídúsiiiik nevezzük n/l a nidvrlrlrl iimlkoi egy ndoll sniifiidü elem 
sorozatot dhi'iiiIi mik, s így az eledelt elemek egy másik sorrendiéhez tiltunk 

így a permutálás clcmsoroziitokra éi icliiiczcll opciáció. A permutációs ope 
rátört úgy jellemezhetjük, hogy megadjuk, hogy az egyes helyeken levő eleme 
két milyen más helyekre viszi át.

Egy permutációs operátor megadható például az alábbi téglalapmátrixszal

2'
2 ' ... 10.2-2

ahol az egymás alatti számok azt jelentik, hogy ez az operáció az első helyen ál 
ló elemet az 1a második helyen álló elemet a 2' stb. helyekre viszi át.

Amennyiben megállapodunk abban, hogy az átrendezést mindig az 1, 2, . . ., 
n sorrendben adjuk meg, akkor a fenti P permutációs operátort már az alsó

1', 2', ...,n'
is jellemzi.

Azonban nem mindig célszerű az a jelölés, ahol az eredeti sorrendből indu
lunk ki; vegyük például négy elem egy permutációjának

P = fi 2 3 41
|2 3 4 11 10.2-3

átrendezését.

Erre a permutációra jellemző, hogy az első helyen levő elemet a második 
helyre, a második helyen levőt a harmadik helyre visszük stb. E permutációt 
azonban például így is jelölhetjük:

P=P 341b
(3 4 1 2j ’ 10.2-4

a 10.2-2 és 10.2-4 jelölések nyilván ugyanazt a permutációt jelzik. így 10.2-3 
helyett írhatjuk azt is, hogy

b 
b' 10.2-5

ahol az a a', b b' párok az 1 1', 2 2' párokkal azonosak, tehát csak az oszlopok 
sorrendjét változtattuk meg. A permutáció 10.2-5 szerinti jelölése n utasítást 
jelent; ezeket az utasításokat különböző sorrendben is megadhatjuk, és így ju
tunk a 10.2-4 jelöléshez.

N elemen értelmezett permutációs operátorok N\ elemből álló csoportot al
kotnak. A 10.1-1, 2, 3, 4 csoporttulajdonságok a következő módon teljesülnek:
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I I egyen I’ i ■. <,> I <1 11I1<11<I< /••*» 1 Hit 1 1 iiiloll <<11<11<I< I előszói I* s/cilnl, 
■on inn 1 ipy Í1I1 endc/cll soil <J s/< 1 Ini 1 < inh ül it. ijiy 111 nlit -i idézést klipünk, 
iiiiielycl R n i lelölhetünk

\, eiedellleg az 11 edik helyi n levő elein előszói ,1/ n' edik helyre jul A 1111'1
■ III. átiendczéshcn pedig, ez az clem 11/ ii cdlk helyről az 11" edik helyié kerül. 

A l < l átrendezést egy lépésben is végrehajthatjuk úgy, bogy az 11 edik helyen 
l< elemei rögtön az n''-cdik helyre visszük.

h 11.11 |iik lehal, hogy

(1 ... n . .. /VI í1' 2' • .. n' . .. N' ||r ........' . .. /VJ’ y~(l" 2" . .. n" .
.. IV-I

„ Í1 2 AZ .. N
R r 2" . n" .. N

A R permutációt aQésP permutációk szorzatának tekinthetjük.
? A permutációk ilyenfajta egymásutánjára érvényes az asszociatív törvény. 

Ihiiom egymás utáni átrendezést (P, Q, R-et) ugyanis kétféle módon lehet kél 
l< i" ben végrehajtani. A P-t és Q-t összevonva, egy

S = QR
iilK iidc/ést kapunk; ezt végrehajtva, majd a harmadik átrendezést alkalmazva, 
11 ve g, leges

T = RS = R(QP)
><011 endhez jutunk.

\ I sorrendet úgy is elérhetjük, hogy először a P-nek megfelelő átrendezési 
li i|l |uk végre, azután pedig az (RQ) = U kombinált átrendezést, tehát

T = P(J=(RQ)P,
vagyis

T = R(QP)=(RQ)P.
' I gységelemnek azt az átrendezést vesszük, ahol semmi sem változik, tehát 

így PE EP = P, hiszen E nem változtat a sorrenden.
I Minden permutációnak létezik inverze, hiszen minden átrendezési vissza 

r. 1 elidőzhetünk. A visszarendezést az eredeti permutáció reciprokának nevez 
/ük.

1 P és Q . ebben a fejezetben a P és Q permutációs operátorok egy reprezentációját jclcnll, 
ami icgl.ilapmátrix is lehet. A reprezentációk szorzatát azonban most nem a szokásos mátrixszorzás- 
■nil kell képeznünk.
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Vagy In, ha P i 
áll. Ichát

• ii1 átmeneteket tartalma/, nkkm P 1 a/ n' - ii átmenetekből

1 2 . . A . ... íl' 2' ... A'lp _
1’2' . . N' é’ 1 1 2 ... A ’

Látjuk tehát, hogy a csoporttulajdonságok értelmezhetők és érvényesülnek. 
Az asszociatív törvényből következik az alábbi Fontos tulajdonság.
Legyen P 1 és Q 1 a P, ill. Q permutációk inverze. Tehát

pp i = p lp = E

QQ 'QQE.
Akkor

QP = R
-bői következik, hogy

R i=P 1Q i,
hiszen jobbról szorozva R-rel,

R 'R = (P Q )(QP) = P (Q Q)P = P 'P = E.

Több tényezőre kiterjesztve, azt is kapjuk, hogy

(PQ...S) ' = S '...Q 'P *.

Példaként az N = 2, 3 esetet tárgyaljuk részletesebben.

10.2.1. Kételemű elemsorozatokon értelmezett operátorcsoport

Az A, B elemekből két különböző sorrendű elemsorozat képezhető:

A, B és B, A.

Ennek megfelelően két permutációs operátort értelmezhetünk: Ezek, a fenti 
mátrixjelölést alkalmazva,

Pi az elemek eredeti sorrendjén nem változtat, P2 pedig a sorrendet felcse
réli, tehát106



I%(.4, ID- 1 4. /Ö.
Pj(4, ID- (II. .4).

A permutációk N/.orzótábli\Jn lehal n következő:

Pl p»

p, p. p2

p2 p2 Pl
A/ cgységelem az E = P,, hiszen nem változtatja meg az adott sorrendet.

Mind P(-nek, mind P2-nek önmaga az inverze, mert a fenti tábla értelmébfen

P]P! = E, és P2P2=E.

|0 2.2. Háromelemű elemsorozatokon értelmezett operátorcsoport

A következőkben az A, B, C elemekből alkotott elemsorozatokon értelme
zett permutációs operátorok tulajdonságaival foglalkozunk. Minthogy három 
i Imi hat permutációt tesz lehetővé, ebben az esetben már hatféle különböző 
operátort definiálhatunk.

I veket az operátorokat a már használt téglalapmátrixokkal egyenértékű, de 
lukkal szemléletesebb geometriai ábrázolásmód segítségével állítjuk elő. Egy 
operátort pl. a 10.1. ábrán látható sémával reprezentálhatunk. Ez azt jelenti, 
hogy a kérdéses operátor egy tetszőleges háromelemű elemsoro- 
zalot transzformál úgy, hogy az első helyen álló elemet a harmadik . ——
helyre. a második helyen állót az első helyre, a harmadik helyen 
állót pedig a második helyre viszi át. A nyilak jól szemléltetik ------------
M helycseréket. A geometriai ábrázolásmód segítségével egyszerűen io.i. ábra 
meghatározhatjuk két operátor szorzatát is, tehát két egymás utá
ni elemesére eredményét (10.2. ábra).

Még jobban látható az elemek átrendezése, ha rep
rezentációikat egymás alá rajzoljuk. így az operáto
rok szorzata a 10.3. ábra segítségével szemlélhető. 
A lehetséges hatféle operátort a 10.4. ábra szerinti sé
mák szemléltetik.

10.2. ábra

A/ operátorok ábráiból látható, hogy a P, operátor nem változtat egy adott 
vlemsor sorrendjén, P2, P3 és P4 pedig egy elemei a helyén hagy, a másik kettő 
loirendjét pedig felcseréli. 107



IO..Í. ábra

Izeket 11/ operdloiokni amelyek < sak kél < lcm s<>i 
rendjét cseiéllk lel /ni/ívpo.'/e/dv opeiátoroknak ne 
vezzük. A P, cm Pft operátorok az eleinek sorrendjei 
ciklikusan változtatják.

Az operátorok szorzata a lentiekben ismertetett
grafikus eljárás segítségével egyszerűen meghatározható. Példaként még a P,és 
P(, operátorok négyzeteit és szorzatát határozzuk meg (10.5. ábra).

X X

-■-XX

I lasonló módon határozhatjuk meg a többi operátorok szorzatát is, s ennek 
eredményeként a

PaP/
/ 

k
1

1 2 3 4 5 6

E=P, P2 P3 P4 P5 P6
2 P2 E = P, P5 P6 P3 P4
3 P3 P< E = Pt P5 P4 P2
4 P< P5 P6 E = P, P2 P3
5 P5 P4 P2 P3 P6 E = P,

6 P6 P3 P4 P2 E = P( P5
táblázathoz jutunk.
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A lulilá/nl (iliip|im 11 i<p it 11111 • 1111411 <>. hogy < /< k n/ opcniioiok valóban csopoi 
|i it illk i it I III k .

Vt gyük cszic ini )', hogy .1 P,, P„ l\ opciálorok kihagyásával az eredeti cso- 
|'"i| rgy (l’i E, l’„ !’„)

/
A Pi E P5 Pb

P,=E E P5 Pb

P5 P5 Pb E

P6 Pb E P5

ni, riportjához jutunk.

10.3. Az N elemű permutációk néhány tulajdonsága

A permutációk gazdag elméletéből csak egy, a továbbiakban szükséges tételre 
n i link ki. Kimutatjuk, hogy N elem NI permutációját egyértelműen két, egy- 

<11.ml NI elemet tartalmazó részre választhatjuk szét. Az egyes részekhez tar

in,ó elemeket az elem páros, ill. páratlan permutációinak nevezzük.

Hl II. Transzpozíció és szomszédcsere

l'gy permutáció során nem szükséges, hogy a cserékben minden hely részt 
■ < gyen. Az operáció egyértelműen megadható akkor is, ha csupán a megváltozó 
helyeket tüntetjük fel. A

Í1 2...A A+1...A)
|T 2'.. .k' k + 1.. .AJ

■ <pei;iior a rövidebb

10.3-1

■Imbólummal is egyértelműen jellemezhető. (Természetesen nem szükséges, 
hogy a megváltozó helyek az eredeti sorrendben elöl legyenek.)
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Igen fonlON szerepel látszanak azok ,i .<|» i 11<-i<>1 , amelyek két helyei lel 
lseiéinek. Ivek az. opeiátoi'ok a 10.( I epy./< iilsilell jelölés segít Népével a

I [*’ '.\ 10.3-2
v» /

szimbólummal jelölhetők. 10.3-2 tehát azt fejezi ki, hogy a /c-adik helyen elhe
lyezett elem az /-edik helyre kerül, az /-edik helyen elhelyezett elem a /c-adlk 
helyre kerül, a többi elem helye pedig változatlan marad. A 10.3-2 alakú pernm 
táviókat transzpozlcióknak nevezzük. A 10.3-2 jelölés a transzpozíciók esetén 
tovább egyszerűsíthető, a transzpozíció jellemzésére elegendő ugyanis a két lel 
cserélődő hely megadása. Ezért a továbbiakban a

T=(fc,/) 10.3-3
jelölést használjuk. Bizonyításainkban különösen jól felhasználhatók azok a 
transzpozíciók, amelyekben két szomszédos hely cserélődik. Ezeket szomszéd 
cseréknek nevezzük és

S=(fc,fc+1) 10.3-4
-gyei jelöljük.

A következőkben megmutatjuk, hogy minden permutáció szomszédcserék 
sorozatára bontható, tehát

P = S,SA_1...S„ 10.3-5

ahol >S\ szomszédcserékel, P pedig egy adott permutációt jelent.
Ahhoz, hogy 10.3-5 érvényességét belássuk, kezdjük a cseréket azzal az íi 

hellyel, amely a P permutáció alkalmazása után az utolsóvá válik. Tehát P al
kalmazása után ff-A-be kerül. Ha n<N, akkor ezt a helyet a jobb szomszéddal 
cseréljük, azután a következő jobb szomszéddal, mindaddig, míg az utolsó 
helyre jut (10.6. ábra).

Ezek után ehhez hasonló eljárással az 
A—1-edik helyre kerülő elemet visszük 
lépésenként az utolsó előtti helyre. így 
folytatva, végeredményben— ha nagyon 
sok lépésben is — elérjük a P permutá
ció által rögzített sorrendet.

Megjegyezzük, hogy a szomszédcse
rék helyett transzpozíciókat alkalmaz

va is elérhetjük a P által előírt elrendezést, és ez általában kevesebb lépést igé
nyel, mintha szomszédcserékre szorítkozunk.

Valóban, legyen
P = T,T/_, ...T„

lj-nek választhatjuk azt a transzpozíciót, amellyel az n-cdik helyet az utolsó 
A edik hellyel cseréljük fel; T2 az a csere, amellyel az így átrendezett sorrend

N

.. X
X

.... ......... X
10.6. ábra
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m< pú iéin helyét ii NOiiend V I idll hrlyvit
Vl' • ./tik (10,7 lll'lll). így IcpCSlŐI lepi It Ibii.III'.I is 
iiií'l < li>állilImi|iik ti végső sorieiulet (I iihla)

10./. Obm

|(i I Páros és páratlan permutációk
A páros és páratlan permutációk bevezetésére első lépésként megmutatjuk, 

hogy az egységpermutációt
E = SZSL 10.3-6

i síik páros számú egymás utáni szomszédcserével állíthatjuk elő. Világosabban 
I IIIjivve: alkalmazzuk egy N elemű sorra egymás után az S,, S2, . .S, szom- 
sz< <k seréket. E cserék megváltoztatják az eredeti sorrendet, azonban clőfordul- 
liiil, hogy egy bizonyos lépés után újra az eredeti sorrend áll elő. Bebizonyítjuk, 
hogy ez csak páros számú lépés után történhet meg.

Vizsgáljuk ehhez a Zr-adik hely mozgását a permutáció szomszédcserékkel 
lói lénő előállításában az egyes lépések során.

Az S| szomszédcserében olyan k^k' átmenet jön létre, amelyben k' a 
A I I, k \, k értékek valamelyikével egyenlő, attól függően, hogy k jobb 
vagy bal oldali szomszédjával cserél helyet, ill. nem vesz részt cserében.

I lasonló módon a második lépésben S2-ben olyan k'—k" átmenet következik 
h> . amelyben k" értéke

k'-\, k' + \ vagy k'

lehet.
A cseréket feltérképezve, 

megrajzolhatjuk a /c-adik 
hely „pályáját” (10.8. ábra). 
Az eredetileg Zc-adik helyen 
levő elem az n-edik lépés 
után a Zc(n)-edik helyre ke
rül. Amennyiben azonban 
10.3-6 fennáll, akkor a /<- 
adik hely változásaira felír 
hatjuk, hogy

k(0)=k, /c(l),
k(2), ...,k(L) k, 

vagyis az L-cdik lépés után 
ismét az eredeti /c-adik hely
rejutunk vissza.
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I lépesből Álló opctiu lósoiozat i pv ■■ l< |u i| ti következő sémával jelle 
me/hetök:

1. Az első lépésben az eredetileg A( I )-cdlk é./(I)<dik helyek csel élődnek lel.
2. A második lépésben az eredetileg A(.') edik e . /(.') edik helyek cserélődnek

A v-cdik lépésben az eredetileg A(v)-edik és /(v)-edik helyek cserélődnek lel

Az L-edik lépésben az eredetileg /<(L)-edik és /(L)-edik helyek cserélődnek 
fel.

A A(l), ...,/<(£) és /(l), helyek a permutációsorozat ábrázolása
alapján határozhatók meg. /c(v) és /(v) (v= 1.. .L) többször is felveheti a

és
Z(v)=Z 10.3-7

értékeket. Legyenek v = V|, v2, • • • » azon lépések, amelyekben 10.3-6 bekövet
kezik. A 10.3-7-nek megfelelő v, értékek nkl száma a A és / értékektől függ. Az 
nu értéket a permutáció ábrázolása alapján meghatározhatjuk, hiszen nkl éppen 
a A-adik és /-edik helypályák metszéspontjainak számával egyenlő. (A 10.8. 
dbrán látható esetben nÁ/=2.)

Minthogy az L lépés mindegyikében egy és csak egy pályametszés következ
het be, kell, hogy

N

2 nk,=L
k. I - 1

legyen. Az egyes nA/-ek viszont páros számok (beleértve a zérus értéket is), hi
szen tetszőleges k, I párt páros számú lépésben kell felcserélnünk, ha azt akar
juk, hogy eredeti sorrendjük visszaálljon.

I'bből azonban következik, hogy L páros.
A következőkben foglalkozzunk egy tetszőleges P permutációval. P több

leié módon állítható elő szomszédcserék szorzataként. Legyen tehát

P=S£St_1...Sl=sK_1...s1, 10.3-8

10.3-8-ból következik, hogy (minthogy s^1 =sK)

P- '=S,S2. . ,SA. ,SA..
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I fIiiU
E PP '■ SPS, 1,11Nli|.,.»x |>f. 10.3-9

Hl ' ') iiz E operától K I I. szomszédiseréből álló előállítása. Minthogy E-t csak 
pih.'s s/áinú s/.omszédcsere szorzatával lehel előállítani, ezért áttérve a K=k, 
I I jelölésre,

At-/ páros szám;
így vagy A és / is páratlan, 10.3-10
vttpy A és / is páros.

I rh.it. ha egy P permutáció előállítása a páros számú szomszédcsere szorzata, 
tiU ni a szomszédcserékből történő összes előállítása páros számú tényezőt tar- 
liilmiiz I zeket a permutációkat páros permutációknak nevezzük.

Hasonló módon következik, hogy azon permutációknak, amelyeknek van 
páratlan számú szomszédcseréből történő előállítása, minden előállítása 

páHitlan tényezőt tartalmaz.
I /eket páratlan permutációknak nevezzük.
I aljuk tehát, hogy az N elem N\ permutációja egyértelműen páros és páratlan 

p« i mutációkra osztható.
Itt látjuk azt is, hogy ha P és P' páratlan permutációk, és Q és Q' páros per

maim jók, akkor

PP és QQ páros permutáció,

PQ és P'Q' páratlan permutáció. 10.3-11

\ bizonyítást úgy végezhetjük el, hogy a PP'; QQ' szorzatokat szomszéd
id lekre bontjuk és figyelembe vesszük az asszociatív törvényt.

Megmutatjuk még, hogy az N elem /V! permutációja között pontosan 

rims, illetve páratlan permutáció található.

I egyenek rendre
Qo = E,Q„Q2, . ,.,Q„ 10.3-12

rt/ összes permutációk, P pedig legyen egy páratlan permutáció.
10 V| I miatt a

P„ = P, P, PQ1,....P, PQ„ 10.3-13

mindegyike páratlan permutáció. Ezek a permutációk az N\ permutáció összes 
p unllan permutációján végigfutnak. Ha létezne ugyanis egy P„,, permutáció, 
amely 10.3-12 sorban nem fordult elő, akkor

Q,, i = P P,, i
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olyun páros permutáció lenne, amely 10,' 12 ben nem fordult elő ellentétben 
ii kiindulással, amely szerint 10.3-12 uz önn/cn páros permutációt tartalmazza 
Látjuk tehát, hogy a páros, illetve páratlan permutációk száma azonos.

Megjegyzés: Az N=2 esetben

Pj = E páros,

P2 = (l, 2) páratlan.

Az. N = 3 esetben az eredeti sorrend ciklikus permutációi:

(1 2 3) (2 3 1) (3 1 2) páros permutációk;

a nem ciklikus permutációk:

(2 1 3) (1 3 2) (3 2 1) páratlanok.

Ebből az is következik, hogy két ciklikus permutáció szorzata ismét ciklikus 
permutáció!

10.3.3. Permutációk előállítása transzpozíciókkal

Egy transzpozíció pl. ha a k-adik helyet felcseréljük a k + n-edik hellyel: 

(1 2...k.. .n + k. ..n]T = (*,„ + «:)=|| 2 „+k k

páratlan permutáció. Ezt a következőképpen látjuk be: P-t úgy állíthatjuk elő 
szomszédcserékkel, hogy k-t k + 1-gyel, k + 1-et k + 2-vel stb. végül k + n — 1-et 
k + n-ncl cseréljük fel. így n lépésben k-\. n + k helyére hoztuk. A k + n-edik he- 
lyct, amely az utolsó csere folytán a k + n—\ helyre jutott, bal felé cserélve n — 1 

szomszédcserével hozhatjuk a k-adik 
helyre. Ezek a cserék a közbenső helye
ket visszahozzák eredeti helyzetükbe. így 
n + (n - 1) = 2n — 1 lépésben, tehát párat
lan szomszédcsere segítségével állítottuk 
elő a transzpozíciót.

Látjuk tehát, hogy a transzpozíciők 
valóban páratlan permutációk. A fenti 
eredményt n = 3 esetén az ábrán szemlél
tetjük (10.9. ábra).

Tehát (n, n + 3) öt szomszédcserével 
előállítható.

n-1 n ml n+2 n+3 n/4

10.9. ábra

X

X
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Kifejtettük már, hogy IclN/ŐIrgcN primulát ló tranupozlcldk Nzorz.Ilinként In 
Höállllhiitó. Minthogy 11 linns/pozíclók páratlan permutációk, egy páratlan 
primuládé páratlan, egy páros permutáció csuk páros szánni transzpozíciók 
*/or/,altiként állítható elő.

Izéit egy permutáció páros, illetve páratlan voltát úgy is fogalmazhatjuk, 
hogy n 

|wimutáció páros, ha / páros; páratlan, ha / páratlan. Ez a definíció egybevág 
a n/omszédcseréknél alkotott definícióval, és minden permutációt egyértelműen 
pálos vagy páratlan permutációnak minősít.

11. Lineáris egyenletrendszerek

11.1. Lineáris egyenletrendszerek felírása mátrixokkal

A 4.6. fejezetben már foglalkoztunk a háromismeretlenes egyenletrendszerek 
megoldásával. Általában egy lineáris egyenletrendszert az

11.1-1

/tHXl + /i|2X2 + • • • +^lNxN — yi 

^2\Xi+ ^22Xi + • ■ ■ +^2NXN=y2

iilukban írhatunk fel.
A 11.1 -1 rendszert többek között eliminációs módszerrel oldhatjuk meg, azaz 

♦íz egyes egyenleteket megfelelő faktorokkal megszorozzuk, majd az így kapott 
egyenleteket összeadjuk. Ha a faktorokat megfelelően választjuk, elérhetjük, 
hogy az új egyenletek nem tartalmazzák az összes ismeretlent. Ily módon lépés
iül lépésre haladva, egyismeretlenes egyenlethez juthatunk. Az eliminációs mód- 
»/vi t a mátrixalgebra segítségével rendszeresebbé (és így egyszerűbbé) tehetjük.

A 11.1-1 egyenletet az
Ax = y 11.1-2

(ormában is felírhatjuk úgy, hogy

^11 ^12

A = 11.1-3
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egy N M es inálHx, és
' h • * ' /V»

,r y i> • • ■ > ,)'m 11.1
egydimenziós mátrixok.

Abban az esetben, ha N=M, az ismeretlenek száma egyenlő az egyenletek 
számával, s ekkor A négyzetes mátrix. A következőkben csak ezzel az esette 
foglalkozunk.

Szorozzuk a 11.1-2-t egy A^xA^-es B mátrixszal. Azt kapjuk, hogy

BAx = By. ll.l '

11.1-5  teljesülése szükséges (de nem mindig elégséges) feltétel a 11.1-2-t kidé 
gítő x értékekre vonatkozóan. Egyszerűen látható, hogy 11.1-5 nem elégségei 
feltétel, hiszen a B = 0 esetben 11.1-5 semmitmondó, 0 = 0 egyenletté válik.

Amennyiben sikerül olyan B mátrixot találni, amelyre

BA = E, ll.l-í

akkor 11.1-5-ből és 11.1-6-ból következik, hogy

x = By, 11.1-1
minthogy Ex = x.

11.1-7  szükséges feltételt ad x-re. Azt azonban, hogy 11.1-7 valóban 11.1-1 
illetve 11.1-2 megoldása-e, behelyettesítéssel kell eldönteni. 11.1-1 és 11.1-7-bő 
következik, hogy

Ax = ABy.

léhát 11.1-7 akkor megoldása a 11.1-2-nek, ha

ABy = y.
Ez csak akkor igaz, ha

AB = E. 11.1-8

A megoldás szükséges és elégséges feltétele tehát egy B mátrix létezése,

AB = BA = E.

amelyre

ll.l-1

A B mátrixot, amely 11.1-9-nek eleget tesz,

B = A 1

gyei jelöljük és A reciprok mátrixának nevezzük.
I elhívjuk a figyelmet arra, hogy a

BA = E 11.1- 

cgyenlőségből nem következik automatikusan az
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All I II I II

ó>is/c| üggés Alli II) lick rli’gi I IcvA imill In >k al A bill oldali let Ipi < >k alliak, 
it 11 I I I cl kielégítő mátiIxoknl pedig A jobb oldali rcdprokulnak nevezzük.

A iccjprok mátrix explicit előállításúval n későbbiek során foglalkozunk. 
Mull csuk annyit bizonyítunk, hogy amennyiben az A mátrixhoz létezik olyan 
II mátrix, amelyre

AB = E és BA E, 11.1-12

uk km It az A mátrix egyetlen reeiprok mátrixa. Tegyük fél ugyanis, hogy B, 
u A mátrix B-től különböző bal oldali reciproka, tehát

B,A = E. 11.1-13

‘omozzuk be 11.1-13-at jobbról B-vel. A

B1AB = EB

egyenlethez jutunk. Az asszociativitás és 11.1-12 első egyenletének felhasználá- 
<>ával a

(B,A)B = BI(AB)=B1 = B. 11.1-14
I cliál

B, B.

Hasonló módon láthatjuk be, hogy A tetszőleges jobb oldali reciproka is B 
11II legyen. Tehát, ha B egyszerre bal és jobb oldali reeiprok, akkor A-nak ez 
a/ egyetlen reciproka létezik.

11.2. A determináns fogalma

Az N = M=?> esetben megmutattuk, hogy a 11.1-1 típusú egyenletrendszer 
akkor és csak akkor rendelkezik egyértelmű megoldással, ha

detA?sO, 11.2-1
Ilitől

detA= 2 11.2-2
i. k, l

Megmutatjuk, hogy az A=3 esetre vonatkozó eredmény tetszőleges N értékre 
általánosítható. A 11.2-2 definíciót az A# 3 esetekre megfelelő módon kiter
jesztve adódik, hogy az

Ax = y
egyenlet egy és csak egy megoldásrendszerrel rendelkezik, ha

det A z 0.



BelátJiik iigymih, hogy hu del A <> tel|< Hl il I m A mik egy i nnk egy rr< l|> 
i<>k mátrixa létezik, tehát ebben 11/ i ielben

x A 'y 11.2,1

i-gyértelinűen adja a 11.2-2 megoldási eiulszei él
B tétel bizonyításakor mindenekelőtt del A l kell az N / 3 esetekre definiálni 
Tetszőleges A mátrix determinánsának definíciója a következő:

detA= 2 Skl...sJ^lkJ^2l- • 11.2-4
k. I.........s

ahol k, I, ..., s olyan indexeket jelent, amelyek mindegyike az 1, .. N éllé 
keket veszi fel.

rAaz. N indexű Levi—Civita-szimbólum, amelynek definíciója:

£ kI...3

1, ha ki.. .íazl 2... N páros permutációja \
1, ha ki. . .sazl 2... N páratlan permutációja;
0, 'ha ki...s az 1 2.. .N nem permutációja.

I 1.2 •<

A lenti definíció az A 3 esetén érvényes definícióval egybeesik, hiszen három 
elem ciklikus permutációi páros permutációk. A következőkben megmutatjuk, 
hogy a 11.2-4 általánosítást felhasználva, adódik a 11.2-3 formula.

Az A 1 esetben érvényes, hogy
£1=1

és
det A = An.

A 2 esetén
fill = e22 = 0> £12=k e21=“h

tehát
det A = y4n^22 ^12^21-

Az AxA-es A mátrix determinánsa A-ed rendű homogén függvénye a mátrix 
elemeinek. Jelölésként a

y412 . ■ . AtN |

det A = I i | .
' ..................... ANN

sémát is használjuk. Ha tehát a mátrix elemeit egyenes vonalak közé fogjuk, 
akkor a mátrix determinánsát kívánjuk jelölni.

Megjegyezzük, hogy a determináns fenti definíciója nem „logikai szükség
szerűség”, hanem célszerűségi szempontok következménye. Az így definiált 
mennyiség segítségével sikerül pl. az N egyenletből álló lineáris egyenletrend
szer megoldását tömör formában előállítani (amint ezt a következőkben rész
letezzük).
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I I ' I Al evt < 'ivitn 11111 >«*>! 11111 f ula jtloilMij'ai

\ I I ? *1 definícióból a I rvi ( Ivlin ■.zlmbóhim következő lula|don.ságaihoz 
jiilhaliink

I Ila kél indexel felcserélünk, akkoi a s/lnibóluin értéke 1-szercsére vál
tozik lehat |>l.

fA/m....« rZA„>...»- 11.2-6

\ utóban, ha /</. . ..v páros (páratlan) permutációja az 1. . .zV-nek, akkor Ik.. .s 
a lianszpozíció miatt páratlan (páros) permutációvá válik, és így a szimbólum 
mite 1-ről l-re, illetve -1-ről +l-re változik. Amennyiben kl...s nem 
pei mutációja 1.. .A-nek, akkor Ik.. .s sem az, így 11.2-6 mindkét oldala zérus.

Általában fennáll, hogy

llillll
Bkl...s~Pek‘ I'm' ...s’; 11.2-7

k'l'm'. . .s' =P(k, l,m, ..., s),

irhát a vesszős indexek az eredeti indexek valamilyen permutációját képezik. 
I kkor

ha P páros permutáció, 
ha P páratlan permutáció.

11.3. A determináns néhány tulajdonsága

A determináns néhány olyan tulajdonságát elemezzük, amelynek ismerete 
.iik séges a reciprok mátrix előállításához.

Legyen A egy Akl elemekkel rendelkező mátrix. Származtassunk ebből az 
• l .o két sor cseréjével egy B mátrixot. Tehát

^1A = ^2A, ^2A = /11Aj

Alk = Blk, ha />2. 11.3-1

I nliníció szerint

detB = 2 Eki...s^ik^2i- ■ -Bns- 11.3-2

I I 1-1 felhasználásával

det B= 2 eki...s^2k^u- ■ -ANs. 11.3-3
11.3-3 helyett 11.2-7 segítségével azt írhatjuk, hogy

det B = — 2 e/A...j^i/^2A" • ■j4Ns.
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Ilii iiiiisI A helyed / et és / helyed A I hunk (ex 11 i'Nric nem ((•lent scmmll, 
hiszen / cs A összegező indexek, uiiielyi k ugyimiizukal az értékekei veszik fel), 
akkor azt kapjuk, hogy

det B dct A.
Vagyis, ha az. A mátrix első és második sorát felcseréljük, akkor determinánst! 
nak értéke előjelet vált. Az eredmény általában érvényes marad tetszőleges két 
sor cseréje esetén is, tehát

det B= — det A, 11.3 4

ha B az. A-ból úgy keletkezik, hogy A /C-adik és £-edik sorát felcseréljük.
11.3-4-ből az is következik, hogy ha egy mátrix két sora megegyezik, akkor 

determinánsának értéke zérus. Ugyanis ha a két egyforma sort felcseréljük, a de
termináns előjelet vált, másrészt azonban a két egyforma sor cseréje nem vál 
toztatja a determináns értékét. így tehát

det A — — det A,

ha A két egyforma sorral rendelkezik; következésképpen

detA = O. 11.3-5

Végül permutáljuk egy mátrix sorait, és legyen

P(l, 2, ...,N)=V2'...N'.

I / a permutáció P paritásának megfelelően páros, illetve páratlan számú sói 
( serével valósítható meg. Minthogy minden sorcsere előjelváltást jelent,

ahol
det B=p det A, 11.3-6

*v/=Az (/= 1, 2, ..., A),

léhát B sorait A sorainak P szerinti permutációja képezi, és

ha P páros ,, .,i n permutáció,ha P paratlan

A l.evi Civita-szimbólum segítségével 11.3-6 a 

det B = det B
alakban írható fel, ahol

11.3- 7

11.3- 8

Ha 1'2'...A' az I 2...A permutációja, akkor 11.3-7 11.3-6-nak felel meg.
Ha viszont I' 2'.. .N' az 1 2.. .A-nek nem permutációja, akkor 1'2'.. . A'-bcn 
az egyik vagy másik érték több mint egyszer szerepel, és ekkor
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dll It 0
Ili / '.I'l'it’a'i'cvcl fill.il.iib r.itli.il juk ,i <|i'l( i min.ni', definícióját. 11.3-8 szc- 

llnl
det B 17/Í27... zi/v'.,.

N/mo/zuk meg ezt ^-vcl, és használjuk fel 11.3-7-et. Az

'l'2'...N' 2 '7 /. ...1^ 17.^27- ■ • ei-2'.../V' det A

(Vi'.ziliig. 1 >,éshez. jutunk.
("(•.szegezzünk a fenti egyenletben az összes 1'2'...A' értékekre, és vegyük 

figyelembe, hogy

2 er2'...7V'= A!,
1'. 2'. .... N'

In /111 ' í’2'...,v- A! esetben 1, a többi esetben pedig zérus.

Vezessük be az egyszerűbb

l' = X, 2'=L...N'=S

jelölést, és osszunk végig A!-sal

dctA = ~—p 2 2 eKL...Sekl...s^Kk- ■ -^Ss- 11.3-9

I zi a formulát tekinthetnénk a determináns definíciójának is. 11.3-9 az eredeti
II 4 definícióval egyenértékű. 11.3-9-nek egyes esetekben hasznát vehetjük.

11.3-9-ből következik pl., hogy

detA = -ryj- 2 2 eKL...S£kl...s^Kk^Ll- ■ -^Ss~
■ K. .... S k. .... j

= -Yr 2 2 SKL...Sekl...SAkK- ■
/V 1 K. .... S k, .......

Ifi most a nagybetűs és kisbetűs összegező indexet felcseréljük, azt kapjuk, 
hogy

det A = det A,

ii/az a transzponált mátrix determinánsa egyenlő az eredeti mátrix determinán
sával.

A fenti eredményből többek között az is következik, hogy a sorok cseréjére 
vonatkozó szabályok oszlopcserékre is érvényesek, hiszen ha egy mátrix sorait 
i léljük, akkor a transzponált mátrix oszlopai cserélődnek. Tehát

det A p del B (p— ± 1),
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ahol II úgy s/.áimazott A hói, \ "iiill Illetve oszlopait átiendezKlk
l> I I, ha páros,/> I, ha paratlim pci mulat lónak Idei meg az átrendezés

A lentiek közvetlen következménye az is hogy cerAetennlndiisa óim’, 
Iki /u1/ os.lo/xi azonos.

11.4. A mátrixszorzat determinánsa

l ibben a fejezetben megmutatjuk, hogy az A és B A-ed rendű mátrixok szór 
zatára fennáll a

det (AB) = det A det B 11.4-1

összefüggés. Legyen AB = C, ekkor

det(AB)= 2 ^/...SCUC2Z...CN, 11.4-2
kl...s

A mátrixszorzás 8.2-6 definíciója alapján viszont

CKk=(AB)Kk= 2 AKk.Bk.k. 11.4-3
0=1

I 1.4-3-at 11.4-2-be beírva, és a tényezőket rendezve:

det (AB) - 2 2 Eki...sA\k‘A2r ■ ■ ■ ANs Bk.kBki... Bs.s.
k, l 5 k', T, . s’

11.4-4
Az összegezést más sorrendben is elvégezhetjük, ezért 11.4-4 átírható a

2 Ekl...s^k'k^l'l- ■ -^s's 
\k.l.....s

det (AB)— 2 Aik.A2i’■ ■ ■ ANs-
k'.r. . ..s'

alakra. I 1.3-7 szerint azonban a második szummára fennáll a

2 Ek...sBk.kBl.l...B,=fk,l....,<iStB 11.4-5
A./....... s

egyenlőség. Ennek segítségével 11.4-4 a

det(AB) = detB >j ek.r_s’Alk'A2r.. .ANs- 11.4-6
A'./',... e

alakot ölti. A 11.4-6 jobb oldalán álló szumma azonban éppen det A-val egyenlő, 
így

det (AB) = det A det B, 11.4-7

vagyis két mátrix szorzatának determinánsa megegyezik a tényezők determi 
nansainak szorzatával.



II S A ic<ipi<>k innirix Ide/cséiick lelteidé

111/ segítségével fontos mcgállapltiisra juthatunk a reciprok mátrixszal 
I i|h solalban. I .egyen ugyanis

AB E vagy BA = E. 11.5-1
Minthogy definíció szerint

del E— 2 ekl...s^lk^2l-' ■ ^Ns~ h
111/ felhasználásával adódik, hogy

det A det B = 1,

ti'liát del B és így B is csak akkor létezhet, ha

det AxO.

11.5-2

11.5-3

Reciprok mátrixszal tehát csak olyan mátrix rendelkezhet, amelynek deter
minánsa nem zérus.

A reciprok mátrix jelölésére a továbbiakban

B = A -t
li.r.ználjuk.

A következőkben megmutatjuk, hogy ha 11.5-3 érvényes, akkor az adott A- 
Itoz egy és csak egy reciprok mátrix létezik.

Megjegyzés: 11.5-1-etaz

AA ’ = A 'A = E

tormában is felírhatjuk, ezért B = A '-t bal és jobb oldali reciproknak vagy két
oldali reciproknak nevezzük.

11.6. Almátrixok

A reciprok mátrix explicit előállításához célszerű bevezetni az almátrix fo
galmát.

Rendeljünk hozzá az ;VxA"'-es A mátrix AK, eleméhez egy szintén A'xA'-es 
V*' ’ mátrixot. Az utóbbi mátrixot úgy definiáljuk, hogy az A mátrix Áf-adik 
sorát és L-edik oszlopát megváltoztatjuk. Ebben a sorban és oszlopban a K, L- 
cdik hely kivételével zérust helyezünk el, a sor és oszlop kereszteződésébe pedig 
I cl írunk.
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I egyen l'l

ekkor K 2, L = 3 esetén

Általában A**7-’ elemeit tehát

A

/í.l /Íij ^11 14

zíjj A24
zí31 /ÍJJ /1.4

zí4| J42 ZÍ41 /Í44,

A kb

A<^>= 0,
1,

A<23) =
pl. zí12 0 A\4

0 0 1 0
a31 t432 0 A34 *
,A4I A2 0 A 44,

ha k*K és / AL,
ha k=K vagy l=L,
ha k = K és l=L

11.6-1

11.6-2

formula adja.
11.6-2 tömörebben az

(k,l=\,2, ...,A) 11.6-3

egyenlőséggel is kifejezhető.
Az A<J</’ almátrix det A(KL, = /1(KL) determinánsát az eredeti mátrix AK, 

eleméhez, tartozó aldeterminánsának nevezzük.
Az A(K/•’ aldetermináns értékét definíció szerint a

detA(KL,= 2 11.6-4
1'. ..../V'

formulából határozhatjuk meg. 11.6-3 szerint

^•’=ÖK.L. 11.6-5

I 1.6-5 felhasználásával 11.6-4 a

det A<KL,= 2 ^2'...k„.n’A\ki! ->...6k.l...aW 11.6-6
r,.... n'
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alakot ölti I III II I I f> h <IS S/rg I HI I < '.111 Ilin II, I I Ill'll) IÜIIÓ tagok ill Visszük lip VC 

li mln . nkkoi egyics/t tíz I.’ A A lnd< ssmblin az / élték csuk egyszci 
I'Uiliilli.il elő, intisics/t A / kell legyen, mcil egyébként 0 I / azonban
i/l Iclcntl, bogy az el nem tűnő tagokban csak azok az. A{*! 'elemek szerepel
nek . amelyekre A K és A' / /.. 1 vekre viszont I 1.6-2 szerint fennáll, bogy

/lkk' ZiAA>.

A 11.6-4 összeg helyett vehetjük tehát a

det A1 ’= 2 F i'2'... n’ZÍ 11'^22' ••• ^K'i. ■■■ ^nn' 11.6-7
1'. ...V'

(Ve,/eget is. Az A(A'Z ’ almátrix determinánsa az A mátrix determinánsából tehát 
iigy kapható meg, hogy a det A-t definiáló összegben az AKIC elemet ö/ A,-vel 
helyettesítjük.

11.7. A kifejtési tétel

A következőkben megmutatjuk, hogy egy mátrix determinánsát aldetermi- 
imnsok lineáris kombinációjaként fejezhetjük ki.

Induljunk ki az

^KK'~ 2 ^KL^K’L 11.7-1
£= 1

azonosságból. Szorozzuk meg 11.6-6-ot AKL-lel, és összegezzünk L-re. A

2 zlfc/. det A<A/ )= 2 f 1'2'...X"^A-£Z1 I !■ . . . ZÍ^/v- 11.7-2
£ £.I'.....M'

formulához jutunk. A jobb oldalon felcserélve a szummázások sorrendjét, 
11.7-2 a

2/lA-/ detAl L>= 2 ei'2'.../v"4ii' •.. [2 • • -ANN' 11.7-3
£ 1'..... v- t £ )

alakot ölti. 11.7-1 felhasználásával 11.7-3-ból adódik, hogy

2/1*-/. det A( 2 ev...k'...N'A\y ■.. AKIC... Ann.. 11.7-4
£. 1'.......N'

A determináns definícióját figyelembe véve 11,7-4-ből következik, hogy
N

det A= 2 ^a/det A<A/1 (A= 1,2, .. ., A'). 11.7-5
/ 1
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A lenti ősszel Ügp.ÓN N kiilóiibö/A Mfr|t- . i id del \ I- ls/iiniltir..ii.1 II ' "> <M 
kifejtési telelnek nevezzük, és szavakban .1 k 1 >velke/öké|>pen Ibgalmtiz/uk

/igr A mátrix determinánsát me^ka/t/uk, hu eer sorának áK/ (/. I, .... /V) 
elemeit a megfelelő A(A/,) almát ri.sok determinánsaival s. <>ro:. uk ás a s.01 .átokul 
összeadjuk.

Hasonló eredményre jutunk az A transzponált mátrix determinánsának ki 
lejtésekor. Minthogy

det A = det A,
felírhatjuk, hogy

det A= 2 fi - • -AN‘n- 11.7-6

Helyettesítsük 11.7-6-ba az
N

^K'K= 2 áLKöKL
L=1

összefüggést. így

det A = 2 ^z./r 2 ei'...N'^i'i • • • ^k’l- ■ ■ AN'N, 11 -7-7
l= 1

és a fentebb kifejtett gondolatmenet segítségével, minthogy

det A(A^’ = det A(A’'-»,
következik, hogy

det A= 2 ^zxdet A(£K). 11.7-8
L= 1

A fenti összefüggés a determináns ún. oszlop szerinti kifejtését adja.
További fontos eredményt kapunk, ha a kifejtési tételt egy olyan B mátrixra 

alkalmazzuk, amelynek ÁT'-edik sorába az A mátrix Té-adik sorának elemeit, a 
többi sorba pedig A megfelelő elemeit helyezzük.

Tehát

11.7-9

A B mátrix tehát két egyforma sorral rendelkezik, és így

det B = 0, 11.7-10
viszont

B(K-£) = A(^L) (L=l,2, 11.7-11

hiszen ha a Á"-edik sorok elemeit 0-ra, ill. 1-re változtatjuk, akkor éppen azokat 
a tagokat tüntetjük el, amelyben A és B különböznek.
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ItfV

2 H„ ■! ik-( II'* 1 ’ (hl II I),
/

vlh/onl

liK., Aki és dclH'*" det A<K / ),
h Iliit

2A-/.<Jct A'*''1 0, ha K' / K. 11.7-12

II /12-t és 11.7-8-at együtt a

2 Akl det A(/C£) = ö^,det A 11.7-13
L

hu nullával fejezhetjük ki.
Hasonló módon a B transzponált mátrix kifejtése segítségével megállapíthat- 

|nk, hogy
2 Akl det A(KL ) = bLL. det A.
K

összefoglalva tehát, azt állapítottuk meg, hogy: Aa egy mátrix K-adik sorának 
elemeit a K'-edik sor aldeterminánsaival szorozzuk és a tagokat összegezzük, 
illetve, ha azL-edik oszlop elemeit az L'-edik oszlop aldeterminánsaival szorozzuk 
i'v az. így kapott tagokat összegezzük, akkor a K=K', illetve L=L' esetben A 
determinánsát, egyéb esetekben pedig zérust kapunk.

11.8. Az adjungált mátrix

I így mátrix elemeinek

Z^ = detA<^> (K,L=\,2, ...,/V)

n(determinánsai egy A xA-es A mátrixot alkotnak. Ezen mátrix A transzpo 
n.illját A adjungált mátrixának nevezzük. Az Á adjungált mátrix elemei:

J"Arí.=det A(£K).

Az adjungált mátrix segítségével a kifejtési tétel különböző formái egyszerűen 
klfejezhetők. Ugyanis

AA-AÁ = EdetA. 11,8-1
Abban az esetben, ha

det A / 0,

végigoszthatjuk a 11.8-1 egyenletet del A val. Ekkor az
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A
• let A A dr! A U.K }A

egyenlőséghez jutunk. I 1,8-2-ből látható, hogy a

11.8-3

mátrix az A mátrix bal és jobb oldali reciproka egyszerre. így, mint azt már 11.1 - 
ben beláttuk, a 11.8-3 az A mátrix egyetlen reciprok mátrixának előállítása.

A reciprok mátrix explicit kifejezését aldeterminánsokkal adtuk meg. Félre 
értések elkerülése végett megjegyezzük, hogy a matematikai irodalomban az 
akleterminánsokat többnyire a 11.6-4 formulától eltérő módon definiálják. 
Mint látni fogjuk, a kétféle definíció között előjelkülönbségek lépnek fel.

A szokásos definíció a következő:
1 fagyjuk ki az eredeti A mátrixból a A-adik sort és L-edik oszlopot, és a meg. 

maradt elemeket toljuk össze úgy, hogy egy (A—1)X(7V—l)-es mátrix kelet
kezzen.

Az így alkotott almátrixot AlKL1-lel jelöljük. A felső indexeket közrefogó 
szögletes zárójel jelzi, hogy az almátrixot az utóbbi definíció szerint alkottuk. 
A 11.6-1-nek megfelelő almátrixot ezzel a definícióval az 

^12 ^14

a[231 = ^31 ^32 ^34
.^41 ^42 ^44,

11.8-4

formula adja.
Aldeterminánson többnyire az így kapott almátrix determinánsát értik. 
Belátjuk, hogy

det A[KL'= (- 1)K+ L det A,KL\ 11.8-5

azaz a kétféle definíció szerint vett aldetermináns-értékek legfeljebb előjelben 
térnek el egymástól.

Induljunk ki a

detA<^>= 2 ekl,..sA^...A^
k, l,. . .. , s

formulából. Rendezzük át az almátrixot úgy, hogy a AL-edik eleme = 1) 

az /í,** ' * elem helyére kerüljön, azaz a A-adik sort hozzuk az első sor, az L-edik 
oszlopot az első oszlop helyére. Amennyiben a sor- és oszlopcseréket is úgy 
hajtjuk végre, hogy a megfelelő sort (oszlopot) mindig csak a közvetlen szom
szédjaival cseréljük fel, akkor a csere K+L lépésben hajtható végre. A 11.3. 
pontban kimutattuk, hogy minden csere egy előjelváltozást jelent. Az ily módon 
kapott új B mátrix determinánsára tehát fennáll, hogy
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• Irt B ( I)*' ' dot A

A ih li i minims definíciója értelmében viszont

det B 2L tkl Jin. . . Hh,,
k, I. ... <

almi
B-Í* l°] I1(0] A^’J-

A |0| Jelölés az első sorban és első oszlopban álló N— 1 zérust foglalja össze 
tömörebb formában.

így
det B = det A1*7-1.

I /el tehát 11.8-5-öt igazoltuk.
A 11.7-5 kifejtési tétel az aldeterminánsok utóbbi értelmezésének felhaszná- 

lihilvul a
S(-l)K+£^LdetAlK£, = detA 11.8-6
L

.ilukot ölti. Az általunk bevezetett definíció alkalmazása esetén a szummában 
>i ( I) K+L tényező nem szerepel.

11.9. A lineáris egyenletrendszerek megoldása

I éljünk vissza a 11.1-ben megkezdett probléma tárgyalására. Az N egyen- 
li thől álló, N ismeretlent tartalmazó egyenletrendszert az

Ax = y 11.9-1

ultikban írhatjuk fel. Amennyiben det A#0, létezik A_1 = B, és ennek megfe- 
h léim 11.9-1 egyetlen megoldását az

x = A~*y 11.9-2

szolgáltatja. A 11.1. fejezetben keresett B mátrix tehát éppen a 11.8-3 mátrix.
A 11.9-2 megoldást részletesebben kiírva, a keresett ismeretleneket az

xt = A tjy! -MíiVj + • • • -M ÍnVn

: ii.9-3

x^— A^/lyl I /ÍnxVj I .. . + A]NNyN

V 4J2I5/I, VcklomámítáK 129



formulák határozzák mcg. A lonmilábim lel az A 1 mátrix elemeit jelöljük, 
Almátrlxok segítségével a megoldás az

(*-l,...,A) II.'M

alakban írható fel.
11.9-4-et szokás Cramer-féle szabálynak nevezni. A Cramer-szabályt igen 

gyakran két determináns hányadosaként írjuk fel. Legyen ugyánis

L1 ^1K+1 ■ • -^IN 11.9-S
Yn Ank+í. . .Ann,

Az Y(*> mátrixot tehát úgy kapjuk az A mátrixból, hogy a A-adik oszlopot 
yL (L= 1, ..., A) értékekre cseréljük. Az Y(/° mátrix segítségével a Crarm
szabály az

d«A- "H
alakban írható fel, mert 11.9-4 zárójeles kifejezése éppen az Y(A-) mátrix deter* 
minánsának A-adik oszlop szerinti kifejtése.

Minthogy 11.9-3 szükséges feltételt jelent az x értékekre, és csak egyetloflj 
A 1 = B mátrix létezik, 11.9-2 valóban egyetlen megoldása a 11.9-1 egyenlet* 
rendszernek.

Abban a speciális esetben, amikor y = 0, és így

Ax = 0, 11.9-7

a det A#0 feltétel teljesülése esetén az egyenletrendszert csak az

x = 0 11.9-8
triviális megoldás elégíti ki.

11.9-7-et homogén lineáris egyenletrendszernek nevezzük. A nem elfajuld 
(det A # 0) homogén lineáris egyenletrendszer csak a triviális x = 0 megoldással 
rendelkezik.

11.10. Néhány mátrix determinánsának kiszámítása

Az egyenletrendszerek megoldásakor, de egyéb problémák esetén is szük
ségünk lehet mátrixok determinánsának meghatározására.

Iigy A-ed rendű mátrix determinánsa a definíció alapján mindig kiszámítha
tó A! tag összegeként. Ha A nagy szám, akkor az összegezés igen hosszadat! 
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iiiiiknA vállait, límlntt luiN/noN n/okiiuk 11 miilcmutlkill fogásoknak ti mcgkere- 
«< m*, amelyek segítségével egy delei minims éi léke egyszerűbben határozható 
meg.

Hasznos lehet például, ha a determinánst diagonálmátrix vagy háromszög
mali ix determinánsának kiszámítására vezethetjük vissza. Ezeknek a mátrixok
nak a determinánsát ugyanis a főátlóban álló elemek szorzata határozza meg:

det A = AltA22-■ -ANN. 11.10-1

A 11.10-1 összefüggést elegendő háromszögmátrixra belátni, hiszen a diago- 
nálmátrix a háromszögmátrix speciális esetének is tekinthető.

Az A mátrix determinánsa definíció szerint

detA= 2 ev2'...n^ív- ■ -^nn- 11.10-2r.2'.... N’

Ilii A-nak pl. a főátlója felett csupa zéruselem áll, akkor

Akk. = 0, ha k‘>k.

K 11.10-2 formulában a szumma minden tagjára fennáll, hogy

l' + 2'+...+A'=l + 2+...+A,
Ultiz

(1 -1') + (2-2')+ ... + (A-A')=0.

Amennyiben 11.10-2 egyes tagjaiban csupa nem zérus szorzótényezőt aka
rnak választani, akkor az egyes zárójelekben k'>k miatt nem állhat negatív 
»ziím. Az egyenlőség tehát csak

1 = 1',2 = 2', ...,N=N'
éneién teljesülhet.

Ezzel éppen 11.10-1-et bizonyítottuk.
A mátrixok diagonális vagy háromszögformára hozásához többnyire azt 

használjuk fel, hogy egy mátrix determinánsának értéke nem változik, ha a 
mátrix egy sorához hozzáadjuk egy másik sorának többszörösét.

Legyen A egy JVxA-es mátrix. Képezzük azt a B mátrixot, amelynek első 
sorát úgy kapjuk, hogy A első sorához hozzáadjuk A második sorának 2-szo- 
losát. Tehát

^A2j; |
BkJ=Akj, ha k^2 J.

I )cliníció szerint

det B = 2 e*/m...X^IA+11.10-3
k, /. m........
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Az összegezés tulnjdon.ságiiiniik iilap|4n Illőt jobb oldala szétbontható 

det B 'A/m...jd lA^jy. . . 4 I 'a. • • ^Nl‘
k , /, m, •.., .v A , mi , v

II. HM

11.10-4 első tagja éppen det A, a második tag egy olyan mátrix determinánsát 
adja, amelynek első és második sora megegyezik. Ez utóbbi érték tehát zérus 
Tehát

det A = det B. 11.10-íl

l etelünket speciálisan az első és második sor esetére bizonyítottuk be. l el 
jesen azonos módon végezhető el azonban a bizonyítás a X-adik és L-edik sorra 
I Jgyancsak érvényes a tétel a determináns oszlopaira is.

11.11. Magasabb rendű almátrixok

A következőkben általánosítjuk a 11.6. fejezetben bevezetett almátrixfogal 
mat, és ennek megfelelően általánosítjuk a kifejtési tételt is.

I l.l 1.1. Másodrendű almátrixok és aldeterminánsok

Képezzük az A(*1L1) almátrix K2L2 eleméhez tartozó almátrixot, és az ily 
módon keletkezett mátrix jelölésére vezessük be az

(A(*1Z.i))(*2/.2) = A(K1X-2.Z1Z.2) 11.11-1

szimbólumot. 11.11-1-et az A mátrix másodrendű almátrixának nevezzük.
Példaként felírjuk a negyedrendű A mátrix A<12,23) almátrixát:

0
0

1
0

0
1

0 '
0

A<12’23,= zbi 0 0 ^34

.^41 0 0 ^44.

11.11-2

A másodrendű almátrixokat leggyakrabban a K, ^K2 és -^-L2 esetben hasz
náljuk. Ekkor az almátrixképzés két lépése különböző sorokat és oszlopokat 
éiint, így a végeredmény nem függ a sorok, ill. oszlopok megváltoztatásának 
sorrendjétől, tehát

(A(K.L1))(/r2L2) = (A(K2L2))(^1Z.)5 ha 11.1 1-3
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Viqiy II I I I I jeliih'S’iel

y^(AiA»./i/j>_ AlAtAt./t/tl

A/ alkalmazások során azonban más c.< i< k is előfordulhatnak. Az almátrix 
krp/cs sorrendjét is megadó Illi I delink ló lei mészetesen ezekben az. esetek
ig ii Is egyértelmű végeredményre vezet.

A továbbiakban a másodrendű almátrix determinánsának (másodrendű al
ti inmináns) kiszámításával foglalkozunk.

I hiszi >r egyszerűsítő jelölésként bevezetjük a

K = Xj, K2 és L=£„Z,2 11.11-4

I i ll omponcnsű mennyiségeket. A 11.11-3 által definiált almátrixot tehát az
^(KiK2, Zi/.2)_^(K. L) 

szimbólummal jelölhetjük.
A determináns definíciója szerint

11.11-5

detA<K,L)= 2 ...A(n'n^ . 11.11-6
r,2'.... N'

A A | K2, L^L2 esetben érvényesek az

11.11-7
= ö,LiK 2

Összefüggések (11.1. ábra).
ábrákon a mátrix jellegzetes sorait és oszlopait 

Hintettük fel. Azokban a sorokban és oszlopokban, 
ahol nem tüntettünk fel számértéket, mindenütt zé- 
nr. ill. A jelöletlen sorok és oszlopok elemei megegyez
ni k az. eredeti mátrix megfelelő elemeivel.

Minthogy azonban

t, L2

ll.l. ábra

A^k'L) = Akk., ha k^Kt,K2és k’^Lt,L2, 11.11-8
a 11.11-6 összeget a

det A ) = 2 et'2'...N'Aif.. .bLiKi.. .dL2K1.. ,ANN’ 11.11-9
l’,2'.......N’

tormában is felírhatjuk. Az A(K L) almátrix determinánsát tehát úgy kapjuk 
meg az eredeti mátrix determinánsából, hogy az összegezendő tagokban a Kt- 
tdik és Kj-edik tényezők esetén elvégezzük az
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4 A, *' '

éa
A , A . A

helyettesítést.
11.11-9-ből  következik, hogy

det a(A,'Í2 /-,/1)= -det a(K'K1'/1/-,) det A**2*1'',,l\ ILII 10

Megállapítottuk, hogy a 11.11-9 összeg a KX^K2, LX^L2 esetén azonostin 
egyenlő a 11.11-6 determinánst definiáló összeggel.

11.11-9  azonban értelmes definíciót jelent a KX^K2, de Lx—-L2 esetben h 
ükkor azonban

2 el'2’...N'^ir- • -^LiKf • • -----0.
1'. ....N'

ILII II

Másrészt tudjuk, hogy

11.2. ábra

11.3. ábra

det A<*i/Í2>£i£1) = 0,

azaz a 11.11-9 összeg det A(KL) értékét a k, /K. 
esetén tetszőleges £b L2-re helyesen adja (11.2. ábra).

Foglalkoznunk kell még a KX = K2 esettel. A 11.11-9 
átírás ekkor értelmetlenné válik; az eredeti 11.11-1 
almátrix vizsgálatából azonban adódik, hogy

det A(AXÁ,L2) = 0, ha L,#L2,

mert ebben az esetben az Lj-edik oszlop csupa 
zéruselemet tartalmaz (11.3. ábra). A KX = K2, 
Lx =L2 esetben pedig az eredeti elsőrendű almátrixhoz 
jutunk, tehát

det A<KL)=det A<^>.

11.11.2. Magasabb rendű almátrixok

A másodrendű almátrixokból egy sor és egy oszlop megfelelő változtatásával 
harmadrendű almátrixhoz juthatunk. Tehát

(a _ a W1 ^2^3, l 1L2L3), II 11-12

134



Al ■ 11....... I l"h I ill Ibi I |tlk -I Ils III... I..............num .1 ■ I. . I. II III III I' ... I. I... u

hIiihiIiIxnllu 1/ liiliinl I'/rki’l nz ulmillihiik.il i II II I ' |i-|«‘»l« alapján .1/

A (A I A I An I 1 / o I

iHmbóhimmal jelöljük. A I 1.1 I I? iihniililx 11/ cicdcti mátrixból dclinicló szc 
Hill úgy képezhető, hogy először ;iz A matrix Kt edik sorát és / ,-cdik oszlopát 
im iíljíik fel az almátrixképzés 11.6-2 szabályainak megfelelően, majd az így 
kupon mátrix Á .-edik sorát és L2-edik oszlopát változtatjuk megstb. A 11.11-12 
|. liilí's (ellát egyértelműen rögzíti a sorok, ill. oszlopok cseréjének sorrend- 
|i‘l Megjegyezzük, hogy amennyiben egy A^-ed rendű mátrix A-ed rendű 
hIiihiIiixát képezzük úgy, hogy

Kt, K2...KN=l,2...JV

Lt,L2...LN=l,2...JV, 11.11-13

iil.kor az E egységmátrixhoz jutunk, tehát

A(1 2...V.1 2...V) = E_ 11.11-14

I gy //-ed rendű almátrix determinánsát a 11.11-9 formula általánosításával ha
lmozhatjuk meg. A 11.11-9 formulához vezető meggondolás ismétlésével adó
dik, hogy

det A(A1 L' — 2 fi'2'...vír • • • • • • ^z2K2‘ ' ’ ^LnKn‘ ' '
V, N’

11.11-15  
ha

ÁT| # Á?2 5^ ... Kn.
Másképpen fogalmazva ez azt jelenti, hogy az n-ed rendű aldetermináns érté

két meghatározó összeg az eredeti determinánst adó szummából az

^zvst. (v=l>2, ...,ri) 11.11-16

helyettesítés elvégzésével adódik, ha a Kv sorindexek mind különbözőek.
Az almátrixképzés egyszerűbb jelölésére célszerű a

K(n)=^...K„
és

£(«)=£!.../.„ 11.11-17

n komponenst! mennyiségek bevezetése, tehát

Zi...Z„)_ A(K(n), L(n))
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A fovábblai ban ti K(n) <' 1(a) n knmpiinaiiHil mcmiyls<''g<4.<•( 11/ iilmiiliixki'p 
/c.ben nem ‘,/ch |i|<> indexek kó/iil Veil (iiváhbl h l'.zölcpcs indexekkel N kulit 
poricnsű mennyiségekké egészítjük ki

K K |.. . K„K „, |. . An,

L=Lt • l'N II. II IM

A komponenst! mennyiségek első n eleme tehát megegyezik K(n), ill. L(n) kom 
poncnseivcl. A fenti jelölések segítségével az n-ed rendű almátrixok delei mi 
minánsa egyszerűen megadható. Amennyiben ugyanis eK#0, akkor

11.11 19
alakban írható fel, hiszen a 11.11-19-ben szereplő szumma egy, az eredeti al 
matrix sorainak megfelelő cseréjével származtatható mátrix determinánsa, így 
csak egy előjelben különbözhet az eredeti aldeterminánstól. Ezt az előjelei 
azonban eK faktorral kompenzáltuk.

1 l.l 1.3. A kifejtési tétel általánosítása

Szorozzuk meg 11.11-19-et AKnLri-ne\, és összegezzünk L„-re. Azt kapjuk, 
hogy 

2 AKnl n det a(K(")’L('”)= 2 AKnLneK 2 +
I .. L„ K-

11.11-20
11.11-20-ban az összegezések sorrendjét felcserélve és figyelembe véve a

^2( ^l„k'„A 11.11-21

egyenlőséget, a

2 'l*•„/.„det A^"’’ L(n>)= fiK 2eK'ö£A'... ^Ln_lK;_iAKnK'nAK K^+l.. .AKnK^ 
' ■ I K’

11.11-22
Alii 1-22 jobb oldalán álló összeg viszont egy n— 1-ed rendű almátrix deter
minánsa, tehát

N
2 A

L„-t
det 11.11-23

ahol K(n) és K(z7 1), valamint L(n) és L(n I) első n komponense megegyezik.
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A II II ’ t egyenlet I uln |« L •t»l-<‘| <| »«*n ii/l h inupihiM étletddő tényl fejed kl, 
li 'py 11/ fi I <<l ondii .ildclci inlnnieiot 11 • ■! iciulil iddetci miniinsokból elő 
rtlllthiilók.

A fenti djiinísl folytatva, 11.11 19-cl lA , -tAn ,-gyei szorozva és L„-rc,
■ il.iinint / „ , ic összegezve és a megfeleld álalakHúsokat elvégezve, a

2 zíK„ det A(K("),L("))=eK det a(K("_2)>L(n_2))

11.11-24

H.'.zelíiggéshez jutunk. Hasonló módon 11.11-19-et az AKíLlAKlL2.. .AKnLn 
szorzattal beszorozva és minden L, (z=l, ..., n)-re összegezve, a

2 dK1LidA.2L2.../íJ<„A,idetA(K(")'l<"’)=fiK det A 11.11-25
Li.....

lói mulat kapjuk. A 11.11-25 formula megadja, hogy egy A mátrix determinánsa 
hogyan adható meg n-ed rendű aldeterminánsai segítségével, így a kifejtési tétel 
általánosításának tekinthető. Végül még egyszer felhívjuk a figyelmet arra, hogy 
i lentiek csak az eK#0 esetben érvényesek.

11.11.4. Kiegészítő almátrixok

A kifejtési tétel 11.11-25 általánosítását egyszerűbben is megfogalmazhatjuk 
a/ ún. kiegészítő almátrixok segítségével. A kiegészítő almátrix fogalmának 
bevezetéséhez induljunk ki a csupa különböző elemből álló

K = A1...A,V,

L=L,...L,V 11.11-26

indexsorozatokból. Teljesüljenek tehát az

ek#0 és eL#0

feltételek. Konstruáljuk az NxN-es A mátrix K(n) és L(n)-nel jellemzett 
AiK<")' l<")) almátrixát. Az almátrixképzésben a korábbi definícióknak meg
felelően a

K(n)=A1...K„,

L(n)=L1...L„
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■MHVWHMK NOR. J»IOI)llk 11 K M l> IflMMflMSVXnOK XX flimmi riXKOp/MBH 
nem N/cicplő konipoiiviiNcIt uz alábbi módim

K( —w)— A‘„ ((,,, A\,
L(-m)-£„+(.../,n. 11.1127

és képezzük az

A(«(-"). L(-n)) _ A(/fn + í...Kn,L„ + I...Z./V) || 11-21

almátrixot. A 11.11-28 almátrixot az A(K(n)’L(n)) almátrix kiegészítő almátrlxA* 
nak nevezzük. Mivel a K(n), L(n) indexsorozatok az eK 0 feltételek teljesülése 
mellett is sokféle módon egészíthetők ki A komponensű mennyiségekké, adott 
A<k(«), too) almátrixhoz a fenti definíció alapján több kiegészítő mátrixot rcn* 
dőlhetünk.

A többértelműség megszüntetésére a továbbiakban rendezett indexsorokat ll 
felhasználunk. Általában egy

M = .Mn

indexsoron belül az indexek két csoportját nagyság szerint rendezzük. Tehát az 
rM / 0 feltétel mellett az

M] < M2 Mn
és 11.11-29

A/„+i<A/„+2< ... <MN

egyenlőtlenségek teljesülését is megköveteljük.
A következőkben a kiegészítő almátrix determinánsának meghatározásával 

foglalkozunk, majd a 11.11-25 kifejtési tételt írjuk fel aldeterminánsok és kiegé
szítő aldeterminánsaik segítségével.

A 11.11-19 formulához hasonlóan az A(K(_n)’ L(_n)) kiegészítő almátrix deter
minánsa a 

.. 8l k'det a(K(~")’L(-',)) = £k

alakban írható fel.
Alakítsuk át a

11.11-30

2 ^^M^-.-^^^etAÍ^^^^detA 11.11-31
L (n)

kifejtési tételt. Az összegezést hajtsuk végre két lépésben. Induljunk ki egy ren
dezett M indexsorozatból, amelyre M(n) = L(«), és összegezzünk először az 
Ti.. .L„ értékek permutációira. Ezután futtassuk végig M-et az összes lehetsé
ges rendezett indexsorozatokon. Formálisan egészítsük ki még a 11.11-31 ösz- 
szeg tagjait a ^Ln+íMn+1- ■ -ölnmn tényezőkkel. 11.11-31 ezzel a
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2
ki

\ M <1.1 A(’"',"<"” »k <!rt A

11.11-32
Hlíikol Alii, hiszen 11/ ú.| szorzótényc/ők az ÖMzcgcn nem változtatnak.

All II 32 összeg tikkor sem változik, lui minden tagját ri-tcl megszorozzuk, 
ff hál ll.l 1-32 az

•u 2 ^KiLi^KiLj

M l.(«)
11.11-33

alak ban is felírható.
I átható, hogy

fL det A(K(,,)' L(n))= det A(K(m)’ L(n)). 11.11-34

11.11- 35

11.11- 36

tétel azt

I' 'l a tényezőt kiemelve a szumma elé, és a kiegészítő aldeterminánsra vonat
kozó ll.l 1-30 formulát felhasználva, adódik, hogy

X eL-^triZ.i • • • + 1AZ„ + I • • • = eK det A^-( J )
L(«)

ll.l 1-34 és 11.11-35 felhasználásával a kifejtési tétel
det A^^det A<K(,,)'L(n)) = det A (eK#0)

M

alakjához jutunk. 11.11-36-ot szokás Laplace-tételnek is nevezni. A 
fejezi ki, hogy az A mátrix n sorát kiválasztva, és képezve e sorok segítségével 
A összes, az M rendezettségének megfelelő n x n-es almátrixait és ezek kiegé
szítő almátrixait, det A előállítható az összetartozó aldeterminánsok szorzatai
nak összegeként.

Ellenőrzésként érdemes meggondolni, hogy 11.11-36 az n= 1 esetben speciális 
esetként visszaadja a kifejtési tétel 11.7-6 alakját. 11.11-36-ban ez esetben

K(1) = A, M(l)=Af,
tehát

det a(K(1)- L(1’)=det A<K M).

Mivel M rendezett indexsorozat, a(K(_I)'L(_1>) almátrix egyetlen megmaradt 
A KM elemének előjele ^-szeresére változik, tehát

detA(K<-»’L<-1>) = eM^jCM.
Ily módon

2/1 km det A^^ det A,
M

ami 1 miatt megegyezik a kifejtési tétel 11.7-6 alakjával.
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Illis A múli íx rangja

így mátrix rángjál a mátrix uldelei mlnáir.iil segítségével delinláljuk. A/ A 
mátrix rangját

<Z>(A)
-val jelöljük. A mátrix rangja megegyezik a legmagasabb rendű el nem tűn/I <il 
determináns rendjével.

Tehát az Ax/V-es A mátrix rangja

62(A)=A, 11.11 1/
ha

det AxO;
<2(A)<A,

ha det A = 0. Amennyiben det A = 0, de AxO, akkor

r2(A)=A-l,

hiszen az A mátrix elsőrendű aldeterminánsai nem lehetnek mind zérusérié 
kűek.

Általában
rg(A)=A-n,

ha létezik legalább egy olyan

K(/r)=A,...Aj
L(n)=L1...L„ | 

indexcsoport, hogy
det A^’-^xO, 

azonban
detA<KWL">v=O

tetszőleges K'(v), L'(v) indexcsoportokra, ha v<«.

11.11-3K

11.12. Az elfajult homogén lineáris egyenletrendszer

A 11.9. fejezetben megállapítottuk, hogy az

Ax = 0

homogén lineáris egyenletrendszernek a

det A/0 

esetben csak az x = 0 triviális megoldása létezik.

11.12-1
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A homogén IllK-íllh < gy< Illi Io nil./I ll I II (I |l ll 11 III I- neVi'/ZÜk, Illi

lit ! A II II 12 2
A következőkben megmutatjuk, hogy II I2 fennállása esetén a 11.12 I 
rgwnlet rendszernek a triviálistól különböző megoldásai is vannak. A nem tri 
Mails megoldások meghutározásakoi azonban figyelembe kell vennünk az 
• |<.' uh lien<ls/er ell'ajultságának met tekét is.

II I2..I. Az. első rendben elfajult homogén lineáris egyenletrendszer

Az elfajultság legegyszerűbb esete az, amikor

Ax = 0, detA = 0, de A/0, 11.12-3

vagyis az adjungált mátrix nem azonosan zérusmátrix. Ezt az egyenletrendszert 
egyszeresen clfajultnak nevezzük.

Mivel az adjungált mátrix nem azonosan zérus, létezik legalább egy olyan 
A / Indexpár, amelyre

=det A <*■*># 0.

Megállapítottuk, hogy det A = 0 esetén

AÁ = 0. 11.12-4

II 12-4 komponensekben történő kifejtéséből adódik, hogy

(AÁ),^2 A/det A(*Z)=0. 11.12-5
/

A 11.12-5 formulát összehasonlítva a 11.12-3 egyenletrendszer

2 Aa/=oI

alakú £-adik sorával, adódik, hogy

X/=adet A(*£> (Z=l, ...,/V) 11.12-6

x 0 esetén a 11.12-3 egyenletrendszer nem triviális megoldása. 11.12-6-ban 
« 0-t tetszőlegesen választhatjuk meg. a megfelelő választásával elérhetjük 
például, figyelembe véve 11.12-3-at, hogy

xL=a 11.12-7

legyen, ahol a/0 egy előzetesen megadott érték. Az egyenletrendszer 11.12-7- 
nck eleget tevő megoldásrendszcrét az
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(let A'*'1 a
det A,A/ ’

(/ I. III.’

összefüggés szolgáltatja. A 11.12-8 megoldást hehelyettesítve az. eredeti 
letrendszerbe, meggyőződhetünk arról, hogy

<*

Ax(1) = 0 és xf’ = a.
Beláttuk 

rendelkezik
tehát, hogy az egyszeresen 
nem triviális megoldással,

elfajult homogén lineáris egyenletrendsz
s hogy a megoldásban egy megfelelő isme

retten értéke szabadon választható.

I 1.12.2. A kétszeresen elfajult homogén lineáris egyenletrendszer

Kétszeresen elfajulónak nevezzük a homogén lineáris egyenletrendszert.

Ax —0 II
és

detA = 0, A = 0, 11.12-10

de létezik két olyan Kfx, K2L2, Kxs K2 és Lx #L2 indexpár, amelyekre teljesül

det A.{K,K2-L'L2)^0
feltétel azt jelenti, hogy az egyenletrendszer A 
-2, tehát A determinánsa, valamint összes első 
van legalább egy nem zérusértékű másodrendű 

feltétel. A 11.12-10 és 11.12-11 
együtthatómátrixának rangja N- 
rendű aldeterminánsa eltűnő, de
aldeterminánsa.

Belátjuk, hogy 12-9 rendelkezik nem triviális megoldással Határozzuk

meg az A(K1L|) almátrix determinánsát a kifejtési tétel segítségével (1 
formula). Ha akkor

M ivei A első el nem tűnő aldeterminánsa másodrendű:

det A(K,L,:’ = 0,
tehát

2 det A(/G*2, L,Z) = 0, ha k*Kx. 11.12-1
/ i
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A A A, Id tétel onnan '..mi ni.i/11 • . In ip v i I ■ lli |li '.i Idd II I12 11'i nui|a csak 

A A, esetén érvényes, hiszen A'*,z '* elemet cs.ik ebben az. esetben egyeznek 
iiii)i a/ eredeti nialiix elemeivel.

Itdibink azonban, hogy 11.12 13 a A Aj esetben is érvényben marad. Cse
ndítik Id ugyanis I 1.12- 13-ban a Aj és A , értékeket. A

2/<A/det A(K2K,’£lZ) = 0 (A^tf2) 11.12-14
i i

I.,nggéshez jutunk. Minthogy azonban K2 esetén

det A(Zr2Zfl,£Z) = — det A(K1Zf2,£Z), 11.12-15

II I.’ 14 és 11.12-15-ből következik, hogy K} # K2 esetén

£ zl^det A(K1Zf2’£1Z)=0 11.12-16

h í ./ideges A-ra fennáll.
A 11.12-16 összefüggés alapján megállapíthatjuk, hogy tetszőleges a érték 

• .den az

det A(Á’1Zf2,£,Z) 11.12-17
det A(/ílZf2’L,£2)

éi lékek 11.12-19 egyenletrendszer olyan megoldásrendszerét alkotják, amely
ben

.*17 = 0, és x(2’2 = m

Az u 0 választással a triviális x = 0 megoldáshoz jutunk.
/., és L2 szerepének felcserélésével az Ax = 0 egyenletrendszer

det A(*1Zf2-£2Z>

det A(ZflZf2 £l£2)
11.12-18

megoldásrendszeréhez jutunk, amelyben

x^=-b és *£7 = 0. 11.12-19

Minthogy azonban
Ax(1) = 0 és Ax(2) —0,

A(x(l) + x(2))=0 11.12-20
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is fennáll, a/az
X x'11 I x'Jl

is megoldása az Ax 0 egyenletrendszernek.
A 11.12-21 megoldásrendszerben

xLl=—b és xÍ2 = a 11.12-22
szabadon választott értékek.

összefoglalva a fentieket: A kétszeresen elfajuló homogén lineáris egyenlet 
rendszernek van nem triviális megoldása, és a megoldás során két megfelelő isme 
rétién értékét szabadon megválaszthatjuk.

11.12.3. Az elfajult homogén lineáris egyenletrendszer 
általános esete

Foglalkozzunk most az
Ax = 0 11.12-23

homogén lineáris egyenletrendszer megoldásával abban az esetben, ha 

^(A)=/V-n. 11.12-24
Legyen tehát

detA^-^-’Lo 11.12-1

tetszőleges K(n—1) és L(n—1) indexcsoportra, azonban létezzen legalább egy 
K(n), L(m) indexcsoport, amelyre

detA^’^’^O 11.12-26

Az n— 1-ed rendű aldeterminánsokra felírva a kifejtési tételt, a

2 Judet A(K(",’L, ' L("*1)/) = óAjrndet

11.12-27 
formulához jutunk. 11.12-26 k=K,-re érvényes, a k^K\, ..., K„__x feltételek 
pedig onnan származnak, hogy az n- 1-ed rendű almátrixok elemei csak ebben 
az esetben egyenlők az eredeti mátrixelemekkel.

A kifejtési tételt a K(n) elemeiből permutációkkal képfezett K'(n) indexcso
portokra felírva,

2 Akl det A^K(n)’ L("-,)')=o (k^K[...... 11.12-28
/-I
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111 >i in u I < >i n h I hi k h< >/ ) 1111111 k lit !.(// I)/ /,
■ i vi'-nycs. Mivel u/onblin

det A(K <'"', I del ""

I„ J II 12 28 nA A',, cKtbcn

11.12-29

Im A| . Ajz.../ K,„ 11.12-27-böl és 11.12-28-ból következik, hogy

£ A/det AÍK<n)' u"-|,,)=0 11.12-30
/-i

ti tszölcges k értékre fennáll.
11.12-30-at az eredeti 11.12-23 egyenlettel összevetve, megállapítható, hogy

1/

t i lékek az Ax = 0 egyenletrendszer olyan megoldásrendszerét alkotják, amely
ben

és x<”v>=0 (v=l, ...,n-l). 11.12-31

■ i, 0 esetén tehát (m - 1) ismeretlen értéke zérus, x(Ln„)=a„ azonban nem zérus, 
H/n/ a megoldásrendszer nem triviális.

I (n) komponenseit permutálva, hasonló meggondolással az

un goldásrendszerhez jutunk. Itt Lt.. .Lv_t/Lv+I.. .Ln azt jelenti, hogy az L(n) 
liulexcsoport v-edik eleme változó. Az így kapott kifejezésekre fennáll az

11.12-33

ii.'./ef iiggés. Az egyes megoldásrendszerekben tehát az x£1, ..., xLn ismeretié 
in k közül legfeljebb egy különbözik zérustól.

Mivel

Ax(v) = 0 (v=1,...,m),

<1/ x"J megoldásrendszerek lineáris kombinációja is az egyenletrendszer meg
oldása. Az

x,-xP+... +4,) (/=!,. ,.,N)
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összeg azt a megoldást szolgáltatja, amelyben
11.12 34x/v=űv (v=l,

összefoglalva a fentieket, megállapítható, hogy az n-ed rendben elfajuló homogén 
lineáris egyenletrendszernek van nem triviális megoldása, mert a megoldás során 
n ismeretlen értékét szabadon választhatjuk meg.

11.12.4. Az elfajuló egyenletrendszer megoldásainak vizsgálata

Az előzőekben beláttuk, hogy az elfajult homogén egyenletrendszereknek 
mindig van nem triviális megoldása. A 11.12.3. fejezetben általános módszert 
dolgoztunk ki, amellyel az egyenletrendszer egy megoldását meghatározhatjuk, 
libben a fejezetben megmutatjuk, hogy a 11.12.3-ban kidolgozott módszerrel 
az egyenletrendszer összes megoldásait meghatározhatjuk.

A 11.12.3-ban megállapítottuk, hogy az Ax = 0 egyenletrendszer megoldásá
ban

62(A)=2V—«,
tehát

det A(K<n)’L(n))#0 11.12-35

esetén megfelelő n ismeretlen értékét szabadon választhatjuk meg. 
Legyen

xLv = av (v=l, 11.12-36

Helyettesítsük be az Ax = 0 egyenletrendszerbe a 11.12-35-nek megfelelően vá
lasztott xLv értékeket, és vigyük át a konstans értéket a jobb oldalra. A kapott 
egyenletrendszer megoldása azonos az eredeti Ax = 0 egyenletrendszer megol
dásával.

Figyelembe véve a már megválasztott xLv értékeket, az eredeti egyenletrend
szerrel egyenértékű az

Ax(kw.l(«))=y 11.12-37
egyenletrendszer, ahol

11.12-38

11.12-36-ban N—n egyenlet (ahol k ^ Kf) megegyezik az eredeti egyenletrend
szer megfelelő egyenleteivel, és ezek az egyenletek csak N—n számú ismeretlent 
(ahol //Lv) tartalmaznak. A fennmaradó n egyenlet pedig az xly=av feltételek
kel azonos, így mintegy a szabadon választható ismeretleneket határozza meg.
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X Ax 0 r p\ c 11 le 11 r I ii I*. / e I II I.' IA frill It II I- It It j'llt'S lliepi >ldasi t llth/tl fit 
i< l|t'.iilnie kell ii II I .' hi epyenlelieiiiEzeiin I In Ip.v II 12-36 egy N/ükséges 
h IltMcIl )elent nz eiedell egyenlet inegolihisiendszciéie 11.12 35 miatt a 11.12 V/ 
Inhomogén cgyenleticndszei egyértelműen megoldható. 11.9-2 szerint 11.12 37 
mt pi >ldása az

x = (a(Ki",m",)) Y. 11.12-39

A? ehI/Ő fejezetben kimutattuk, hogy az Ax = 0 egyenletrendszernek van 
megoldása. A megoldásnak ki kell elégítenie a" 11.12-37 egyenletrendszert. 
III.' 39 viszont a 11.12-37 egyenletrendszer egyértelmű megoldása. Követke
ze.lo ppen 11.12-39 az Ax = 0 egyenletrendszer egyetlen olyan megoldását szol
puli.n ja, amely eleget tesz a 11.12-36 feltételnek.

Amennyiben tehát a szabadon választható ismeretleneket rögzítjük, az el- 
l i|uló egyenletrendszer megoldása egyértelművé válik. Megjegyezzük még, hogy 
Ilii

av = 0 (v=l, ...,n) 11.12-40

ulrki ket választunk, akkor az egyenletrendszernek csak triviális x = 0 meg
oldását kapjuk.

Az inhomogén egyenletrendszer megoldását az A(K(n)- L(n)) almátrix segítsé- 
i ■ o I határoztuk meg. Felmerül a kérdés, hogy nem jutunk-e újabb megoldá
sokhoz, ha létezik olyan A(K(n)’L(n)) # A(K <n)’L <n)) almátrix, amelynek deter
minánsa szintén nem zérus, s az előzőekben ismertetett megoldási eljárást az 
............ mátrix segítségével hajtjuk végre.

Az aík'oo, i/oo) almátrix determinánsának segítségével az eredeti egyenlet- 
n ndszer megoldásrendszerét az

x'= 2 x<v)'
V= 1

illákban állíthatjuk elő, ahol

x (>■)' 
/

det £'iZ'v—izz'v +1 •••£„)= <--------------------------
detA(KL)

11.12-41

11.12-42

X 11.12-42 megoldásrendszer is tartalmaz n szabadon választható ismeretlent, 
amelyek most az

xL'v=a'„ 11.12-43 

n lékek. A megoldás a szabadon választható ismeretlenek értékének rögzítése 
iii.iii egyértelműen meghatározható.

Az. így nyert megoldások tartalmazzák az egyenletrendszer 11.12-36 feltétel
nek eleget tevő megoldását is. Az A<A|"’' •"almátrix segítségével nyert 11.12-39
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mcgoklásrendN/ei bAI kiválaszlhal|uk az », cttókckcl I zen éilékck clA/th'll 
megadásával az A** 1almátrlx BcgJUegévcl egy egyértelmű x' megokhU
rendszerhez juthatunk. Mivel mind a III? V) nek meglelek) x, mind pedig x 
egyértelmű megoldásrendszere az eredeti homogén egyenletrendszernek, kelt, 
hogy

x = x'
legyen.

A különböző nem zérus értékű aldeterminánsok felhasználásával tehát nem 
juthatunk az egyenletrendszer különböző megoldásaihoz.

11.13. Az elfajult inhomogén egyenletrendszer

Határozzuk meg az
Ax=y 11.13-1

inhomogén egyenletrendszer megoldását, ahol az együtthatómátrix rangja

62(A)=jV-m, 11.13-3
és legyen

det a<K(',),L(''))#0. 11.13-3

Első lépésként keressük a 11.13-1 egyenletrendszer megoldását az

Xlv = ® (v=l, ...,«) 11.13-4

feltételek mellett. A feltétel szerint tehát n ismeretlen értékét önkényesen zérus 
nak választottuk. Amennyiben 11.13-1-nek van 11.13-4-nek megfelelő meg 
oldása, akkor ez a megoldás kielégíti az

A(KW. L(«))X=Y 11.13-5

egyenletrendszert is, ahol

Hói’ ha í-t (v=l.... 1113l
A 11.13-5 egyenletrendszer azonban 11.13-3 miatt egyértelműen megoldható. 
11.13-5 megoldását az

x = (a(K(”)’l<")))-'y 11.13-7

összefüggés határozza meg. Amennyiben tehát az inhomogén egyenletrendszer
nek van 11.13-4-nek megfelelő megoldása, akkor azt 11.13-7 szolgáltatja.

A 11.13-7 megoldás előállításakor azonban nem használtuk fel az eredeti in
homogén egyenletrendszer Á^,-edik (// = !, 2, . ..,n) egyenleteit. 11.13-7 tehát

I4X 



Hui idkui 11ii'p11|<Iiiin 11/ i ti ili ll rpyriih ln ibl > it mt Im I li lépltl it A()i'dll 
*ilV< nh l< li'l In, ii/ii/ ch |n l Ivnz ii

X44t»ryt (A AH;/I I........ n) 11.13-H

l> III Irlrk lick Illi / lelhaSZIláhisá Vili II I I K 11/

|A(A(KW.IW) 'y)|A. (/i I........n) II .13-9

rtlnk i il ölti Ill l O/i összefüggést ad az. pA értékek között pusztán az együttható
imul I* elemeinek felhasználásával.

A/ rA értékek közül N n számot tetszés szerint megválasztva, a fennmaradó 
H illik a 11.13-9 lineáris kombinációk segítségével meghatározható úgy, hogy 
h II III lineáris egyenletrendszernek legyen 11.13-4-nek megfelelő megoldása.

ki lessük most az
Ax=y

•>PV' nlctrendszer megoldását az
xLv=av (v=l, ...,n) 11.13-10

|i III lelek mellett.
h felezzük fel, hogy az egyenletrendszernek van 11.13-4-nek megfelelő meg- 

ulil r.a, és jelöljük ezt a megoldást
x = x<°> 11.13-11

vul Az előző fejezetekből tudjuk, hogy az

Ax = 0 11.13-12

I......igén egyenletrendszernek létezik olyan 

mi gi >ldása, amelyben

Azonnal látható, hogy

x = x<a>

xLv = av (v=l,

11.13-13

x = x(0>-l-x(a> 11.13-14

i - inhomogén egyenletrendszer 11.13-10 feltételnek is eleget tevő megoldása, 
IiIn/cii

A(x(0, + x(a)) = Ax<0, + Ax(a)=y,

im il feltevéseink szerint Ax(0) = y és Ax(a) = 0.
A 11.13-14 megoldás mindig létezik, ha a 11.13-11 megoldás létezik. 11.13-11 

li tezésének feltétele pedig éppen a 11.13-9 egyenletek teljesülése.
Irhát 11.13-9 az elfajuló inhomogén egyenletrendszer megoldásának általá

nos leltétele.
11.13-14 az inhomogén egyenletrendszer egyetlen olyan megoldása, amely a 

II H 10 feltételt kielégíti. Tételezzük fel ugyanis, hogy az inhomogén egyenlet- 
ti iiilszernek az adott feltételek melleit két, x és x' megoldása is létezik, ükkor
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X x * ii nK
i 11.13 12 homogén egyenlctrendszci megoldása kell legyen, lehat

AX 0.

feltételeink szerint mind x, mind x' eleget tesz 11.13-10-nek, tehát

XLv=0 (v=l, 11.13-lú

Ez azonban azt jelenti, hogy X a homogén egyenletrendszernek olyan meg 
oldása, ahol a szabadon választható ismeretlenek értékét zérusnak választottuk 
Ibben az esetben azonban X csak a triviális X = 0 megoldás lehet, tehát

x = x'.

Összefoglalva az eddigieket, megállapítottuk, hogy az n-ed rendben elfajult 
lineáris egyenletrendszer csak akkor oldható meg, ha a konstans értékek >t 
darab homogén lineáris összefüggésnek tesznek eleget. Ezek az összefüggések 
homogén lineáris egyenletrendszer esetén mindig teljesülnek.

Inhomogén esetben pedig N—n számú yk értéket szabadon választhatunk, a 
fennmaradó n számú yk értéket pedig a 11.12-9 feltételi egyenletből kell meg 
határoznunk, ha azt akarjuk, hogy az egyenletrendszer megoldható legyen.

Ha y komponenseire a 11.13-9 feltételek teljesülnek’ akkor az x megoldás n 
komponensének tetszés szerinti megválasztása után az inhomogén egyenletrend 
szer egyértelműen megoldható.

11.14. Alkalmazás

A lineáris egyenletrendszerek a fizika szinte minden területén előfordulnak. 
A következőkben először egy elvi szempontból fontos — a mátrixok rangjává 
kapcsolatos — tételt, majd egy áramköri problémát tárgyalunk.

I 1.14.1. Tétel a mátrixok rangjával kapcsolatban

Legyen S egy AxA^-es mátrix, amelyre

detS#0. 11.14-1
Képezzük az S mátrix és az ugyancsak 2VxA-es G mátrix segítségével a

T = SGS 11.14-2

mátrixot. Bebizonyítjuk, hogy a T és G mátrixok rangja megegyezik, tehát

6?(T) = 6?(G). 11.14-3
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I együk hl, Ill >>’ V
-Z't I ) V H

éh vl/hg,iiljllk II
11.14-5

i i'\i iilctiiml'./ci megoldásul!, A 
II I I S egyenletrendszernek /!>( I ) 
it iiili/i'ic létezik, tehát

III’ le|e/etben megállapítottuk, hogy a 
N n mind n lineárisan független megoldás

Tx(A’ 0 (/< 1,2, /I). I 1.14-6

I x 0

H/mozzuk mcg 11.14-2-t balról 5 '-gyei, jobbról pedig x(A>-val. A

G(Sx(A)) = 0 11.14-7
i p\i nlcthez jutunk. Bevezetve az

y(A) = Sx(A) 11.14-8
|( lólest, I 1.14-7 a

Gy(A) = 0 (k= 1, 2, ..., n) 11.14-9

iihikot ölti. Minthogy detS#(), 11.14-8 a 11.14-9 egyenletrendszer lineárisan 
független megoldásait adja. Ebből viszont következik, hogy

r£(G)áö?(T). 11.14-10

Hasonló módon, ha 11.14-2 helyett az
S 'TS * = G

összefüggésből indulunk ki, azt kapjuk, hogy 
«(G)=s<T).

II 14 10 és 11.14-1 1-ből viszont következik, hogy 
«(G) = ^(T).

I //el tételünket bebizonyítottuk.

I I 14.2. Egy áramköri probléma

A következőkben egy egyenáramú hálózat poten- 
cliilvlszonyait határozzuk meg. A probléma tárgyalá
sai egy egyszerű speciális esettel, a 11.4. ábrán látható 
aiamkör A, B, C pontjaihoz tartozó Ej, V2, E3 poten- 
< lálok meghatározásával kezdjük.

I egyen az ABC háromszög oldalainak ellenállása 
Kj, IC, Ry Jelöljük a vezetőkörbe az A, B, C ponto
kon keresztül kívülről befolyó áramokat /,, /_>, /,-mal,

II.14-1 I
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it/ egyes rllrnAIIAh<>k<>n folyó áramokul pedig Ih /, mnl Az ihatunk, III tr 
NZÜltségck közötll kupi solatol a Kltililmll törvények adják meg. Klrclihofl I 
törvénye szerint töltések az áramkör egyetlen pontjában sem halmozódhatnak 
fel, így az A, H, C pontokban rendre érvényesek a következő egyenletek :

h ~h=J\

z2—A—A-

A 11.14-12 egyenletrendszer csak akkor teljesülhet, ha

71 + Z2+/3 = 0.

Az egyes ágakra érvényes az Ohm-törvény, így fennállnak az

egyenletek. 11.14-14-ben S'-vei (í= 1, 2, 3) az

vezetőképességeket jelöltük.
A 11.14-14 egyenleteket 11.14-12-be beírva, a

- r,(s2+s3) + v2s3 + r3s2= 
^s3- ^(Sj+so+^s,-/, 
Kls2+r2s,-r3(s1+s2)=/3

11.14-12

11.14-1 I

11.14-14

11.14-15

egyenletrendszerhez jutunk. Az /k (k= 1, 2, 3) áramok és S, (1= 1, 2, 3) vezető- 
ké|>ességek ismeretében 11.14-15-ből a Vk potenciálok meghatározhatók. 
A 11.14-15 egyenletrendszer elfajuló, hiszen determinánsa zérus:

|D| =
-(52 + S3)

S3
S2

S3 
-(Sb + SO

s2
5, 

-(S1 + S2)
11.14-16

X^-K^

11.14-16-ból azonnal látható, hogy a D mátrix tetszőleges diagonális eleméhez 
tartozó aldetermináns értéke:

det D <*■* > = S,S2+S2S3 + S3S].

Amennyiben tehát S(, S2, S3 közül legalább kettő nem zérus, akkor a D mátrix 
rangja kettő. A 11.14-15 egyenletrendszert ebben az esetben úgy oldhatjuk meg, 
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egy I’1 'tent liih 11< I cl í‘inkciiy> •• i» nicpváln 'hifik. <’•< ii liíuoin egyenletből 
ip\fl elhagyunk

I egyeli pl I j (), cs oldjuk meg, n

r/.S, | ,S',) | r,.st /2 I 
k2S’, rj.s', i .s',) /, |

nlct icmlszcrt.
II hl 17 megoldását a

y _ ^(^1 +^2) + ^!
2 1S,1S2+S2S3 + S3.S'1

és

11.14-17

11.14-18
y _ ^1+13(53 + 5!)

5]52 + 5253 + 535,

lm nullák adják.
• lynkorlati szempontból fontos az l2=0, 52 = 0 speciális eset. Ekkor 11.14-13 

llllilll
11 + 13 = 0,

It Iliit
1] = 1 és 13=-1.

A pnlcneiálértékeket pedig 11.14-18 szerint a

7(5,+ 53)
5.53

= 1(/?1 + 1?3),
11.14-19

v2=ir.
lm nullák adják.

I In ,S', /(), akkor

I(SX+S3)
5]52+S2S3 + 5] 53

1
_1___ 1_
R2 + Rt + R3

15.
11.14-20

\ 11,14-19 formulákból a sorosan, a 11.14-20 formulákból pedig a párhuza- 
ui ni kapcsolt ellenállások eredőjére vonatkozó ismert összefüggés olvas
ható ki.

A I övctkezőkben a fenti formalizmust bonyolultabb esetekre általánosítjuk, 
ti nm ./elcsen a probléma tárgyalásához a fentinél kissé bonyolultabb jelölé

si I cl kell alkalmaznunk.
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I.rgyrn titlvn egy N I I pontból (/*,. /*,, , /\,,) Álló ániinkör. A/ i-gvMr
pontok között elhelyezkedő cllenálláNoknl |döl,|ilk KAZ lel. Nyilvánvaló, hogy

11.14-31
valamint hogy / / k. Jelöljük az egyes pontok között a vezetőképességet .S^flel, 
tehát

e - 1^kl~ p • 
^kl

Jelöljük a hálózat egyes pontjainak potenciálját rendre V\, V2, ..KN+1-gyclt 
és tegyük fel, hogy a hálózat egyes pontjaiba rendre 7j(0), 7j0), ..nagy
ságú külső áramok folynak be.

Kirchhoff első törvénye miatt azonban

N-l-1
2 4O)=o, 11.14-21

k-l

hiszen az áramkörben nem halmozódnak fel töltések.
Jelöljük a hálózat Pk pontjából a Pz pontba folyó áram értékét 7^-lel. Mivol 

/AZ /ZA, a hálózatban folyó áramok egy I antiszimmetrikus mátrixszal jelle
mezhetők.

A hálózat egyes pontjaira felírva Kirchhoff első törvényét:

N+l
2 4/+4°’ = 0 (k=l, ...,2V+1).
/=1
l*k

Kirchhoff második törvénye szerint

Ikl=Sk^Vk-VÍ).
11.14-24-et  11.14-23-ba beírva, azt kapjuk, hogy

N+i
2 sjivW’M.
/=i
k* i

A 11.14-25 egyenletrendszert az

SV=I<°>

11.14-23

11.14-24

11.14-25

11.14-26

összefoglaló alakban is felírhatjuk, ha az S mátrixot a következőképpen defi
niáljuk :
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Int A • I.

11.14-27

A 11.14-26 egyenletrendszer segítségével az értékek és az I(k0) külső áramok 
Imncretében meghatározhatjuk az egyes pontokhoz tartozó potenciálértékeket.
11.14- 26 tulajdonképpen az Ohm-törvény általánosítása, amelyben a feszültség 
és az áramerősség helyén egy egydimenziós, a vezetőképesség helyén pedig egy 
kétdimenziós mátrix szerepel. A potenciálokat tehát egy lineáris egyenletrend- 
i/er megoldásai szolgáltatják. A 11.14-26 egyenletrendszer azonban elfajult, 
lilN/.en a 11.14-27 definícióból következik, hogy

detS = 0. 11.14-28

í rről meggyőződhetünk pl. úgy, hogy az S determináns minden oszlopát ösz- 
M/ctidjuk. Eredményül csupa zérust kapunk, így 11.14-28 valóban fennáll.

A 11.14-26 egyenletrendszer nem triviális megoldásait az S mátrix legmaga
sabb rendű el nem tűnő almátrixának segítségével határozhatjuk meg. Tegyük 
lel, hogy <£(S)=A, és tételezzük fel, hogy

detS<w>#0. 11.14-29

11.14- 29 szerint azt tesszük fel, hogy az S mátrix jobb alsó sarokeleméhez 
lailozó aldetermináns nem zérus.

Ekkor a 11.12. fejezet szerint egy ismeretlen értékét szabadon választhatjuk.
11.14-29  teljesülése esetén ez az ismeretlen VN+i. Ez megfelel annak, hogy az 
N I I pontból álló hálózat esetén abszolút értelemben nem rendelhetünk poten
ciálokat az egyes pontokhoz. Az egyszerűség kedvéért célszerű a yN+ i = 0 érté
kel választani, így minden pont potenciálját az N+ 1-edik ponthoz viszonyít
juk.

A fenti feltételek mellett 11.14-26 megoldását 11.12-32 szerint

V = (S<^))-'I(0)' 11.14-30
szolgáltatja, ahol

/<“)' = /<«>, /<«>, ...,/<°>,0. 11.14-31

11.14-30  azonban csak akkor megoldása az eredeti 11.14-26 egyenletrend
szernek, ha teljesül a 11.12-8-nak megfelelő
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II 14 0

feltétel.
11.14 32-nck azonban a 11.14-22 li/lkal kilétei miatt automatikusan telje 

sülnie kell. A 11.14-30 megoldás meghatározásakor ugyanis a 11.14-26 egyen 
lel rendszert a

2S,W'%=C (k=\, ...,N+\) 11.14 H
i

egyenletrendszerrel helyettesítettük. 11.14-33 egyenleteit összeadva, és a
11.14-27  definíciót figyelembe véve, a

/V+l _ N+l N
- 2 sN+llv,= 2 /'0)'= 2 A0*

*:=! *=1
11.14-34

egyenletet kapjuk.
11.14-32-t  és 11.14-34-et összevetve, a

- 2 11-14-35
k=l

feltételhez jutunk, ami azonos 11.14-22-vel.
Bevezetve az

R=(S(NÍV))-1

jelölést és az értelemszerű ellenállásmátrix elnevezést, 11.14-30 a

V=RI(0)' 11.14-36

alakot ölti. 11.14-36 pontos analogonja az Ohm-törvénynek.
11.14-36  segítségével I<0) és R ismeretében meghatározhatjuk a Vk potenciál

értékeket. Nem szükséges azonban, hogy 11.14-36-ban a Vk értékeket tekintsük 
ismeretlennek. A 11.14-36 egyenlet a Avi i^O és 11.14-35 feltétel teljesülése 
mellett az lk és Vk (k= 1, ..., N) mennyiségek közül bármely N számú meny- 
nyiség meghatározására alkalmas, ha a fennmaradó N értéket megadjuk.

Befejezésül megvizsgáljuk, hogy mi a feltétele a

detS(A,A,, = 0 11.14-37

egyenlet teljesülésének.
Térjünk vissza a bevezetésben már tárgyalt egyszerű há

lózatra. A fenti általános formalizmusból a 11.5. ábrán 
látható hálózat esetén adódik, hogy
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11.14 W

11.14-39

Mi'il ,S\, 0, det S (22)- 0. 11.14-39-ből látható, hogy detS (22) akkor és csak 
>4 I "i lehet zérus, ha a három különböző vezetőképesség-érték közül kettő 
olt II*

I i.-il .iilac. ez azt jelenti, hogy a három pont közül egy nincs kapcsolatban a 
iu r.il' kettővel. A detS(22) = 0 egyenlőség tehát azt jelzi, hogy a potenciálel- 
fut/lie. a három pont esetén független a bevezetett áramoktól. A probléma te
lim li/ikai szempontból érdektelen.

Amennyiben 11.14-39 nem zérus, akkor

1

detS(22)

-(5I2+S23) 
-S12 

0

— ^12
— (*^12 + ^23)

0

0
0 

det S<22>
.11.14-40

I inu k segítségével
-(Sl2+S23)I^-Sl2I^

det S<22>

-S12Z(0>-(S12 + S13)Z<°> 
det S<22>

Amennyiben Z^0) = 0 és Sj3 = O, akkor
1___

det S<22>
— ^l2-^23>

és

i alamint mivel
ri=(/?i2+7?23yi<0>, r2=z?23z1(O),

r3=o, /30) = -z;0),

11.14- 41

11.14- 42

11.14- 43

I 1.4-41 két, sorba kapcsolt ellenállás esetén érvényes formulákat jelent, és a for
mulából adódik a jól ismert

2?eredö= Z?j2 4“ Z?23

összefüggés.

Amennyiben ZjO) = O, de Sj3#O, akkor hasonló módon kaphatjuk az

1
D

•‘'■eredő
11.14-44
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I < >t II111 111 t (llc>. ,1/ifil ) \'|->'<z.lk npt Ilk tchill II hcVC/Ctő Cgy-
szerű példa soiún nyel I ciedmenycket.

A/ ' esetén det S1' 1 ugyani sak ncmnegativ tagok össze 
geként állítható elő. I .zérl det S,wv> 0 csak akkor lehetsé 
ges, ha a determináns minden tagja zérus, Íz az eset bekö 
vetkezhet például akkor, ha egy adott / esetén minden

5^=0 (Á7=l, ...,iV+l). 11.14-45

A I 1.14-45 feltétel azt jelenti, hogy a P, pont független a többitől. 
I Jgyancsak zérussá válik a determináns értéke akkor, ha

Sk/=0, ha k I 11.14-46

ahol Aj... Kn( | az 1...N+ 1 számok permutációja. Ez utóbbi esetben a Ph ..
I‘N i pontok két csoportba oszthatók úgy, hogy a PKl, ..., PKn és PKn+l, .. ., 
/’^ pontcsoportok függetlenek egymástól. A hálózat tehát két független részre 
osztható, így fizikailag nincs értelme az együttes tárgyalásnak.

Megjegyezzük még, hogy a megoldás során az S(AW) almátrix nem játszik 
kitüntetett szerepet. A fenti gondolatmenet minden további nélkül elvégezhető 
tetszőleges S(KKI almátrix segítségével.
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Ill l'l N/.OROK

12. A homogén lineáris vektoroperátor 
vagy tenzor

\ következőkben rendszerezzük és továbbfejlesztjük a 7. fejezetben a lineáris 
latorokkal kapcsolatban nyert eredményeket.

\ forgatási operátorok tulajdonságait vizsgálva megállapítottuk, hogy ha az 
O .ipciator egy a és egy b vektort az

a* = Oa

b* = Ob

o !■ torokba visz át, akkor tetszőleges a és fi mellett

O(aa + /3b) = aa* + /7b*. 12-1

Mintában azokat az operátorokat, amelyekre fennáll, hogy

a = Aa és b = Bb
r'ii len

A(aa +/7b) = aa +/7b, 12-2

Mimogói lineáris vektoroperátoroknak nevezzük.
\ homogén lineáris vektoroperátorokat tenzoroknak is nevezzük. A forga- 

la.i operátorok tehát tenzorok.
\ lenzorokat definiáló 12-2 tulajdonságból az a —0, /7 = 0 választással követ- 

I . zik, hogy a tenzorok a zérusvektort zérusvektorra képezik le, azaz

An = n,
ahol n a nullvektor.
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12.1. A icii/t>i jrllcin/cse

A következőkben megvizsgáljuk, hogy milyen mennyiségek szükségesek tgy 
tenzor egyértelmű jellemzéséhez.

A tenzort akkor tekintjük ismertnek, ha meg tudjuk adni, hogy a tér tetsző 
leges vektorát hogyan transzformálja. Ehhez elegendő, ha megadjuk, hogyan 
tenzor a tér három, nem komplanáris a, b, c vektorát mely

a = Aa, b = Ab, c = Ac 12.1 1
vektorokba viszi át.

Itt
(a, b, c)#0. 12.1 1

Mivel a, b, c nem esik egy síkba, a tér tetszőleges d vektora előállítható

d = aa + /?b + gc 12.1 I

alakban. 12.1-1 ismeretében a d vektor d transzformáltja a

d = Ad = aá + p’b + yc

alakban állítható elő, 12.1-1 ismerete tehát valóban elegendő tetszőleges vektoi 
transzformáltjának meghatározásához.

12.2. Az inverz operátor

Jelöljük az A operátor inverzét A~ '-gyei. Az inverz operátor definíciója ér 
telmében ez azt jelenti, hogy

A 'a = a, ha Aa = a. 12.2-1

Abban az esetben, ha az a, b, c vektorok sem komplanárisak, tehát

(á,b,£)#O, 12.2-2

akkor tetszőleges d vektor előállítható

d = aa + /?b + yc 12.2-3

alakban. Ebből leolvasható, hogy az A1 operátor d-re való hatásának ered
ményét egyértelműen meghatározhatjuk, ha ismerjük az a, b, c vektorok transz- 
l’ormáltjait, vagyis ha ismerjük az

a = A 'a, b = A~'b, c = A-'c 12.2-4
vektorokat.

Amennyiben tehát sem az a, b, c, sem pedig az á, b, c vektorcsoport nem
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I mpl.mml'. '.J .1 okimul. inliiil n/ A mind o A ' i 'I'll ától I i g\>'i !• Imiién 
• If III tin I |n k

Mind i. V mind iiz A ' opt iiiim li'iiii'ipcn hm .ill*. ItiniNzfoimiicidt definiál, 
ly\ A ' Il len/oi.

I i‘, ten/mt nem ellajiilónak tekintünk, li.i iieiii kmnplanaiis vektorokat nem 
I . iiipLiii.ii Is vek lm okra képez, le, lehal ha 12.1 2 érvényessége esetén 12.2-2 is 
hniiiill

A h Hitekből látható, hogy a nem elfajuló A tenzorok A 1 inverze vagy recip- 
i. I a léle/ik és egyértelműen meghatározható. Továbbá, ha A nem elfajuló, 
.»! Ina A 1 sem az.

12.3. Műveletek tenzorokkal

I ' II. Két tenzor szorzata

I egyen
Aa(A, = a(A) (£=1,2, 3) 12.3-1

Ba<A)=í<A) (£=1,2, 3). 12.3-2

t 1 et 12.3-2-be beírva, a

B(Aa(A)) = Í(/c)1 (£=1,2,3) 12.3-3

n > illetet kapjuk. 12.3-3 az a(A) vektort az á(A) vektorra képezi le. Ezt az át- 
im miét egyetlen transzformációnak is tekinthetjük. Jelöljük ezt a transzfor- 
iii ii lót (' vei. Tehát

Ca<A) = á(A). 12.3-4
Amennyiben

(a(1), a(2), a(3))#0, (a<'>, a<2>, á<3>)#0 12.3-5

(í(1),Í(2),a(3))^0,

tik km A és B nem elfajuló tenzorok. Ez esetben C is egy homogén lineáris vek- 
i'in.ms/formációt jelent. 12.3-5 miatt C sem elfajuló tenzor.

nevezethetjük a
C = BA 12.3-6

|> lólést, hiszen a C tenzor alkalmazása ugyanazt az eredményt adja, mint az 
A ' B tenzorok egymás utáni alkalmazása; C-t a B és A tenzorok szorzatának 
ti. vcz/.ük. A szorzási művelet nem kommutatív!
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Klilönlegcs opciáloi az E egysegopci atoi Az cgységopenitoi minden vcklml 
önmagára képez le, tehát

Ea = a. 12.3 I

Egyszerűen belátható, hogy a tenzorszorzás asszociatív művelet, ezt azonban 
az olvasóra bízzuk.

12.3.2. Tenzorok lineáris kombinációja

A linearitásból kiindulva, bevezethetjük tenzorok lineáris kombinációját.
Legyen _ I

Aa a és Ba = á,
és vezessük be a I

C = 2A+juB 12.3 IC

lenzort úgy, hogy tetszőleges a-ra

Ca= 2a + /za
legyen.

Amennyiben ^ = 0, akkor

C = 2A és Ca = 2Aa = 2a, 12.3 ')

továbbá, ha 2 = ^=1, akkor

C = A + B és Ca = a + a. 12.3-10

12.3-9 tulajdonképpen a tenzor és skalár szorzatának, 12.3-10 pedig két tenzoi 
összegének definíciója.

12.4. Tenzorok reprezentációja

Megállapítottuk, hogy egy A tenzort egyértelműen jellemezhetünk, ha meg 
adjuk, hogy három nem komplanáris vektort mely vektorokra képez le.

Válasszuk a három nem egy síkba eső vektorként egy JC ortogonális koordi 
nála-rendszer e(/v) (/<= 1, 2, 3) alapvektorait, és adjuk meg az

Ae<*>=f<fc> (k=l,2, 3)
vektorokat.

Szorozzuk meg 12.4-1-et e(/)-lel, azt kapjuk, hogy

(Ae(Zt))e(/, = e(/)f(A).

12.4-1

12.4-2

.kiöljük a 12.4-2 jobb oldalán álló skaláris szorzatok értékét



Vili 12.4 l

A* I ti ti I < I f|’Y 1 1 iin matilxha icndizhelók ízt az A mátrixot az A len
ini i beli icprczcntái lójának nevezzük lehal

i'(A) A. 12.4-4

l ' I I < i .izeit tekintjük az A tenzor reprezentációjának, mert A segítségével
1#

a = Aa 12.4-5

12.4-6

Iliin ■ lmmúció lei iható.
1 ' I ■' helyett felírhatjuk, hogy

a = A 2 a/£(k)-
Miuilmgy azonban A homogén lineáris vektortranszformáció, 12.4-2 segítsé- 
r fi 1’46 az

í=2^f(/t)
♦ mi aha irható át. 12.4-7-et balról e(/)-lel beszorozva, az

az= 2^/A
k,

ftiiimilához jutunk. 12.4-8 mátrixjelöléssel az

a = Aa

12.4-7

12.4-8

12.4-9

hI-iI >>i ölti. 12.4-9 megmutatja, hogy a JL reprezentációban hogyan adódnak 
I I iHHillnátái A és a komponensei segítségével. Ezért 12.4-9 a 12.4-5 összefüg- 

i' beli reprezentációja.

I' I I. Néhány tenzor mátrixreprezentációja

1'19 bői következik, hogy az E tenzor ZÍE) reprezentációja:

^(E) = E, 
• lel 1 az egységmátrix.

i incsak egyszerűen megállapíthatjuk annak a tenzornak a reprezentáció
ja! amelyet az

Ax = a(bx) 12.4-10

< lliggcsscl értelmezünk. 12.4-10-ben a és b rögzített, x pedig tetszőleges 
Hm. Az A tenzort tehát az a és b vektorok jellemzik. 12.4-2 és 12.4-3 szerint

/1/A = (*L.(/O- 12.4-11

c'' ' alapvektorokkal megadott koordináta-rendszerben ez azt jelenti, hogy
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I.’ i I
12,4 Iviszont éppen az 11 és l> egydimenziós man ixok szorzata. A I2.4 It) . ■ 11 «< I 
definiált A tenzor tetszőleges koordináta tendszerben vett reprezentáeló|ál i|| 
ii és b mátrixok diadikus szorzata adja meg. I zéit ezt a tenzort az u és b vi kin 
rok diadikus szorzatának nevezzük, és

A = aob 12.4 II
-vei jelöljük.

12.4.2. A transzponált tenzor

Az operátorok és vektorok
Aa = y

szorzási művelete azt fejezi ki, hogy az A operátort alkalmazzuk a vektől in 
I bben az esetben nincs értelme tehát jobbról, ill. balról való szorzásról beszélni 
Amennyiben az eredményül kapott vektort egy b vektorral skalárisán szoroz, 
zuk, akkor egy

(Aa)b = b(Aa) 12.4 I I

számértéket kapunk. Ez a számérték általában nem egyezik meg az (Alibi 
értékkel, tehát

(Aa)b#(Ab)a.

I (képzelhető azonban, hogy adott A tenzorhoz tetszőleges a és b vektorok ese
tén létezik olyan tenzor, amelyre teljesül az

a(Ab) = b(Ba) 12.4 l>

összefüggés. A 12.4-15-nek eleget tevő B tenzort az A tenzor transzponált opr 
i.itorának nevezzük, és B = A-val jelöljük. Egyszerűen belátható, hogy a transz 
ponált operátor mindig létezik. A 12.4-15 egyenletet tetszőleges reprezentáció 
ban felírva adódik ugyanis, hogy a

^(A) = A 12.4-16

matrix A transzponáltjára teljesül az

aAb = bAa 12.4 I /

összefüggés. A B Á választással tehát tetszőleges reprezentációban meghalt!
i ózhatjuk a keresett B tenzor

S£(B) = B = A
reprezentációját.

A mátrixreprezentáció indokolja a 12.6-15-nek megfelelő B tenzor elnevc*

lol



11 i ii li A i I*, A Ii’ii,'iiii4 hl i'ilr,.' iniili I * K| iK'/rnliii ló|rtrn
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ll(Ab) (llA)b llAll 12.4-18

illőség . lénnál.liísát. 12.4-18 segítségével 12.4 15 az

(flA)b b(Ba) 12.4-19

Hiúi I'iiii írható lel. Mivel 12.4-19-nek tetszőleges b vektorra teljesülnie kell, 
I1 I |9 lx">l következik, hogy

aA = Ba. 12.4-20

I ' I '<> az a vektor és A tenzor balról vett szorzatát definiálja.
A hali ól és jobbról vett szorzás bevezetése nem szükségszerű, és a továbbiak

ban < /i a megkülönböztetést ritkán használjuk.
•,| ci lalis esetben egy A tenzor és transzponáltja azonos lehet, tehát

A = A. . 12.4-21

I i Id az. operátorokat szimmetrikus operátoroknak nevezzük. A szimmetrikus 
upi latorokra jellemző, hogy tetszőleges a, b vektorokra

aAb = bAa.

A.i'l ni az operátorokat, amelyekre

A=—A, 12.4-22

huh./Immetrikus operátoroknak nevezzük.

12.5. Tenzorműveletek koordinátareprezentációja

A 12.4-6 reprezentáció segítségével összetett tenzorműveleteket is reprezen
tálhatunk.

I egyen
a = Aa és a Bá = (BA)a, 12.5-1

t< hilt
l = Ca, ahol C-(BA) 12.5-2

A ' reprezentációban 12.5-1-nek az

á = Aa és á = Bá = (BA)a,
I ’ i nek pedig az

á Ca (ahol C = BA)
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<">ss/cl (Ipgi'sck leli lm I ini')' I /< I-.Ihii i Imi millákban n zi'r.ol unitiig’ "I 
zást jelentenek, telin! <’A/

I lasonló módon legyen
a Aa és a Ba, 1 I

valamint Ca = Aa + /iá,
ahol C = AA + JuB.
I zen összefüggések 3^-beli megfelelői:

á = Aa és a Ba.
valamint ebből következően Ca = Aa +/iá,
ahol C = AA + JuB.
A tenzoriális összefüggéseknek ugyanis tetszőleges reprezentációban teljesül 
niiik kell.

összefoglalva a fentieket megállapíthatjuk, hogy a tenzorokat mátrixokkal, 
a tcnzorműveleteket pedig mátrixműveletekkel reprezentálhatjuk.

12.6. Összefüggés a tenzorok reprezentációi között

ligy A tenzor fizikai mennyiséget jellemez, így nem függ attól, hogy milyen 
koordináta-rendszerben reprezentáljuk.

Szükséges azonban annak megállapítása, hogy az A tenzor különböző kooi 
dinátareprezentációi között milyen összefüggés van.

I .egyen P és P' két ortogonális koordináta-rendszer, amelynek alapvektorait 
a P forgatás viszi át egymásba, tehát

e(*)' = Pe^)_ 12.6-1
A P operátor 3^-beli reprezentációjának elemeit 12.4-3 szerint (ha f</í) = e(A"'■( 
írunk), az

12.6-2 
formula adja.

Ha a transzformációt a Plk mátrixelemekkel adjuk meg, akkor 12.6-2 fel 
használásával az e(Á)' vektorok kifejezhetők a P lk mátrixelemek segítségével. 
e<A)' Ugyanis előállítható az e(A) alapvektorok lineáris kombinációjaként, tehát

e(M'= 2^/a£(/). 12.6-3
/

12.6-3-ban a P lk mátrixelemek helyett felhasználhatjuk a
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fhi

linn ./poiuih mali Ixelcim k< I Is I zekkel

2
i

\ forgatási operátorok tulajdonságaiból következik, hogy .1 I’ <>

O P 1
i <ii',il;r,i reprezentálja.

Határozzuk meg először az a vektor
9f(a) = a és = a'

i< I>i« /entáeiói között fennálló összefüggést.
I egyen

a= 2 a,£(/c)= 2
k - I m 1

Souo/ztik he 12.6-5-öt g(/) -vei. Az

ae(/)'= 2 űA£<Á>£</>, = fl/
k 1

< függéshez jutunk.
I elhasználva 12.6-2-t és 12.6-4-et, adódik, hogy

a\= 2 Olkak,
k=1

III
a' = Oa.

I oglalkozzunk most az A tenzor
3C(A) = A és T(A) = A'

o 1 a< /entáeiói között fennálló összefüggés meghatározásával.
I .’.4-2 szerint

/T^e^Ae^’.
12.6-8-ba beírva a 12.6-4-et, az

A'lk = 2 0/me<m)Ae<")0,„
ni. n— 1

famíliához jutunk.
Minthogy

A <*(/») AV £21 min

12.6 I

mátrix

12.6-5

12.6-6

12.6 7

12.6 8
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ii két reprezentáció között 11/

Z <>lmA 12.6-9
Hi, It* I

összefüggés áll fenn.
12.6-9-et  mátrixalakban az

A' = OAÖ 12.6 10
formula reprezentálja.

A fenti transzformációs formulák az eddigiekben talált összefüggésekkel 
összhangban vannak. Ennek illusztrációjaként foglalkozzunk néhány speciális 
esettel.

Képezzük 12.6-10 determinánsát. Azt kapjuk, hogy

detA = detA', 12.6 11
mert

det O = det O = ± 1.

A transzformáció során tehát az operátort reprezentáló mátrix determinánsa 
nem változik.

Megmutatjuk még, hogy az AB = C szorzat a JC koordináta-rendszerben az 
A'B' = C' alakot ölti. Ugyanis

C' = OABÖ = OAÖOBÖ = (OAÖ)(OBÖ),
vagyis

C' = A'B'.

Itt felhasználtuk, hogy OO = E. Látható az is, hogy
E' = OEÖ,

vagyis az E operátor tetszőleges reprezentációban az 

alakot ölti. Ebből következik, hogy ha S£(A) = A, akkor 3£(A_1) = A-1.
A tenzor definícióját 12.6-9 segítségével is meg tudjuk adni. Ha egy A operá 

tor különböző, JC és JC koordináta-rendszerbeli 3£(A) = A és 5£'(A) = A' rep
rezentációi között fennáll az

A' = OAÖ

összefüggés, akkor A tenzor. A reprezentációk ismeretében is eldönthetjük te
hát, hogy egy operátor tenzor vagy sem. Ennek megfelelően egy mennyiséget 
akkor nevezünk tenzornak, ha az
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A OAO 12 6 12

Wiiluily s/cilnl Il ans/loi ni.ilodik,
Mi ii lenzort inkább ii fejezel kezdetén kll< |(e(l li/ik.il meggondolások ulapjiin 

>l« lini.d|uk. I vekből ;i megfontolásokból •■zük'.égszci (ien jutottunk el a 12.6-12 
iinn»vloi mációs szabályhoz.

A 12.6 12 szabály szerint transztól inálódó mennyiségeket kovariáns mennyi
se knek is nevezik.

I esetben pontosabbnak tartjuk, ha úgy fogalmazunk, hogy a és A az a és 
A mennyiségek kovariáns reprezentációi.

I> tszőleges fizikai mennyiséget akkor nevezünk kovariánsnak, ha az adott 
hu nnyiségnek létezik kovariáns reprezentációja. A kovariáns reprezentáció 
It'ii ,-.-.e egyáltalán nem triviális. Ezekkel a kérdésekkel a következőkben még 
Irszli tescbben foglalkozunk.

12.7. Alkalmazások

I ’ / I. A tehetetlenségi tenzor

A következőkben a tenzorfogalom alkalmazásaként merev testek bizonyos 
illiiiimikai jellemzőit tárgyaljuk. Vizsgáljunk egy merev testet, amely tő
im gíí (/ 1,2, ...) diszkrét tömegpontokból áll. Az egyes pontok azX(/) hely-
o klórokkal jellemezhetők. A tetszőlegesen választott origójú X(/)koordináták
tól azonban térjünk át az ún. súlyponti koordinátákra. Egy test súlypontját 
ih Iiiih ló szerint az

12.7-1

ö’.'.o I üggés határozza meg, ahol X(/) végigfut a pontrendszer minden pontján.
< élszerű, ha az X(O koordináták helyett az

12.7-2

koordinátákat használjuk, azaz, ha az origót a test súlypontjába helyezzük át. 
I o kre a koordinátákra 12.7-1 alapján fennáll, hogy

2x(/) = Q. 12.7-3
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I orr,>4 /('a/ l\inetlkii\ cih-ii'.hi/ii

I latúrozzuk meg az mIZl tömegpontokból allo test mozgási energiájúi, l együk 
lel először, hogy a test súlypontja rögzített, és a test a rögzített súlypont kóilll 
<!_> szögsebességgel forog. Ez esetben az /-edik pont sebessége 5.6-22 szerint

v(/, = <aXx(/). 12.7-4

Az /-edik pont mozgási energiája

| m(,)v<,)2 = ^ w7(,)(ctXx('))(oXx(')). 12.7 5

A 4.8. fejezet vektoriális négyesszorzatra vonatkozó 4.8-8 összefüggése szerint 
ez átírható az

H7(,)v(')2 = ^ m('^x(')2M2—(x(,)ro)2| 12.7-6

alakra. 12.7-6-ot az w vektor kiemelése céljából alakítsuk át a diadikus szorzat 
definíciója és az egységtenzor segítségével az

^m(')y(,)2-^m('')w[Ex(')2-x<,)ox(')]w 12.7-/

formára.
A teljes mozgási energia ennek alapján az

£* = 1 2"’('Y'’)'’4“Tro 12.7-H
z z- z

alakban írható fel, ahol

T = 2 nr(')[Ex</)2-x(')ox(')L 12.7-9
i

I i a test tehetetlenségi tenzorának nevezzük.
A jobb áttekinthetőség kedvéért fejtsük ki a T tenzort egy IC koordináta 

rendszerben, ahol T = JC(J). Azt kapjuk, hogy

^1=2^(,V2(/)2+^')2),
i

i

^3=2»2('Vi(í,2 + x2(í)2),

12.7-10
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Valamint

I

/‘íl /.. V ' 111' I i 11 •

rJ3 V ( i 1

r,, 7j,
/

y. m1'1 v;°v (/) 
1

12.7-11

\ I.’./ 10 formulából leolvasható, hogy a 7’u, T22, T33 értékek a merev test 
h’lirlctlcnségi nyomatékai a Z koordináta-rendszer tengelyeire vonatkozóan.

A 12.7-1 I értékeket deviációs nyomatékoknak nevezzük, fizikai jelentésük 
magyarázatára most nem térünk ki.

A I 2. 7-8 formula emlékeztet a rögzített tengely körül forgó merev test forgási 
i m i giájára vonatkozó

12.7-12

lm nullára, ezért a T tehetetlenségi tenzort a tehetetlenségi nyomaték általáno- 
>.H.f..inak tekintjük.

\l< i<t test kinetikus energiája

I l.i a merev test súlypontját nem rögzítjük, és a súlypont v(0) sebességgel mo
zog, akkor az /-edik pont sebessége

V(') = v(°>-Hc?Xx('0 = v(O) + v<z>. 12.7-13

\ kinetikus energiát ekkor

£kin=^ 2^('',Y<z’2=^y<0)22"J(í’+

+ 1 ojToj +v<0) 2 m(')(roXx(,))
i

lilákban írhatjuk fel. Mivel x(/) súlyponti koordináta, 12.7-3 értelmében

2 m(')(oXx(,)) = coX 2 m(')x(') =0.

A kinetikus energia tehát

Fkin = 2»'(Y((,,2) + ^<?I<? 12.7-14

alakban írható fel, ahol /// 2 ;l *est össztömegc. 12.7-14 szerint egy merev
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lesi k liicllk un cnei glá|.i n súly pont körtlll lói pásból szál mazó lói pasi enei gliiból 
és a súlypont huladasa miatt léllépő tianszláclós mozgási energiából tevődik 
össze.

12.7.2. A merev test impulzusmomentuma

A forgó test mozgásmennyiségét az

1 = 2 2m(')(wxxí')) 12.7 1 5
i i

formula adja meg. A súlypont kezdőpontú koordináta-rendszerben 12.7 IS 
második tagja eltűnik, tehát a test teljes mozgásmennyisége a transzlációs moz 
gásból származik.

A forgó testnek a súlypontjára vonatkozó impulzusmomentuma az

N= 2Ní0= 2 m(,)(x(í)Xv(')) 12.7-16
i z

összefüggéssel határozható meg. 12.7-4 felhasználásával ez az 1

N = 2 mf/)[x(<,x(roxx(,))] 12.7-17
z

alakra hozható. A vektoriális hármasszorzatot a kifejtési tétel segítségével ál 
írva:

N= 2w('’)[®x('')2-x(')(wx(í))]. 12.7-18
z

Minthogy

X<')(«X<')) = ®(x<')°X('>),

azt kapjuk, hogy
N = «T = Tw. 12.7-19

12.7-19 és 12.7-14 összehasonlításából azt kapjuk, hogy

j«N = Ekin. 12.7-20

A merev test impulzusmomentumát tehát a szögsebesség-vektor és tehetetlen
ségi tenzor szorzata adja. 12.7-19-ből leolvasható, hogy az impulzusmomentum 
és a szögsebesség-vektor (tehát a pillanatnyi forgástengely) iránya általában 
nem azonos. Ezzel függ össze a pörgettyűmozgásnál fellépő precessziós jelen
ség, amelyre a későbbiek során még visszatérünk.
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I 1 A s;i|nh i lek pi<»blcina

I < tmerül a kérdés, hogy vajon (clszőlepes A tcnzoi cselén léteznek-e olyan 
I u Korok, amelyeket az. adott lenzoi az eredeti vektorral azonos állású vek 
ini.ikra képez, le.

Az előző fejezetben tárgyalt

hUH/i ftiggéssel kapcsolatban ez annak a vizsgálatát jelenti, hogy vajon létez
ni I e olyan w<o vektorok, amelyekre a megfelelő N vektorral fennáll az, hogy 
(?> i . N iránya megegyezzen, azaz

N = Tw<I’=A<i>w<í)

|i gyen. Tapasztalataink alapján tudjuk, hogy vannak ilyen vektorok. Általában 
ti i i/olegcs A tenzor esetén kereshetjük azokat az x(I)#0 vektorokat, amelyekre

Ax<í> = A<I>x<I>. 13-1

\ I I I formulát kielégítő x(!) vektorokat az A tenzor sajátvektorainak, a meg 
telelő A(í) értékeket pedig sajátértékeknek nevezzük.

13.1. A szekuláris egyenlet

A következőkben egy adott A operátor sajátértékeinek és sajátvektorainak 
meghatározásával foglalkozunk. Adott A esetén keressük tehát azokat az s' 
o I- torokat, amelyekre

As' = As'. 13.1 I

I ■ az egyenlet az
(A —AE)s' = 0 13.12

tonnára is átrendezhető, ami egy adott reprezentációban kifejezve, lineáris 
egyenletrendszer.

Az egyenletrendszernek csak akkor van a triviálistól különböző megoldása, 
ha

det(A —AE)=0. 13.1 '

UH koordinátás alakban az

Jn A /ín >4,3
ZÍ21 /í.,j A zfn =0

ztn-A

I U 4
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alakot ölti. A 13.1-4 típusú egyenletet szekuláris egyenletnek nevezzük. Az cl 
nevezés onnan ered, hogy a csillagászatban Ilyen egyenleteket használnak a boly
gók pályájának lassú, évszázadok alatti (szekuláris) változásainak klszámltii 
sára.

A 13.1-4 determinánst kifejtve, a

— (zl 11 + >422 + -^33) A2 + (^11^22— A 12^21 "I" -4 22-^ 33 — 23'4 32 "h 13.1-5
■b A^A 13)^ del A = 0

harmadfokú egyenletet kapjuk. A 13.1-5 egyenlet együtthatóit az adjungált 
mátrix elemeivel is kifejezhetjük, ugyanis

^kk^ n~ ríklA lk = A(mm\

ahol k, /, máz 1,2, 3 számok ciklikus permutációja. Ezzel 13.1-5 a

A3 —A2(/Íu+ ^422 + ^33)+A(?l(11) +/l (22) + ?4(33)) —det A = 0 13.1-7
rövidebb formában is felírható, ahol ^4(/t/t) = det A(/l/í) (k = 1, 2, 3).

Egy mátrix diagonálelemeinek összegét a mátrix spurjának nevezzük és sp A- 
val jelöljük. Ennek felhasználásával a 13.1-7 egyenlet a

A3 —sp AA2 + spÁA-det A = 0 13.1-8

formában is felírható. 13.1-8-ban Á az adjungált mátrixot jelenti.
A harmadfokú egyenlet együtthatói és gyökei közötti ismert összefüggések 

felhasználásával a
Sp A = Aj + A2 + A3,

spA = AjA2 + A2A3 + AjA3, 13.1-9

det A = AjA2A3
formulákhoz juthatunk.

Mivel a sajátértékeket és sajátvektorokat reprezentációtól függetlenül defi
niáltuk, a 13.1-9 összefüggések is reprezentációtól függetlenül érvényesek. 
A szekuláris egyenlet együtthatói tehát nem függnek attól a koordináta-rend
szertől, amelyben az egyenletet felírtuk.

A 13.1-9 mennyiségeket, mivel reprezentációtól függetlenek, invariánsoknak 
nevezzük.

A tenzorinvariánsokat szokás At, Alt, ^ni-mal is jelölni. Ezzel a jelöléssel 
a szekuláris egyenlet a

A3-^lA2 + /lllA-/íni = 0 13.1-10

alakban írható fel. 13.1-5-ből leolvasható, hogy
t4j = sp A,174



<^ll ) l/h /IH<

“ í, Ifi

zíin tlcl A,

I 3.1 II

13.2. Tenzorok hatványai és a hatvány sajátértékci

I .egyen
a=Aa 13.2-1

•KV homogén lineáris vektortranszformáció. A művelet megismétlésének jelö
lődre vezessük be az

I = Aa = A2a 13.2-2
Mlmbólumot.

Ilii g az A tenzor sajátvektora, akkor

As = As, 13.2-3

almi A a megfelelő sajátérték, és

A2s = AAs = A2s. 13.2-4

Irhát az A2 tenzor sajátértékei A sajátértékeinek négyzetével egyenlők. Foly
tai vu ezt az eljárást, azt kapjuk, hogy az A" tenzor sajátértékei a A" számok. 
(Ili az operáció /7-szer egymás után történő alkalmazását jelöltük.) Mint
lii(l|uk, ha det A#0, akkor létezik az A-1 operátor. Szorozzuk 13.2-3 mindkét 
oldalút A '-gyei. Az

s= AA~'s
t ii'dinény adódik, ahonnan

A-,s=jS (A#0). 13.2-5

I V2-5 azt fejezi ki, hogy a reciprok tenzor sajátvektorai megegyeznek az ere
deti tenzor sajátvektoraival, sajátértékei azonban az eredeti sajátértékek rccip- 
loknl.

Azonnal látható az is, hogy ha az/(A) mátrixfüggvényt az

/(A)=a „A" + , A”-' + ... + a0E 13.2-6

mátrixszal definiáljuk, akkor az /(A) mátrix sajátértékeit a

függvény adja.
A=f(X)-a„^+aH iA''-'+...+í70 13.2-7
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H J A síi jáléi tekék és snji'i ivek torok meghatnio/nsii 
speciális esetekben

Adott A tenzor sajátértékeit a szekuláris egyenlet segítségével határozhat|iil< 
meg. Az algebra alaptétele szerint (lásd függelék) minden n-ed fokú egyénid 
a komplex számsíkon n és csak n gyökkel rendelkezik. Ha egy egyenletnek .1 í 
komplex szám gyöke, akkor a z* komplex konjugált is gyöke az egyenletnek

Következésképpen a harmadfokú valós együtthatós egyenletek legalább egy 
valós gyökkel rendelkeznek.

Legyen A a szekuláris egyenlet egy valós gyöke. Ekkor a A sajátértékhez tai 
toz.ó s sajátvektor a 13.1-2 egyenletből határozható meg. Tehát az

(T11- A)51 + y4i252 + ^13^3 = 0

^215l + (^22 — ^2 + ^23^3 = 0 13.3*1
^31Jl + ^3252+(^33—^■)í3 = 0

egyenletrendszer adja az s2, s3 komponenseket. A 13.3-1 egyenletrendszer el
fajuló, tehát megoldása nem egyértelmű. Ha az A—AE mátrix rangja kettő, 
akkor az s vektor iránya meghatározott, hossza azonban nem. Magasabb el 
fajulás esetén s iránya sem határozott. Amennyiben a szekuláris egyenlet A' én 
A" megoldásai is valósak, a hozzájuk tartozó s' és s" sajátvektorok hasonló 
módon határozhatók meg.

Mielőtt részletesen vizsgálnánk a sajátvektorok egzisztenciáját, néhány spe
ciális problémával foglalkozunk.

13.3.1. A tehetetlenségi tenzor sajátértékei és sajátvektorai

Megállapítható, és a későbbiek során be is bizonyítjuk, hogy a szimmetrikus 
operátorok három valós sajátértékkel rendelkeznek.

A tehetetlenségi tenzor szimmetrikus tenzor, így sajátértékei valósak. Mivel

13.3-2

a rendszer forgási energiája, az
wTra>0 13.3-3

összefüggés tetszőleges w esetén fennáll. A 13.3-3-at tetszőleges vektorra kielé
gítő tenzorokat pozitív definit tenzoroknak nevezzük.

Ha w sajátvektor, akkor
wTe) —A»)2>0, 13.3-4
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Á .()

A ii In i> tlenscgl tcnzoi sa|iiléi lékel lehal mindig pozitívak.
I pyit/ciücn belátható, hogy lm A1" A'11 • A<”, akkor az y’*) (k 1, 2, 3) 

•Hili'> l-lm ok ortogonálisak, legyenek vt"’, III. a T tenzor A<‘>, A<2) saját- 
#iii‘kelhcz tartozó sajátvektorok. Ekkor

Tyu(l>= A<l)«j<|),
Iw<2>=A<2>0<2>.

|*oi.znk be az. első egyenletet co(2)-vel, a másodikat <o(l)-gyel, és vonjuk ki a 
Hiitmnlik egyenletet az elsőből. Mivel T szimmetrikus,

0=w(2)Tw(1) —«(l)Tw(2)=(A<2) —A(l))c)(1)w<2),

I # azonban csak akkor teljesülhet, ha ft>(1)±w(2).
I oylnlkozzunk most azzal az esettel, amikor az operátor sajátértékei nem 

mind különböznek.
I egyen pl.

A<*) = A<2>= A.

IHon a megfelelő sajátvektorokra
Tw<l) = Aw(‘>, és I«>(2)=A<»<2).

I lilien az. esetben azonban az

w = a®(1) + /?ro(2)
b !• lóim is teljesül a

Tc> = Aco

uni nlei, vagyis az <o(1) és <o<2) által meghatározott sík minden vektora T saját- 
o tlóin.

h imészetesen ezek közül a vektorok közül is kiválaszthatunk ortogonálisa
kul

A
A<»= A<2>= A<3>= A

mi akkor áll fenn, ha a 13.1-5 szekuláris egyenletnek egyetlen háromszoros 
gyöke van, tehát

(T-A)3=0

.dili i .i hozható. Ez azonban csak akkor lehetséges, ha

TI1=T22=T„=T
él

/ ií=7'2J = 7’J| = 0,
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vagyis a I tenzoi mátrixa tetszőleges kooidliuitu rendszerben
T=TE

alakú diagonálmátrixszal reprezentálható. Ezek az operátorok azonban egyel 
len vektor irányát sem változtatják meg, vagyis a tér minden vektora saját 
vektor.

Most is kiválaszthatunk azonban — bár nem egyértelműen — három egy
másra merőleges sajátvektort. Általánosan kimondhatjuk tehát, hogy a telié 
tetlenségi tenzorhoz mindig található három ortogonális sajátvektor.

13.3.2. A forgatási operátor sajátértékei

A forgatási operátorok ortogonális mátrixokkal írhatók le. Az ortogonális 
mátrixok esetén

OÖ=E,
tehát O ‘ = O, és mivel det O = +1, ezért

o i=ö=Ö,

vagyis az ortogonális mátrix transzponáltja és adjungáltja azonos. Mivel

spO = spO,
a

sp O = sp O = a
egyenlőség is fennáll. A szekuláris egyenlet tehát a

A3-aA2 + flA-l = 0 13.3-5

formát ölti. Behelyettesítéssel meggyőződhetünk, hogy a 13.3-5 egyenlet egyik 
megoldása

2j = l. 13.3-6

A 13.3-5 egyenlet elosztható a 2-1 tényezővel. Ennek eredményeként a

A2 —(a—1)2+1 =0 13.3-7

egyenlet adódik. A 13.3-7 egyenletet egyszerűen megoldhatjuk, ha megvizsgál
juk az O tenzor fizikai jelentését. Az ortogonális operátorral — mint már lát
tuk merev testek elforgatását írhatjuk le. Ha egy P pont r koordináta vek
torát a forgatás egy P* pont r* helyvektorába viszi át, akkor

r * = Or,

ahol a koordináta-rendszert úgy választjuk, hogy a forgatás alatt az origóban 
fekvő pont nem mozog, tehát
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Ittm i ■ az origón átmenő és ro, irányú egyenes pontjai az elforgatás során helyü- 
bíM| inni adnak.

I I ihöl la (ha tó, hogy egy merev test olyan elmozdulását, amelynek során leg- 
fliilih egy P„ pont nem változtatja helyét, egy aP0 ponton átmenő tengely körüli 
hupn.'.al helyettesíthetjük. A tengely egyenletét 13.3-8 adja meg.

II i az O operátort olyan JC rendszerben reprezentáljuk, amelynek x, ten- 
frlp megegyezik a forgástengellyel, akkor

Í1 0
0=^(0)= 0 COS <p 

sin (p

0 
sin <j9 , 
cos <p10

hIk'I 7 a tengely körüli elfordulás szöge. A fenti kifejezésből látjuk, hogy

<7 = sp 0=1 + 2 cos <p, 13.3-9
Irlial

- láas +3.
•i < > imértéke viszont nem függ a reprezentációtól, tehát 13.3-9 általánosan 
♦i • nves. 13.3-9-et felhasználva, a 13.3-7 egyenlet a

A2 —2 cos <pX+1 =0
■Intni ölti, ahonnan

A23 = cos <j9±i: sin cp = e±i,p. 13.3-10

i ál |uk tehát, hogy O sajátértékei 1, ei,f,
I mű k megfelelően, ha <p + 0, kn, akkor csak egy valós főirány létezik. Ez 

hu pl, lel annak a szemléletes ténynek, hogy a tengelyen fekvő pontok kivételé
ül < pv merev test tetszés szerinti pontjának helyzetvektora a forgatás során 
>tiln'/latja irányát.

13.4. Komplex sajátértékek és sajátvektorok

\ ,a kaláris egyenletnek a komplex számsíkon három megoldása van. Tetsző- 
l> i ■ komplex sajátértéket a 13.3-1 egyenletrendszerbe behelyettesítve, meghá
lál", haljuk az ,V|, .v,, ,s3 számokai Valós sajátérték esetén ezek a ten/or saját-



v« k torának komponensei. Komplex sa|álcilék cselen az \t számolt II
komplex értéket vesznek lel.

I ortnálisan a három komplex számértéket egy komplex komponensű vtklm 
három komponensének tekinthetjük. Kérdéses azonban, hogy egy komplel 
reprezentációval bíró vektor leírhat-e fizikai mennyiséget.

Legyen
a = a1 + í/31, a2+z/52, a3 + z/?3,

ahol aA és valós számok, amelyek egy a és egy pvektor 3C-beli reprezentál ló 
jának tekinthetők. Tehát az aA és számok az

a = a + z'P

komplex vektor reprezentációjának tekinthetők. Ebben a formulában a és I 
valós komponensű vektorok. A szokásos számítási szabályok felhasználásúvnl 
valóban fennáll a

+ zp) = í£(a) + «(p) = a + zp,
tehát

S£(a) = a.

Komplex vektorral írhatunk le tehát olyan fizikai mennyiségeket, amelyeket u 
valós mennyiségek körében két vektorral jellemezhetnénk.

Példaként megemlítjük, hogy az

a = aoe""'
vektor az

a = a0 cos cot és p = a0 sin cat

vektorokat adja meg egyszerre. Az a és P vektorok egy forgó vektor komponen 
seit írják le, hiszen

a2+P2 = űo-

Anélkül, hogy a komplex vektorokkal és tenzorokkal végzett műveletekéi 
oszletesen tárgyalnánk, mégegyszer kiemeljük, hogy a komplex vektorokkal 
cs tenzorokkal olyan fizikai mennyiségeket írhatunk le, amelyek két valós vek 
tonal, ill. tenzorral jellemezhetők. A valós komponensekre kidolgozott algeh 
iái szabályok minden további nélkül alkalmazhatók a komplex esetre is.

A fizikai alkalmazásokban az a és b komplex komponensű vektorok skaláris 
szorzatát célszerű az ab* összefüggéssel definiálni. Tehát a skaláris szorzat 
második tényezőjében a b vektor komponenseinek komplex konjugáltjával 
számolunk. Ez a definíció a valós komponensű vektorok skaláris szorzatán 
nem változtat. A komplex vektorok skaláris szorzatára azonban ekkor a kom
mutatív törvény nem teljesül.

A lenti definíciót a sokrétű fizikai alkalmazások teszik indokolttá.
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F /V .< |imt iii< i'iilliipHliitl|ul> hops minden A <>|'<■ iiit<>i hálom nii|A| 

libHil icnddkczlk Amennyiben A valós opiiutoi (tehát icprczcntiiclól valós 
miIun>k kiiI adhatók meg), ukkoi a komplex simáiéi lékek mellett azok A* 
imiipli x konjiigiiltjal is sajátéi tét ek

13.5. Hermite-operátorok

I iii'yalasmódunk komplex komponensű tenzorokra is kiterjeszthető. Példá
dul a kvantummechanikában nagyon fontos ún. hermitikus operátorokkal fog
lalkozunk.

I < n operátorok tetszőleges reprezentációjára fennáll, hogy

13.5-1

hoi. az operátor megegyezik transzponáltjának konjugáltjával.
I egyenek a komplex komponensű A operátor sajátértékei a A(/c) (k— 1, 2, 3) 

iMinok, sajátvektorai az s(A:) vektorok. Természetesen ezek most általában 
komplex számok, ill. komplex komponensű vektorok.

A következőkben belátjuk, hogy a hermitikus operátorok sajátértékei mindig

13.5-2
képezzük ezen egyenlet

A*s<fc>, = A(*>*s</c>’
d'ii|iir.al(ját. Mivel A hermitikus, 13.5-3 átírható az

A*s(M*^s(Ao*A = s<A:)’A = A(/í>’s<'t)’

13.5-3

13.5-4

lm mái a. Szorozzuk be 13.5-2-t s(A)*-gal, 13.5-4-et s(*’-val. Azt kapjuk, hogy

s(*),As(fc)=A<'[>*s</c)s(A:)‘.
A második egyenletet kivonva az elsőből, a

ego illethez jutunk. Mivel 
§<* )§<*>• >0,

legyen, vagyis a hermitikus mátrixok sajátértékei tényleg valósak.
A szimmetrikus operátorok a hermitikus operátorok különleges esetét ké- 

l" Ik A T tehetetlenségi tenzor tehát hermitikus operátor. Ezzel viszont bebi- 
ouiyltoiiuk, hogy a tehetetlenségi tenzor három valós sajátértékkel rendelkezik.
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14. I’cnzorok előállítása diádok segítségével

Megállapítottuk, hogy egy P homogén lineáris vektoroperáció mcgluitiiniffl 
sóhoz elegendő három, nem komplanáris vektor leképezését megadni. I cgyM 
pl.

p3(/£) = b<A) (Ar=l,2, 3), 14 |
ahol

(a(1), a(2), a(3))#0. 14 J
Jelöljük g(A,-val az a(/t) vektorok reciprok vektorhármasát (k=l, 2, 3). leinti 

a</£)g</>=öA./. 14/j
Az a(/<) vektorok segítségével a P operátort a

JP=2b(/)og(/> |.|<
/=i

alakban állíthatjuk elő, hiszen

-/.a1" I I »/,«'"
). |(>lé’« ket Ezzel 14.1 iiliihiitó a

p b" ’"511 ’ I l.i1 11 <->í'21 14.1-3

l.■Hiúiba I alható tehát, hogy azok az operátorok, amelyek minden vektort egy 
«lkba képeznek le, két diád összegeként állíthatók elő.

Amennyiben egy P operátor minden vektort egy b vektor irányába képez le,
il M/

Pa<*’=<pAb (k=l,2, 3),
nt 1 hi P előállítható a

P= 2 9>A(bo«(A)) 14.1-4

ultikban.

nevezetve az

b lólest, 14.1-4 a
«= 2 99z“<°

/

P = b°a 14.1-5

a(*>= 2b(')(a(Z)a(/c)) = b(t), 
i=i

a 14.1 definíciónak megfelelően.

14.1. Elfajuló operátorok

■il.it Ot Ölti. Ebben az esetben tehát a P operátor egyetlen diád segítségével is 
meghatározható.

A legerősebb degenerációt az jelenti, hogy egy operátor minden vektort a 
<■ i u.vektorra képez le. Az ilyen operátort zérusoperátornak nevezzük.

14.2. Sajátértékek és sajátvektorok
Elfajuló operátorok esetén az inverz operátor nem létezik, tehát a 12.2. feje 

zcf értelmében a b(/í) vektorok nem lineárisan függetlenek.
l együk fel, hogy a b(/[) vektorok komplanárisak, azaz legyen pl.

b(/í) = <gAb<1)+>;Ab(2), (Zr=l,2, 3), 14.11
ahol

b(1,Xb(2,xO és +

14.1-1 segítségével a P operátor a

P= 2 (99zb<1)+^zb<2))oa(/) 14.1-1

I egyen adva a P operátor a

Pa<*’ = b<*> (£=1,2, 3) 14.2-1

>■■ ■..-• függések segítségével. Vizsgáljuk meg, hogy milyen kapcsolat van az a(/t), 
b 1 vektorok és a P operátor sajátvektorai között.

I egyen
s=2^a(fc) 14.2-2

k

f egy sajátvektora. Ekkor

alakban állítható elő, ahol a(,) (1=1, 2, 3) az a(A) vektorok reciprok hármasai 
jelenti. Vezessük be az másrészt, mivel s sajátvektor,

2<l) = 9'i9?(l ) + (/'2®(2) + <7,3®|3),

Ps = 2
*=i

Ps = As.

14.2- 3

14.2- 4
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14.2-3 hói kivonva 14.2 4 cl, adódik, hogy

3
2 ^(b<A)- Aa<A)) o. 14 2 1
*-1

.v2=»0 esetén ez csak akkor teljesülhet, ha a

14.2 f.

vektorok nem függetlenek, tehát ha

(b(l)—Aa(l))[(b(2) —Aa(2))x(b<3)—Aa(3))] = 0. 14.2- /

14.2-7-et kifejtve, A-ra a
c0A3 — Cj A2 + c2A — c, = 0 14.2-H

alakú harmadfokú egyenlet adódik, ahol

Co=(a(1),a(2),a(3)>O,

q=Í 2 e*/m(a(í:), a(Z), b(m)),
k, l, m

14.2-ú

C1=\ 2 (a(*),b(Z),b(m)),
z k, l.m

c3 = (b(1), b<2), b(3))-

14.2-8 tulajdonképpen a szekuláris egyenlet (13.1 pont), csak az egyenlet együtt 
hatóit most az a***, b(/t) vektorok segítségével határoztuk meg.

A szekuláris egyenletnek van legalább egy valós megoldása, így minden I’ 
operátor legalább egy valós sajátvektorral rendelkezik.

Amennyiben a szekuláris egyenlet megoldásai komplex értékek, akkor ezekhez 
komplex sajátvektorok tartoznak. Egy háromdimenziós operátorhoz legfeljebb 
hatom független sajátvektor tartozhat. Kétdimenziós esetben pedig a független 
sajátvektorok száma legfeljebb kettő.

l éteznek azonban olyan operátorok, amelyek az operátor dimenziójánál 
kevesebb független sajátvektorral rendelkeznek. Most ezt az esetet illusztráljuk 
két példával.

Legyen

A szekuláris egyenlet
(1 —A)2=0.

I bből a A, = l kétszeres sajátérték adódik.
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Mrgiillnpilhiiló, hogy chin / n.- (*,. 0) koinpoiH'iisii sa|iU vektől tartozik. A I’ 
i<pi i utói mik (elint csuk egyetlen '.ii|nl vek lóin létezik,

l'i lilaként foglalkozzunk még a

P ZÍE I 11 b 14.2-10

lirttomdimenziós operátor sajátvektorainak vizsgálatával. A 14.2-10 operátor 
fgy tetszőleges x vektort a

Px = Jx + a(bx)
lektorra képez le. A

Px=kX

t^ycnlőség azx/0 vektorra akkor teljesülhet, ha

bx = 0, és ekkor X=A,
Viigy ha

x = aa, és ekkor A = d + ab.

I inu k megfelelően P sajátvektorai az a irányába mutató vektorok, ill. a b-re 
un lolcges vektorok. Válasszunk most a b-re merőleges síkban két, nem párhu- 
fiiinos Sj és s2 vektort. Ha a nem ebben a síkban fekszik, akkor sb s2 és s3 = r/a 
a I’ operátor három lineárisan független sajátvektora.

Abban az esetben azonban, ha teljesül az ab = 0 feltétel, tehát a is a b-re me- 
loli-gcs síkban fekszik, akkor P összes sajátvektorai egy síkban vannak, így P 
in I legfeljebb két lineárisan független sajátvektora létezhet.

A 14.2-10 operátorra vonatkozó det(P— AE) = 0 szekuláris egyenlet tetsző- 
l> I-. . reprezentációban a

det ((A-2)E + aob) = 0

.ilíikot ölti. A 13.1-3 egyenletben az A-*aob és A helyettesítést elvégezve,
MIK alapján adódik, hogy

(A — A)3-sp (aob)(zl - A)2+sp (a o b)(d — A) — det (aob) = 0.

in a b az aob mátrix adjungáltját jelenti. Mivel det(aob) = 0 és aob = 0, a 
»ii|nlértékegyenlet az

(zí-A)3-(y4-A)2(ab) = 0
iiliik ra egyszerűsödik.

I ellát
X=A

kél‘./eres megoldása a szekuláris egyenletnek, míg a harmadik megoldást a

A = A + ab

o . /i függés adja, ab 0 esetén mindhárom sajátérték egybeesik, és az operátor 
Imi maciik sajátvektora is az első két sajátvektor síkjába kerül.
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I I V I tippel len sajálvektorokknl rendelkező operátorok 
elöállílástt

Megállapítottuk, hogy három lineárisan független vektor és a hozzájuk tat 
tozó reciprok vektorok segítségével tetszőleges tenzor diáitok összegeként állít 
ható elő (14. fejezet).

Amennyiben egy operátor három független sajátvektorral rendelkezik, akkoi 
a diádokba fejtést a sajátvektorok segítségével is elvégezhetjük.

Legyen
Ps<*)=A(fc>s(/£) (Á;=l, 2, 3),

ahol
det (s(1), s<2), s(3,)#0.

Ekkor a P operátor 14.5 értelmében a
P = 2 ^’(s^oS^*) 14.3 1

alakban állítható elő, ahol S(fc) azs(/c) (&=1, 2, 3) vektorhármas reciprok vek 
torait jelenti.

Megjegyezzük még, hogy a 14.3-1 előállítás akkor is érvényes, ha P háromnál 
több sajátvektorral rendelkezik.

15. Néhány különleges operátor

15.1. A szimmetrikus operátor sajátvektorainak vizsgálata

Tegyük fel, hogy a P operátor három, páronként ortogonális s(/t) sajátvek 
torral rendelkezik, és legyenek s(fc)-k egységvektorok. Ekkor

S(''W = Ö;,. (Z,7=l, 2, 3). 15.1-1

Ez esetben az s(/c) vektorok reciprok vektorhármasa egybeesik az eredeti vek 
torokkal, tehát

A P operátor tehát a

p= 2 A*(s(fc’osÍA:’)
*=i

alakban állítható elő. Ennek következtében tetszőleges vektorok esetében fenn
áll, hogy

xPy=yPx,
azaz. P = P, tehát P szimmetrikus operátor.
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liHt iin\ il<< n ti'lhll ri'i i'i't iilh'iIbik rmi hibiHH />,)»mtAíQl/ oi totfoiiillh su/tlt 
\</<IOIO, ol\l\OI ll.' O/HlillOI 1 llllllll 11 ll> II ■

\ lenti tetei mcgloldltlllllól I ey\en iiy\.ml'. I I. Ilkkoi

H g'l jl A,s,

h h.it i jobb és biti oldali sajátvcktoiai megegyeznek. A

T ^<A’(ilA)|’S(Al)
.leállításból azonban következik, hogy ha sd*’jobb oldali sajátvektor-rendszer, 
aktot S‘A' bal oldali és megfordítva. Ily módon azonban a T operátor esetén H/ ||A 1 vektorok megegyeznek saját reciprok vektoraikkal. Következésképpen 
i, 1 vektorok páronként ortogonálisak. A tételnek ezt a részét a T tehctetlen- 
íii rí lenzor tárgyalásakor már bizonyítottuk.

15.2.,Az antiszimmetrikus operátor

Ha egy A operátort egy adott koordináta-rendszerben antiszimmetrikus 
matrix reprezentál, akkor A tetszőleges reprezentációja antiszimmetrikus m it 
fix,

Az antiszimmetrikus mátrix esetén

spur A = 0,

spur A = zl22+ /t;3 + Ah = ű2=-0,

det A = 0.

li'V a szekuláris egyenlet
A3 + a2A = 0

alakú, tehát
23 = 0, és ál2=±/a. 15.2 I

Az antiszimmetrikus operátor rangja tehát kettő. Az ia és ia sajátéi lékek 
hoz az a(l) és a(l>* komplex konjugált sajátvektorok tartoznak. Ezek segítsége 
wl az antiszimmetrikus operátor azA = /a[(a<"oa(|>}_(a<l>’oa<o*)| 15.2-2
alakban állítható elő, ahol a(l) és a(l)* az a*" és a(l)" vektorok reciprok vek 
torai.

15.2-2-ből leolvasható az is, hogy amennyiben egy operátor sajátéi lékei 
I nek megfelelőek, akkor az opcialor antiszimmetrikus.
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15.3. A vektoriális s/.oiz;it tcnzoi rcprc/.ciHiiciója

A vektoriális szorzás egy vektor vektor hozzárendelés, l /l a hozzárendelést 
lineáris operációként is kezelhetjük. Legyen ugyanis

aXx = Ax. 15.3 I

A vektoriális szorzat definíciója alapján megállapítható, hogy 15.3-1-ben az A 
operátor elemei az

Aki= 2 elkma„, 15.3-2

formulával határozhatók meg.
A vektoriális szorzat tulajdonságaiból 15.3-2 felhasználása nélkül is megállni 

píthatjuk az A operátor tulajdonságait. A sajátértékei és sajátvektorai eleget 
tesznek az

axa('> = 2s.a<’) (5=1,2, 3) 15.3-1

egyenletnek. 15.3-3 valós megoldását az

a(1) = a és 2s = 0
értékek szolgáltatják.

Komplex megoldásokat azon b és c vektorok segítségével képezhetünk, ame 
lyekre

bxc = a, b2 = c2 = a és bc = 0. 15.3-4

15.3-4 szerint tehát bés c '/<7 abszolút értékű vektorok és b, c, a páronként orto 
gonálisak. A b és c vektorok segítségével képzett b + ic és b — zc vektorokra fenn 
áll a 15.3-3 összefüggés, hiszen a 15.3-4 összefüggések felhasználásával

a X (b + íc) = (b X c) X (b + ic) = -ia(b + ic) 15.3-5
és

a X (b - ic) = (b X c) X (b — íc) = ía(b — ic). 15.3-6

A b I ic sajátvektor tehát a -ia, a b — ic sajátvektor pedig az ia sajátértékhez 
tartozik.

Megállapítható tehát, hogy a vektoriális szorzást reprezentáló operátor saját
éi tekéi és sajátvektorai azonosak az általános antiszimmetrikus operátor saját
éi (ékeivel és sajátvektoraival.

Következésképpen egy a vektorral való vektoriális szorzás mindig helyette
síthető egy antiszimmetrikus operátor alkalmazásával, és tetszőleges antiszim
metrikus operátorhoz is mindig megtalálható az a vektor, amellyel vektoriálisan 
szorozva, ugyanarra az eredményre jutunk, mint az antiszimmetrikus operátor 
alkalmazásával.
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A I V ' I I cl telelek ■./< I Illi ii b i t \ < I I< >11 >k uh1 ,i i| III él léke lldolt, VII III 1)1 III I 
l» I c IIICI < ilcgesck ep.V 11111**1 II

I ;i/oi i ha 11 a/1 iclcnli, In b i . t   li.ilin o/lailó meg egyél teli mien, hisz.cn 
b i i". v I ;i korul elforgatva, a kapoll b es i hol képzelt b' I /c' és b' /é' vek 
lmok sajátvektorok maradnak.

A többértelműség azonban csak látszólagos. Ha a b és c vektorokat r/> szög
ed elforgatjuk a körül, akkor a

b— b' = b cos — c sin <g,

c—c' = b sin <g + c cos q>

o klórokhoz jutunk. A kapott sajátvektorok

b' + /c' = (b + /c)eft’

b — ic' = (b — fc)e-nW'.
A/ a és b vektorok elforgatása miatt a sajátvektorok egy egységnyi abszolút 

ritckíi komplex számmal szorzódnak. A sajátvektorok azonban, mint tudjuk, 
i ..ik egy szorzótényező erejéig meghatározottak. A komplex sajátvektorok 
, lninya” tehát nem változik a komponensek elforgatása során.

Megállapítható tehát, hogy az antiszimmetrikus operátorok pontosan három 
•Híjat vektorral rendelkeznek. Ügyelnünk kell azonban arra, hogy a komplex 
•mjátvektorok komplex számmal történő szorzása megengedett.

16. Geometriai alkalmazások

16.1. A másodrendű görbék és felületek általános egyenlete

Másodrendű felületeknek nevezzük azokat a felületeket, amelyeknek a hely- 
o I torai kvadratikus egyenletet elégítenek ki.

léhát
xAx + 2px + g = 0, 16.1-1

ti hol x a felület futóvektora, A pedig egy szimmetrikus tenzor.
A 16.1-1 alakú egyenlet nemcsak háromdimenziós térben érvényes, hanem 

ii/ egyenlet és a következő meggondolások minden további nélkül érvényben 
maradnak kétdimenziós esetben is. A 16.1-1 típusú egyenlet kétdimenziós eset
ben másodrendű görbét ír le. A következő gondolatmenet algebrailag egysze- 
iiien általánosítható n dimenzióra is, geometriai tartalmat azonban csak a két- 
■ háromdimenziós esetnek tulajdoníthatunk. Átvitt értelemben a relativitásel
méletben négydimenziós esetek is értelmezhetők (lásd 20. fejezet).
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16.1.1. A centrális egyenletek
A 16.1-I egyenletet homogén kvadratikus formává alakíthatjuk át, ha létezik 

az A 1 reciprok tenzor.
Legyen ugyanis

x = y-a, 16.1-2

ahol a egy állandó vektor. 16.1-1-ben x helyett 16.1-2 felhasználásával az 

(y-a)A(y-a) + 2p(y-a) + y = 0 16.1-3

formulát használhatjuk.
felhasználva, hogy A szimmetrikus tenzor, az

yAy+ 2(P~ aA)y + aAa —2pa + y = 0 16.1-4

formulához jutunk.
Az. utóbbi kifejezésben a lineáris tag eltűnik, ha

P = «A;

vagyis ha det A#0 és A 1 létezik, akkor az a vektort

a = A 'p-nak 16.1-5

választva, a másodrendű felület egyenletét az

yAy=/> 16.1-6
formában írhatjuk fel, ahol

Í>=PA 'p-y.

16. l-6-ot a másodrendű felület centrális egyenletének, az

® —A 'p

vektort pedig a felület centrumának nevezzük.

16.1.2. A kanonikus egyenlet

A szimmetrikus tenzor és det A?zO, így A három valós sajátértékkel és három, 
páronként egymásra merőleges sajátvektorral rendelkezik. Amennyiben A-t 
sajátvektorainak koordináta-rendszerében reprezentáljuk, akkor

X(A) = A
dlagonálmátrix, tehát

^kt=^ki^k- 16.1-7
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►hlirii it icprczcntiklóhiin ti iihImhIk ndíl Iclülflck I6.I-I egyenlete n

*-i
16.1-8

alakot ölti. Bevezetve a

P

jelölést, 16.1-8 a

16.1-9

finiiuiba írható át, ahol az előjelek y előjelével egyeznek meg. A 16.1-9 alakú

Igyenletet a másodrendű felületek kanonikus egyenletének nevezzük.

12.7-20 szerint egy merev test kinetikus energiájára fennáll az

£'kin = í«I“

ősszel’iiggés. Az állandó kinetikus energiájú pontok tehát egy másodrendű felü
leten helyezkednek el. Mivel T sajátértékei pozitív számok, ez a felület mindig 
ellipszoid. Az adott T tehetetlenségi tenzor által definiált

xTx=l

Egyenletű ellipszoidot tehetetlenségi ellipszoidnak nevezzük. A tehetetlenségi 
jlllpszoid ismeretében egy merev test tetszőleges tengelyre vonatkozó tehetet
lenségi nyomatéka meghatározható.

16,1.3. A másodrendű görbék részletes leírása

A 16.1-1 formulának megfelelő egyenlet kétdimenziós esetben is transzfor
málható a sajátvektorok koordináta-rendszerébe. A 16.1.2. fejezetben alkal
mazott gondolatmenettel a másodrendű görbék kanonikus alakjához jutha
tunk.
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A kanonikus egyenlet ebben az esetben a

alakot ölti.
A különböző előjelkombinációkat megvizsgálva, látható, hogy amennyiben 

y és y- pozitív, akkor'a másodrendű görbe ellipszis, ha y- és -y különböző 
A | A2 Aj Ai

előjelű, akkor hiperbola.

Amennyiben mind y- , mind y- negatív, akkor 16.1-10 üres alakzat' egyen At A2
léte. I

Az A 1 létezése azt jelenti, hogy az A tenzor Aj és A2 sajátértékei közül egyik 
sem zérus.

Foglalkoznunk kell még azzal az esettel, amikor Aj#O, de A2=0. Ekkor az 
előző módszer nem alkalmazható. Az A tenzorhoz azonban most is találhatunk 
olyan JC koordináta-rendszert, amelyben

A=5C(A) =13 16.1-11

diagonális formát ölt.
írjuk ki most 16.1-11 felhasználásával a 16.1-1 egyenlet koordinátás alakját:

Ajxj + 2/SjXj + 2/j2x2+y = 0. 16.1-1?

Alakítsuk az Xj-et tartalmazó tagokat teljes négyzetté:

illetve
Af Aj

2&Í í v 11
2t ^2 2ftJ] 16.1-13

16.1-13-at összehasonlítva az

(xj — z/j)2 = 2p(x2 — m2)

1 Üres alakzatról akkor beszélünk, ha nem létezik olyan pont, amelynek koordinátái kielégítik az 
adott egyenletet.

egyt illettel, latható, hogy ez i scllx n olymi pniiibohil kaptunk, amelynek esú
• Sil tíz

y
2//2

|i<uithan helyezkedik el.
Ilit Aj is zérus, akkor 16.1-12

2px + y = 0 16.1-14

filnkrn egyszerűsödik, ami egyenes egyenlete.
Amennyiben még /?2 és y értékek valamelyike is zérus, további elfajuló 

gin bekhez, ill. üres alakzatokhoz jutunk.
Az alábbiakban táblázatosán összefoglaljuk a másodrendű görbetípusokat:

*i a2 02
Kanonikus alak

p=-0 p=0

♦0 >0 tetszőleges
x2 x2Xi Xj
—+—=1 
ű2 a2 1 2

(ellipszis)

2 x2 X« Xj
—-4-—— = 0 
a2 a2

1

(az origó)

*0 -=0 tetszőleges
x2 x2 
*1 x2 .

a2 a21 2

(hiperbola)

fxi x,Wxi x,1

metsző egyencspár

- 0 <0 tetszőleges üres alakzat íl+^=o
< a2

(az origó)

0j 02 kanonikus egyenlet

•0 0 S0 >0 (xj-Uj)2=2p(x2-u2)
(parabola)

•0 0 SO 0 (xj — w()2=konstans (e^yenespár)

0 0 01 + 02*0 2/i|X| 1 lp2x2 konstans (egyenes)

0 0 0 0 semmitmondó egyenlet
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16.1.4. A másodrendű felületek részletes leírása
f sajátértékeiMegállapítottuk, hogy ha az A tenzo nem egyenlők zértiNNtil,

akkor a másodrendű felületek egyenlete

alakra hozható. Itt az előjelek előjelével egyeznek meg, ahol p=fJA 'fi y, 
^•k

Az előjelektől függően a következő lényegesen különböző felületeket kapjuk;
1. Ha mindhárom előjel pozitív, az

Y2 Y2 Y2
^+^+^=1 16.1-15
a2 a2 aj

felülethez, az ún. ellipszoidhoz jutunk 
(16.1. ábra). Ha a1 = a2 = a3, akkor 
16.1-15 gömb egyenlete.

2. Ha két előjel pozitív, egy negatív, 
akkor például az

16.1-1

egyenletű felületet kapjuk. Az ilyen típusú felületeket egyköpenyü hiperboloidok* 
nak nevezzük (16.2. ábra).

3. Amennyiben két előjel negatív és egy pozitív, az

ún. kétköpenyű hiperboloid egyenletéhez jutunk (16.3. 
ábra). Ha mindhárom előjel negatív, a kapott egyen
let üres alakzat egyenlete.

Ez az eljárás nem alkalmazható, ha az A tenzor 
sajátértékei között zérus is található. Ekkor ugyanis 
az A 1 tenzor nem létezik.

Az A tenzor természetesen most is felírható dia- 
gonálmátrix formájában, ha megfelelő koordináta
rendszert választunk. A diszkusszió során fellépő kü
lönböző esetek taglalásának megkönnyítésére írjuk
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bl ii 16.1 I egyenletet n I irmh/iiIh'ii, r*
hllnllk kl koordinálás alakban

mA I I A2xj 1-A,x312//,X|-t 2//2xa l 2//,x( I y 0. _

16.1-18

^liikltsuk 16.1-18-at minden koordinátában 
|l*/lii másodfokú egyenletté. A

+ ^2 16.1-19

•gyvnlctct kapjuk, ahol c állandó. (Csak a A,.-t és /5rt, valamint y-t tartalmazza.) 
rfrllii Honképpen ugyanazt az átalakítást végeztük el koordinátákkal, amit az 
4 1 létezése esetén teljes általánosságban megtettünk. 16.1-19 azonban mutatja, 
hupY amennyiben valamely A,. érték 0, a teljes négyzetté való kiegészítés értel
metlen. Mielőtt ezekre az esetekre térnénk át, foglalkozzunk még azzal az eset
tel, amikor A,#0, A2#0, A3#0, ellenben c = 0.

tikkor
A| ^x, + ^j + A2 ^x2 + j = 0. 16.1-20

Ilii sgn A, = sgn A2 = sgn A3, akkor 16.1-20-at csak az 

(•Hill elégíti ki.1
Amennyiben sgn Aj sgn A2 = sgn A3 és c = 0, akkor 16.1-20 a

sgn A J | Aj |(x, - aj)2 - | A2|(x2 - a2)2 - | A31 (x3 - a3)2] = 0
diákot ölti.

17 az alakzat egy ún. másodrendű kúp egyenlete. Ennek bizonyítására fon- 
|n||uk meg a következőket: ha a koordináta-rendszer középpontját az a,, a2, a, 
|ioiifba helyezzük, akkor

sgn A)[|A1|x'12- |A2|x22 — |A3|x;2] = 0, 16.1-22

hIu >1 A|, x2, x3 az új rendszerben vett koordináták. Ennek a felületnek az Xj 0 
llkhan csak egyetlen pontja van, az origó. Azonnal látható az is, hogy amennyi- 
Ih’ii egy P(z(, z2, z3) pont a felületen van, akkor az OP egyenes minden pontja 
lio/zátartozik a felülethez, hiszen P(zb z2, z3)-mal együtt minden P(nz\, fiz2, /iz}) 
(iont is kielégíti 16.1-22-t. Ez pedig éppen a kúpra jellemző tulajdonság.

1 Az sgn jelölés a signum (előjel) szó rövidítése, és sgn A it A színn előjelét jelenti.
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Ici pmk .il most .i/okia az cselekre, amikora sajátéi (ékek valamelyike /cum
1. Legyen / '

Aj = O, z2 -0, Aj>0.
16.1-18 ekkor

A2x2 + á3x3 + 2/31 x, + 2(12x2 + 2/53x3 + y = 0 16.1 ,’l

-ra redukálódik. Teljes négyzetté alakítva, és a 16.T21 jelöléseket felhasználva,

z2(x2 — «2)2 H” a3(jv3 — a3)2 + 2/31(x1 — c) = 0 16.1 24

alakú egyenlethez jutunk, ahol
c=_á , il_____z

2A2A + 2z2/J, 2A •

A koordináta-rendszer kezdőpontját a P(c, ab a2) pontba tolva (feltéve, hogy 
A^O), a

^2+^3= -Wi

egyenlethez jutunk, ahol y, (z = 1, 2, 3) az új rendszerben vett koordináta.

1
A

„ 1Bevezetve az <7-,= ^... , a,A és —P\ = p jelöléseket, az

4+4=2^ 16.1-25
a2 a3

egyenletet kapjuk.

A 16.1-25 alakra hozható felületeket elliptikua 
paraboloidoknak nevezzük (16.4. ábra).

2. Ha At = 0, á2<0, á3>0, akkor a 16.1-18 egyen
letet az előzőkhöz hasonló átalakításokkal az

16.1-26

alakra hozhatjuk. Ezeket a felületeket hiperbo
likus paraboloidoknak nevezzük (16.5. ábra).

3. Ha 2, = 0,, á2>0, 23>0és/? = 0, akkortulaj- 
donképpen az 1. eset egy speciális fajtájával van 
dolgunk. 16.1-24-et felhasználva a

á2(x2 — a2)2 + Á,(x3 — a3)2 = c 16.1-27

i' a tehát a felület egy hiperbola alapú henger (16.7.áb-
hl I. r Oesetén 16.l-28e.gy metsző síkpárt határozmeg.

‘1, Aj A2- 0, A35z0. Mivel két sajátérték megegyezik, a sajátirányok koor
dináta rendszere nem egyértelműen meghatározott (a á3 értékhez tartozó irány
úi merőleges sík minden vektora sajátvektor). Megválaszthatjuk tehát koordi- 
ii iiii icndszerünket úgy, hogy pl. A = 0 legyen. így 16.1-18 a következő lesz:

16.2. Kúp metszése síkkal
A kúp síkmetszeteit kúpszeleteknek nevez

őit A kúp—-mint láttuk -— másodrendű fe
lüli l Vegyünk fel egy kúpot, amelynek ten
gelye u k egységvektor irányában fekszik, csú- 
< a az origóban van és fél nyílásszöge a. Az x 
liílyvektorú pont a kúp felületén fekszik, ha

kx= ±x cos a, 16.2-1
ahol V |x|.

A két előjelre azért van szükség, mert rögtön a kettős kúp egyenletét írtuk 
h I ( 16.8. ábra).
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libben n tengely és a helyvcktoi hn|lósN/Ög< (ompaszög Is lehel
A 16,2-1. egyenletet négyzetre emelve azt kapjuk, hogy

(k^)2 —x2 cos2 a 0, 16.’
és mivel

(kx)2 = x(kok)x, 16.2-1
16.2-2 az

x(k o k — E cos2 a)x = 0 16..’ 1
alakban is felírható.

Messük el a 16.2-4 egyenletű kúpot az

x=a+pK+gL 16.2-5
egyenletű síkkal, ahol

M = KxL#0. 16.2 6

Egyszerűbben jutunk eredményhez, ha K, L, M-et három, páronként egy 
másra merőleges és az adott sorrendben jobbsodrású koordináta-rendszert ul 
kötő egységvektoroknak választjuk.

Ebben a koordináta-rendszerben a 16.2-5 sík egyenlete az 
x=M1e(1)+M2e(2)+t73e(3) 16.2-/

alakban írható fel, ahol U3 állandó. A 16.2-7 formula azt fejezi ki, hogy a sík 
merőleges az e(3) tengelyre és az origótól U3 távolságban helyezkedik el.

Az általánosság megszorítása nélkül feltételezhetjük még, hogy e(2) merőleges 
a kúp k tengelyére. Ez esetben

e(1)k = sin/S; e(2)k = 0; e(3)k = cos/3,

ahol fi a k és e<3) vektorok közötti szög. A kúp és a sík metszésvonalát megkap 
juk, ha a 16.2-7 egyenletet a kúp

x(k o k — E cos2 a)x = 0

egyenletébe behelyettesítjük.
Mivel

x(k o k)x = w2 sin2 fi + t/2 cos2 fi + 2ux U3 cos fi sin fi
és

X2=U2+U3 + Ü2,
az

uj (sin2 fi - cos2 a) — w2 cos2 a + [72 (cos2 fi—cos2 a) + 2ux U3 cos fi sin fi=0
16.2-8

egyenlethez jutunk. Feltételezve, hogy sin2 fi--cos2 a#0, ezzel a tényezővel az 
egyenletet végigoszthatjuk és az
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uliikia rendezhetjük. Mivel n kúp lói uyllíisszögi <> " • 90", a jobb oldali té
nyező csak (/, 0 esetén lehet zéius. legyük fel, hogy (/, / 0. ükkor az. egyenlet 
H/

iilnkui hozható, ahol

(W| -V 
ű2 16.2-10

cos//sin// . cos2 a. sin2 a , ..2 sin2 a
’sin-’// cos2 a ’ a 3 (sin2/? — cos2 a)2’ 3 sin2 fi—cos2 a'

16.2-11
A formulákból leolvasható, hogy a metszetgörbe a sin2 /í/>cos2a esetben 

hiperbola, a sin2 /?<cos2 a esetben pedig ellipszis. Ha sin // = 0, akkor a metszet
ből he kör.

A fentieket, valamint az í/3 = 0, illetve sin2/S = cos2 a esetek vizsgálatának 
11< dményeit az alábbi táblázat foglalja össze:

Az. egyes elfajuló esetek nyilvánvalóan akkor jönnek létre, ha:

sin2// -cos2 a sin2 cos2 a sin2/? cos2 a

Zj -0 hiperbola ellipszis parabola

6 <’ metsző egyenespár 
(elfajult hiperbola)

egyetlen egyenes 
(elfajult ellipszis)

az origó
(elfajult parabola)

a) a metsző sík éppen érin
ti a kúpot. (Az ekkor lét
rejövő egyenes éppen a 
kúp alkotója);

b) a metsző sík a kúp tenge
lyét is tartalmazza, az egye
nespár két, egymást az ori
góban metsző alkotó;

<■) a sík a kúp szögtartomá
nyán kívül halad, akkor a 
sík és a kúp közös része az 
origó.

Az egyes eseteket a 16.9. ábra 
mutatja.
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16 ' Másodrendű Iclíllrl metszése sikk.il

egyenletű síkkal az
xAx + 2qx+c = 0

16.3 I

16 J 1
egyenletű másodrendű felületet.

16.3-1-et  16.3-2-be behelyettesítve, azt kapjuk, hogy

2 M*«/e(A:)Ae(Z) + 2 2 M*^e(3)Ae(*)+C/e(3)Ae(3)+ 
k,l=\ k=\

16.3-'
2

+ 2 2 "*®(A:)q+ t/e(3)q + c=0.
k=\ ~ ~

Vezessük be az
(A(2))«=e(fc)Ae<z> (6, 7=1,2) 16.3-4

kétszer kettős mátrixot, valamint a

(9(2,)fc = e(fc>q+t/e<3’Ae''t> (6=1,2) 16.3-5

kétdimenziós vektort. Ezzel 16.3-4 az

uA(2)u+2g(2)u+c(2)=0 16.3-6
alakban írható fel, ahol

c<2) = t7e(3,q+c+ í/é(3,Ae(3).

16.3-6  megegyezik a másodrendű görbék általános egyenletével. Megállapítható 
tehát, hogy a másodrendű felületek síkmetszetei másodrendű görbék.

17. Ferdeszögű koordináta-rendszerek

17.1. Kovariáns és kontravariáns reprezentációk

A vektorok koordinátákkal történő reprezentációja azon alapul, hogy tét 
szőleges a vektor előállítható három, nem komplanáris vektor lineáris kombiná
ciójaként.

Az ortogonális reprezentációk esetén három, páronként egymásra merőleges 
e(A) (6 = 1, 2, 3) egységvektort választottunk alapvektorként, s minden vektort 
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i<k llnciírls kombinál lójával illlintiiml c|A A/ c'* • alapvektorok cgy t'1"’ 
in li >g< >níi I is k < »< H<111 nit 11 icndli/i'i I Imiin < i,'iiiil meg, s Im

H 2 17.1'1
ilk kill

X“”(H) a""

Az a vektor azonban tetszőleges három, nem komplanáris f<fc) (&=1,2, 3) 
vi I tor lineáris kombinációjaként is előállítható.

Az f**’ (Ar= 1, 2, 3) vektorokra tehát fennáll az

f(D(f(2)Xf(3))=K#0 17.1-2

finwcfüggés. 17.1-2-ben V az f(/c) (k—\, 2, 3) vektorok által kifeszített paralel- 
•plpcdon térfogata.

Az f<*> (k = \, 2, 3) vektorok egyenesei egy ferdeszögű koordináta-rendszert 
h zítcnek ki. Az f(/t) vektorok segítségével tetszőleges vektor az

a= 2 17-1-3
k=l

ultikban írható fel. 17.1-3-ban az ak tényezők a koordináta-rendszer választásá- 
iiil I iiggően változnak. Általában azt mondhatjuk, hogy az a vektort a JC koor
dináta-rendszerben az ak (k=\, 2, 3) komponensekkel jellemezhetjük. A szo- 
i i os jelölésekkel

^(a)=á = öb á2, á3. 17.1-4

A derékszögű esethez hasonlóan a koordináta-rendszert jobbsodrásúnak tekint
jük, ha

r>0. 17.1-5

A komponenseket azért jelöljük felülhúzott betűkkel, mert az ak jelölést az 
a vektornak a fentiekhez szorosan kapcsolódó 17.1-4-től különböző reprezen- 
iih lója számára tartjuk fenn. Az a vektor ÍZ(0) ortogonális koordináta-rend- 
ü/erben vett komponensei 17.1-1-nek az alapvektorokkal való megszorzásával 
leje/hctők ki.

Az e<*>(£= 1, 2, 3) vektorok ortogonalitása miatt ugyanis

ae(/) = az.

I erdeszögű koordináta-rendszer esetén ez az eljárás nem követhető, hiszen 
1/ (<*) vektorok nem ortogonálisak. A 4.8. fejezetben azonban megállapítottuk, 

Imgy létezik a 17.1-5 feltételnek megfelelő ún. reciprok f(fc) (&=1, 2, 3) vektor- 
luiimas, amelyre teljesül az

f(*)f<o = őA/ 17.1-6
összefüggés.
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17.1-6-ot IcIhiiN/iuilva, a/ a vcktoi I’ ban vett //z. komponenseit a I 7.1 ’ 
összefüggésből az 1|Z) reciprok vektorokkal való szorzással fejezhetjük ki 
Tehát í

af(')=2 3Af(/t)I(') (Z=l, 2, 3), 17.1 I
k

ahonnan
af<z» = 5z. 17.1 H

A 17.1-8 összefüggés mutatja, hogy a ferdeszögű koordináta-rendszerek esc 
tén az alapvektorok reciprok vektorhármasa is jelentős szerepet játszik.

A reciprok vektorokról tudjuk, hogy nem eshetnek egy síkba, hiszen 

f(')(f(2)xf(3)) = A 5 17.1-9

így az a vektor az f(Z) (/= 1, 2, 3) vektorok lineáris kombinációjaként is előállít 
ható.

Legyen 
a=2«í<Z)- 17.1-10

i

Az ak komponensek a 17.1-10 összefüggésnek az f(/c) vektorokkal történő 
szorzásával fejezhetők ki. 17.1-6 miatt

af(Z) = az. 17.1-H

A JL ferdeszögű koordináta-rendszerben az a vektort tehát mind az 5,, 52, 
mind az ab a2, a3 számhármassal jellemezhetjük. A 17.1-8 előállítást az a vektor 
3^-beli kontravariáns, a 17.1-11-et pedig kovariáns reprezentációjának nevezzük. 
A kétféle reprezentáció jelölésére a továbbiakban az

á = übö2, ö3 17.1-12
és

11 = 0], a2, a3 17.1-13
szimbólumokat használjuk.

17.2. A kovariáns és kontravariáns reprezentációk 
geometriai jelentése

Megállapítottuk, hogy az 
a=2«J('c) 17.2-1

kifejezést f(/>-lel szorozva, az
af<z’ = az 17.2-2

összefüggést kapjuk.
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A I I.} 2 kifejezés bill <<I<I11I11 a. u n kimiiul a/ I1'1 liánybii eső vetőidét adja 
megfelelő egységekben. A/ f" (/ I t) vektoruk nem egységvek torok, igy 
I 7.2 2 csak akkor egyezik meg 11/ n vektor vetőidével, ha távolságegységként az 
f1'1 /,z> mennyiséget választjuk Amennyiben ezt nem tesszük meg, akkor a

vetüld értéke

a'=^r (7=1.2.3).

A kovariáns komponensek tehát az a vektornak a
1 rendszer tengelyeire vett vetületeit adják meg 
(/7./. ábra).

1 Igyancsak megállapítottuk, hogy az

a=Zö4</c>
formulát f(/)-lel szorozva, az

17.2-3

(af<z>) = áz 17.2-4

1 isszefüggéshez jutunk. Az az kompo
nens tehát megfelelő mérték választása 
mellett az a vektornak az f(/) irányba eső 
vdülete. Mivel az f(/) vektor merőleges 
11/ f(fc) (í-a/„,#()) vektorok síkjára, 
.1/ 11 kontravariáns reprezentáció kom
ponensei az a vektor végpontjának ko- 
oidinátasíkoktól mért távolságait jelen
tik (17.2. ábra).

Adott vektorkovariánsreprezentáció- 
|n tehát a tengelyekre vett vetületeket, 
kontravariáns reprezentációja pedig a 
n ndszer alapsíkjaitól mért távolságait ji 
esetén).

17.2. ábra

vektor végpontjának a koordináta 
lenti (megfelelő mértékek bevezetése

A fentiek alapján világossá válik, hogy derékszögű koordináta-rendszci esc 
lén a kétféle reprezentáció nem választható szét, hiszen tetszőleges vektornak 
a koordinátatengelyekre vett vetületei megegyeznek a vektor végpont iának .1 
megfelelő koordinátasíkoktól mért távolságaival.

I / az egybeesés tulajdonképpen a derékszögű koordináta-rendszer alapvek 
loiai ortogonalitásának következménye, hiszen

I /.? S

miatt az e(*) (k = 1, 2, 3) vektorhármas azonos saját reciprok vektorhármasával
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M cgJegyzéN

Az fl, ill. a .szimbólumok egy vektor kétféle reprezentációját jelölik. A kt 
reprezentációt kovariánsnak, ill. kontravariánsnak nevezzük. Maga az a vektor 
azonban sem kovariáns, sem pedig kontravariáns, hanem egy olyan lizikiil 
mennyiség, amelyet konzekvensen jellemezhetünk két különböző módszerrel is

Némi félreértésre adhat okot időnként az, hogy a JC koordináta-rends/r i 
mellett használhatjuk azt a JC koordináta-rendszert is, amelynek alapvek tömi 
a ^rendszer f(Zc> (k= 1, 2, 3) alapvektorainak f(Z) (/= 1, 2, 3) reciprok vektorai 
A "Z koordináta-rendszer alapvektorainak reciprok vektorai az eredeti £'*' 
(fc=l, 2, 3) vektorok. Ez azt jelenti, hogy az a vektor SK-beli kovariáns, ill 
kontravariáns reprezentációja számértékében megegyezik a 5^-beli kontra 
variáns, ill. kovariáns reprezentációval. Tehát

^(<l)kova riáns -^(—)kontra variáns’ 

7^(S)kontravariáns -^(llJkovariáns*

A fenti két összefüggés mutatja, hogy még ugyanazon számhármas is leírhatja 
egy vektor két különböző reprezentációját. Egy adott számhármas csak a mcg 
felelő koordináta-rendszer és a reprezentáció típusának ismeretében tekint 
hető egy vektor reprezentációjának.

Adott JC rendszerben egy a vektoi^kovariáns és kontravariáns reprezentációin 
egyértelműen meghatározható, a JL rendszerre áttérve azonban a két reprr 
zcntáció szerepe felcserélhető.

17.3. A kovariáns és kontravariáns komponensek közötti 
összefüggés

Állítsuk elő az a vektort mind kovariáns, mind kontravariáns komponensek 
segítségével. Legyen

a= 2 aki_^= 2
Á-l Á=1

Szorozzuk be a 17.3-1 egyenlőséget f(Z)-lel; az

A1
17.3-2

összefüggéshez jutunk. 17.3-2 segítségével a kontravariáns reprezentációról 
áttérhetünk a kovariáns reprezentációra.
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A kétféle reprezentáció ko/c'illl kupi’mlulol nz alapvektorok

£(*)£</> /<*»/•/» c<»n/>A/ (/<, / |,2,3) 17.3-3

skalárszorzatai határozzák meg, ahol />Á/ a Á adik és 7-cdik alapvektor állal be
zárt szög. Mivel a szorzatok két indextől függenek, felfoghatók egy kétdimen
ziós mátrix elemeiként.

Legyen G egy mátrix, amelynek elemeit az

= (Á:, 7=1,2, 3) 17.3-4
formula határozza meg.

A G mátrix segítségével a kovariáns és kontravariáns reprezentációk közötti 
17.3-2 kapcsolat az

a = áG 17.3-5

formában írható fel. A 17.3-4 formulából és a skaláris szorzás kommutativitá- 
sából azonnal következik, hogy G szimmetrikus mátrix, hiszen

G,/=G/, = f(/>f<fc) = f(A)f(/) = Gu. 17.3-6

A 17.3-5 összefüggés ennek megfelelően átírható az

a = Gá 17.3-7
nlakba.

Amennyiben a G mátrix G~1 inverze létezik, akkor 17.3-7-et balról G ‘-gyei 
szorozva, következik, hogy az

5 = G’a 17.3-8

egyenlőség adja a 17.3-7 transzformációs formula megfordítását.
A kontravariáns reprezentációt a 17.3-1 formula alapján is kifejezhetjük a 

kovariáns reprezentáció elemeivel. Szorozzuk be a 17.3-1 formulát f,/>-lcl. 
I kkor az

ö/= 2 í?l(/t)f(Z) 17.3-9
k

<>■.•,zefiiggéshez jutunk. A transzformációt az f(k) reciprok vektorok skaláris 
szorzatai határozzák meg.

Vezessük be a G mátrixot, amelynek elemei:

(k, 7=1,2, 3). 17.3-10

Mivel G szimmetrikus mátrix, a 17.3-9 összefüggést G segítségével az

5 = Ga 17.3-11

ultikban is felírhatjuk, összehasonlítva a 17.3-8 és 17.3-11 formulákat, adódik 
hogy

G * G, 17.3-12
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azaz .1 <> ti ans/l'oi máclós matrix rcciproka lélezik, és megegyezik a 17.3 III 
által definiált <> mátrix elemeivel, l ehat

G^=Gkl=L(k)bn, 17.3-1 I

ahol G*/-lel az inverz mátrix elemeit jelöltük.

17.4. Vektorok összeadása ferdeszögű reprezentációkban

A ferdeszögíí reprezentációkban megadott vektorok összegezésére a követ
kezö szabályok adódnak.

Legyen
3 3

a= 2 ákf(k\ b= 2 bkí(k) 17.4-1
k=l k=l

és
c = a + b. 17.4-2

A vektorösszegezés szabályait koordináta-rendszertől függetlenül vezettük 
be, ezért minden további nélkül alkalmazhatjuk az adott esetre is. 17.4-1-et 
beírva 17.4-2-be:

c= 2 öaF)+ 2 ^£íZr,= 2 17-4-3
A=1 k=l k=l

17.4-3-ata
ck^ák + bk (&=1,2, 3) 17.4-4

jelölés bevezetésével
c=2QÍ(fc)

alakban is felírhatjuk. Tömörebben fogalmazva,

c = á + b. 17.4-5

A fentiekhez hasonló módon az a és b vektorok, valamint ac=a + b összeg
vektor kovariáns reprezentációjára a

c = a + b
összefüggés adódik.

Teljesen analóg módon látható be, hogy amennyiben

aa + //b = c, 17.4-6

akkor tetszőleges reprezentációban
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■ II I fill
fh

<<n I //|» <' 17.4-7
I /.-I 6 és 11A-1 azt jelenti, hogy amennyiben a e vektor az a és b vektorok meg
hálál ozott módon vett lineáris kombinációja, akkor ez tetszőleges reprezen
táció (koordinátarendszer-választás) esetén is fennáll.

A lenti szabályok egyszerűen kiterjeszthetők vektorok tetszőleges csoporto
sításaira is. Ennek részletezésével most nem foglalkozunk. Általánosan igaz az, 
hogy ferdeszögű koordináták esetén is ugyanazok az összegezési szabályok ér
vényesek, mint derékszögű esetben.

17.5. A skaláris szorzat ferdeszögű reprezentációja

Határozzuk meg az a és b vektorok skaláris szorzatának értékét az a és b 
vektorok kovariáns és kontravariáns reprezentációjának segítségével.

I .egyen
a=2 7íít,= 2<'i ' 17.5-1

PR
b= 2^d(/£)= 2M(/)- 17.5-2

foglalkozzunk először a kontravariáns reprezentációval. Ekkor

ab= 2^&/f(fc)f(Z>. 17.5 3
I / b-3-ból leolvasható, hogy a skaláris szorzat értékét az alapvektorok skaláris 
voizalainak ismeretében határozhatjuk meg. A 17.5-3 formula a 17.3-4 által 
ildiniált G mátrix elemeinek felhasználásával az

ab= 2^G*A, 17.5 4
llhlvc mátrixjelölésben az

abáGb 17.5-5
alakot ölti.

Hasonló módon a kovariáns előállításból kiindulva kapjuk, hogy

ab=2^®/, 17.5-6
III.

ab = aG 'b. 17.5-7

Megállapítható tehát, hogy a skaláris szorzat a kovariáns és kontravariáns 
i< piezentációkban a G mátrix segítségével írható fel.

Ha azf(A) vektorok parolikéul ortogonálisak, tehát derékszögű kooidin.H.i 
lendszerrel van dolgunk, akkor
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azaz.

és így

17.5 H

vagyis a skaláris szorzatra vonatkozó ismert összefüggéshez jutunk^
A 17.5-7 formulában G 'b 17.3-11 értelmében éppen a b vektor b kontrává 

riáns reprezentációját adja, tehát a skaláris szorzat az

ab = ab,
illetve

ab=2aA 17.5-10
formában is kifejezhető.

Hasonló módon az
á = G1a = aG1

összefüggés miatt a skaláris szorzat az

ab = ab,
illetve

ab=2öA 17.5-11
alakban is felírható.

17.5-10 és 17.5-11 erősen emlékeztet a skaláris szorzat derékszögű komponcn 
sekben történő meghatározására, a különbség csak annyi, hogy az egyik vektor 
esetén a kovariáns, a másik esetén pedig a kontravariáns reprezentációt kell 
felhasználni.

17.6. A vektoriális szorzat ferdeszögű reprezentációja

i

Legyen
axb = c. 17.6-1

Az a és b vektorok kontravariáns reprezentációinak fel használásával

a=2«4(A),
k

17.6-2

b=2^f(/). 17.6-3

17.6-2 és 17.6-3 felhasználásával a 17.6-1 vektoriális szorzat a

£=2 5A6XÍ(*)Xf(')) 17.6-4
k. I
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hIiiIuiI ölti. Minthogy
(('*' 17.6-5

I ■'n I bői egyszerűen kifejezhetjük < kovatiáns komponenseit. Mivel

I / <> I bői 17.6-5 felhasználásával adódik, hogy

I ' 6-6 a

Cm— 2 £klmakb 1^■
k, l

c-(axb)K

17.6- 617.6- 7
hI.ií ban írható fel összefoglaló módon. 17.6-7-ben axb jelentése a szokásos, 
t> hál

(axbj^ű^-öj^,
(a x b)2 = a-jbi — b3a,, 
(a X b)3 = űiZ>2 — ű25| •

17.6-8
Ibi a lenti meggondolást az a és b vektorok

a=2a4(A) és b-2ózf(/) 
k i

fi - illiiasaival, tehát a kovariáns reprezentációk segítségével végezzük el, ak 
km it

= 2 ^kinflkbt 17.6-9
V k.l.

Hli ilinenyrc jutunk. 17.6-9 indexek nélkül ac = (axb)y 17.6-10
ül.ikbiin fogalmazható meg.

\ o ktoriális szorzat ferdeszögű reprezentációja tehát a fésy tényezőktől 

►li< kintve a derékszögű komponenseknél megszokott módon képezhető, a 
km ni inns komponensekből kiindulva azonban a vektoriális szorzat kontrá
im hnr. komponenseihez, a kontravariáns komponensekből kiindulva pedig a 
i< I i< malis szorzat kovariáns komponenseihez jutunk.

t gysegvektorokkal megadott ortogonális koordináták esetén mind 17.6-7, 
mind I /.6-10 a vektoriális szorzat szokásos reprezentációjába megy át, hiszen 
• I I I ii nz esetben

u = 6, b b és K-l.
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írték explicit módon szerepel. A következőkben megmutatjuk, hogy a I cilé 
ket kifejezhetjük a G mátrix segítségével. I

17.3-7 szerint
a = Gá, b = Gb és c=Gc. 17,6 II

A 17.6-11 összefüggések felhasználásával 17.6-10-ben az a és b kovariúns up 
rezentációk a kontravariáns komponensekkel fejezhetők ki. Tehát

c = y (GáxGb). 17.6 I

17.6- 12-ről G-vel való szorzással térhetünk át c kovariáns reprezentációjául, 
vagyis

c = Gc = G(Gá x Gb). j (

17.6- 13-at komponensekben kiírva, a

Cm='~r/: 2 sKUvfiIL^k^ / 17.6 1^
y K,L,M,k,l

formulához jutunk. (17.6-14 felírásakor felhasználtuk, hogy G szimmetrikiii 
mátrix.)

Amennyiben először a K,L, M szerinti összegezést végezzük el, akkor a dcü i
minánsokra vonatkozó

G —detG— Ekim 2 EKLM^kK^'IL^mM
K, L. M

azonosság felhasználásával 17.6-14 a

cm = -r7det G 2 ekhnakbi 
y ki

alakot ölti. 17.6-16 és 17.6-6 összehasonlításából adódik, hogy

azaz
detG=K2,

K= ±/G.

17.6 M

17.6 in

17.6 1/

17.6 IN

17.6-18-ban  a négyzetgyök előjelét aszerint kell választani, hogy V pozitív vajjv 
negatív. Tehát ha kizárólag jobbsodrású koordináta-rendszereket engedünk 
meg, akkor
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I I (

\ 1/ / IK összclliggés lellllts/lllil.l'..IV ,tl II Vcktotllllls SZOIZat kovill i.ins és 
I unit.iv.ii urns clőiíllíti'isa n

£ (|xB)/G’ 17.6-19
él

c (axb) . 17.6-20■ ye
•link bnn fogalmazható meg.

I /.7. Tenzorok kovariáns és kontravariáns reprezentációja

\ tenzorok ferdeszögű reprezentációjának előállításához a tenzor valamely 
üli d.mos tulajdonságából kell kiindulnunk. A kétdimenziós (két indexű) len
■ ■'int esetén egyszerűen célhoz érünk, ha felhasználjuk azt, hogy egy terzor
■ homogén lineáris vektortranszformációt jelent, tehát tetszőleges a*1*, a1'1 
' 11 torok esetén

Aa^=b^ (í=l,2) 17.7-1
vk

A(a1a(1)4-a2a(2)) = a1Aa(1) + a2Áa(2). 17.7 2

legyenek a X koordináta-rendszer alapvektorai az f(Z:) (/< 1,2,3) nem
t "iiiplanáris vektorok.

I egyen
b = Aa 17.7-3

ét
a=2^f(A). 17.7-4

k

I I bői és 17.7-2-ből következik, hogy

b = Aa= 2öa(A£<A))- 17.7-5
k

I ' / 5 öt balról beszorozva f(/)-lel, 17.2-2 értelmében a b vektor

^=2^£(/,(Af(A>) 17.7-6
A

l .'x.ui.ins komponenseihez jutunk.1 Bevezetve az A mátrixot, amelynek kom 
l'onenseit az.

1 A lovabbiakbíin £** ’(Af<A’) helyeit az eyw.-i ir.cp kedvcélt f(/,AflAI-l írunk.
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Alk f''A('*’

összefüggések határozzák meg, 17.7-6 a

2 ^/k^k 
k

alakot ölti. 17.7-8-at mátrixjelöléssel a

b = Aa

17.7 N

17.7 o
alakban is felírhatjuk.

Az A tenzor ^(0) ortogonális reprezentációjának komponenseit az

^/“)=e(fc)Ae(,) 17.7-10

formula határozza meg. A 17.7-10 által meghatározott kilenc komponens segít 
ségével tetszőleges a vektor Aa transzformáltjának komponensei meghatároz 
hatók. 17.7-8-ból látható, hogy tökéletesen alkalmas erre a célra a 17.7-7-nck 
megfelelő kilenc komponens is. Az

A = ^(A)

mátrix az A tenzor ferdeszögű reprezentációja. Mivel A előállítására az flZ| 
(/ 1,2, 3) vektorokat használtuk, a vektorreprezentációkhoz hasonlóan A
— 7£(A)-t A kovariáns reprezentációjának tekintjük.

Induljunk ki most az a vektor

a=2«J(*) 17.7-11
k

előállításából. Ennek segítségével az előzőhöz hasonló gondolatmenettel a

*/= 2 «4(/)Af(A) 17.7-12
k

összefüggéshez jutunk. Bevezetve az A mátrixot, amelynek elemeit az 
Á*=í(/,Af<*> (A, 7=1,2, 3) 17.7-13

összefüggések adják, 7777-12 a
17.7-14 

ill. mátrixjelölésben a
b = Aa 17.7-15

alakot ölti.
Az A mátrix az A tenzor koordináta-rendszerben vett kontravariáns rep

rezentációja. A kontravariáns reprezentáció jelölése félreértésre adhat okol, 
hiszen egy mátrix adjungáltját hasonló módon jelöltük. A következőkben ennek 
elkerülésére új jelölést vezetünk be.



I /.X. A tcn/.oiicpic/rtilm iól- I m .irm léié iclolcsiiiódjn

A 17.7. fejezetben bevezettük nz A leii/oi

P’AÍ1'’ 17.K-1

au 17.8-2

konliavariáns reprezentációját.
A kovariáns, ill. kontravariáns jelleg attól függ, hogy az A tenzor f(*> (A I, 

1, t) vagy f(/) (Z=l, 2, 3) vektorokkal vett szorzatait használjuk az A tenzor 
|> llcmzésére. A mátrixjelölésben az Akl mátrix indexei jelentik, hogy melyik 
alapvektorral szoroztunk, az eddigi jelölésben azonban az indexek nem tártál 
io a/nak semmiféle utalást arra, hogy az vagy f(/) vektorokat használtuk az 
adott komponens meghatározására.

lnnék jelölésére Einstein a következő konvenciót javasolta: Jelöljük a kova 
n,in\ komponenseket-alsó, a kontravariáns komponenseket pedig fel só indexszel.

IgV tehát az a vektor reprezentációit az

a = űl, a2, a3, 17. KA

17.8 4

h/lmbólumokkal, a 17.8-1 és 17.8-2 tenzorkomponenseket pedig az.

f(^My)=Akl

h/imbólumokkal jelöljük.
I i mek megfelelően az a vektort az

17.8 7

alakban írhatjuk fel.
Az Einstein-féle jelölésmód segítségével az a és b vektorok skaláris szorzata

a/

A
I /.8 8

alakban irható fel. A jelölés további egyszerűsítésére Einstein javasolta, hogy 
a/okban a formulákban, ahol egy kovariáns és egy kontravariáns index meg 
egyezik, a szumma jelet is hagyjuk el, s használjuk az



17.9. A G mátrix tulajdonságai

A G mátrix elemeit a

formulával definiáltuk, valamint bebizonyítottuk, hogy

G = G-1
és

G£z=f(Z[)f(Z).

A 17.9-1 és 17.9-2 formulákat átírhatjuk a

és
Gki=HkyülU'

GÍ/=Í(A)EfU)

alakba is, ahol E az egységtenzor. 17.9-3-at és 17.9-4-et a 17.8-6 formulákkal 
összehasonlítva, leolvasható, hogy G az E egységtenzor kovariáns, G 1 pétiig 
kontravariáns reprezentációja. Ily módon az Einstein-féle konvenciónak meg« 

felelően G^i helyet a
Gt, = Gkl

17.9 I

17.9 }

17.')-'

17.9 I

17 H

17.9-5

<hi>~ y.'ijs

6>/=f(A:)f(Z)

jelölést is használhatjuk annak kifejezésére, hogy G1 az egységtenzor kontra
variáns reprezentációja.

A ferdeszögű reprezentáció kihangsúlyozására szokásos a G jelölés és a met
rikus tenzor elnevezés.

17.10. Kevert reprezentációk

Nagyon hasznos, és az eddigiek alapján kézenfekvő a tenzorok ún. kevert 
reprezentációinak bevezetése az

ill.
^z = f(A)Af"’

17.10- 1

17.10- 2



Illillllll lók l pll'l )•< U | I / |<l | I . II l‘> | III • I II ,1 |g|l/l >| k l l|ll| " llll'IIM I flirjl

MhIiII h r dl il il I '* 1 i . | ll|il|' •Ilii l«l < ! \ lllli i|| Ilii*./Ilid |llk I / ló I 11/

A li Il/I l| Ilii ll ól I l Illi I IIX III Ilin |l || || || ól I > II III 11 11 11| I fill III IÓ|||, I / ló | Iflll)'
■ hull ni k O Vili Ilii IS, |l i| 1111 III k I 'III I .11 il Illi' 11 |'l' I- Iliül l<>

A kcvril icpic/cntiidók vcklmol 11üiim/Iiulimit|iilnuk mcghntáro/iísiikoi 
iii'-.ük A 17.7-8 és 17.7 I I lmiiiul.il N/cilnt ugynnls

/>, ,17.10-3
A

h' %Alkah 17.10-4

|rtg\i'i ii/ A tenzor tiszta kovariáns reprezentációja segítségével a kontravariáns 
h|>H rnl.u injából b kovariáns reprezentációja határozható meg, A tiszta kont- 
Ihiuihins előállítása pedig a kovariáns komponenseiből b kontravariáns kom 
...... . adja.

I i re prezentációváltás sok esetben kényelmetlen. A kevert reprezentációk 
|i li iilrsének megértésére célszerű a kovariáns és kontravariáns reprezentációk 
H» ii /i lésekor követett gondolatmenet rövid ismétlése.

Induljunk ki az
a= 2^£(M

i Imillításából. Ekkor
b=2^Af(fc). 17.10-5

I ! 10 5-ben a kovariáns komponensei szerepelnek. Amennyiben b kovariáns 
I "iiiponenseit kívánjuk meghatározni, 17.10-5-öt azf(Z) (/= 1, 2, 3) vektorok 
Imi kell megszorozni, tehát

*z=bf(Z)=Z^f(Z)Af(*). 17.10-6
k

I 1 10 6 a 17.10-2 kevert reprezentáció fel használásával a

Z>z=2^Aa 17.10-7
k

illákot ölti.1 Hasonló módon adódik, hogy a kontravariáns reprezentációk kö
zölt a

bz=X^-X 17.10-8
lm innia létesít kapcsolatot.

Megjegyzés: Kevert reprezentációk esetén ügyelnünk kell az indexek sor- 
lendjére, hiszen az A'f és A\ mátrixok nem azonosak.

1 A formulákban szereplő pont az alsó és felső indexek sorrendjét szabja meg. I zl a jelölési 
I nmein nem használta. A sorrendtévesztésekből adódó félreértések miatt azonban szükségesnek 
túlink az liinstein-féle jelölés fenti kiegészítéséi
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17 11 A l<*n/oiok kovrii inir. k<tii(iiivin inns és vegyes
i epiezenlítciói közt>t11 összefüggés

Az, előző fejezetben láttuk, hogy a kovariáns és kontravariáns reprezentációk 
mellett a vegyes reprezentációk is hasznos eszközei a tcnzorokkal végzett kőnk 
rét számításoknak. /

Hangsúlyozni kívánjuk azonban, hogy a reprezentáció megválasztása tisztán 
technikai kérdés, mert egy tenzor különböző reprezentációi mindig ugyanazt 
a lizikai mennyiséget jelentik. Ezért a fizikai összefüggéseket célszerű reprcz.cn 
tációtól független formában kifejezni.

A reprezentációk azonban nélkülözhetetlenek a konkrét számítások elvép 
zésekor, így feltétlenül szükséges, hogy ismerjük egy tenzor kovariáns, kontra 
variáns és vegyes reprezentációi közötti átszámítási szabályokat.

Mivel a különböző reprezentációk az f_(k> (k= 1, 2, 3) és f(/) (/= 1, 2, 3) vek 
torok segítségével határozhatók meg, az átszámítási szabályok a kétféle vektor 
hármas közötti összefüggésből határozhatók meg.

Állítsuk elő pl. az f(/í) reciprok vektorokat az f(/) (/= 1, 2, 3) vektorok lineáili 
kombinációjaként.

Legyen
?(*)_ -y p fto1 ZAi • 17 ||.|

Szorozzuk be 17.11-1 -et f(/,-lel. A

G+=G*Z=PU 17.11-.’

eredményre jutunk. A két vektorhármas közötti összefüggés tehát az

f(*)= 2G/£/f(Z), 17.11-1
illetve

f(Z>= 2 <Zuí(Zt) 17.11-4
alakban írható fel.

17.11-3 és 17.11-4 felhasználásával egyszerűen meghatározhatjuk egy tenzor 
különböző reprezentációi között fennálló összefüggéseket.

Induljunk ki például az
Az=f(A>Af(Z) 17.11-5

tiszta kovariáns reprezentációból. Helyettesítsük be 17.11-5-ben f(k> helyére a 
17.11-4-ből adódó összefüggést. Az

Akl= 2 17.11-6m
formulához jutunk. 17.11-6-ban azonban A vegyes reprezentációja szerepel, 
tehát
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11 11 7

Amennyiben I /. 11 *> ben 1111 I c. I 11<■ |« .. nl- f' * ’ (A 1, 2, 3) rcclprok vckto- 
luk segítségével, az

2 17.11-8tn, n
Illetve

Akl 2GkmGlnAmn 17.11-9

hnnzel Üggéshez jutunk. 17.11-9 az A tenzor tisztán kovariáns és kontravariáns 
komponensei között létesít kapcsolatot.

Az

k mitravariáns reprezentációból kiindulva, a 17.11-3 összefüggés felhasználásá
val 11/

Megjegyzés: A 17.11-9 és 17.11-11 formulák felírásakor kihasználtuk a G 
mull ix szimmetriáját. A teljesség kedvéért felírjuk még a vektorok kovariáns és 
kontra variáns komponensei között fennálló 17.3-7 és 17.3-8 összefüggéseket az 
I Instcin-féle jelölésmóddal:

zifcZ=2^m^, 17.11-10

Illetve

^z= 2 GkmG,nAmn 17.11-11

In, nullákhoz jutunk. Hasonló módon adódnak az

zí;'= 2 G,mAkm 17.11-12

ék

A'k‘= 2 Gk„,Amlni
17.11-13

ntii.zcl iiggések is.

én

ak = 2 Gklall

a‘= 2 Glmam.
ni

17.11-14

A 17.11-7, 17.11-9, 17.11-10, 17.11-11,17.11-12, 17.11-13 és 17.11-14 össze- 
üggések mutatják, hogy a különböző reprezentációk között a G=E tenzor meg-
< lelő G és G 1 reprezentációival való szorzás létesít kapcsolatot. A transzformá-



cIón szabályok az 1'liiNlcln léié Jclölésmódban Indexek ,,lc- és felhúzásának" 
tűnnek.

A G-vel való szorzás ugyanis mindig egy kontravariáns (felső) indexből képet 
kovariáns (alsó) indexet, a G '-gyei való szorzás pedig egy kovariáns indexből 
képez kontravariáns indexet.

Példaként alkalmazzuk a fenti szabályt a G metrikus tenzorra. Határozzuk y 
meg először a metrikus tenzor vegyes reprezentációját. 17.11-12 segítségével 
adódik, hogy

G'l  "V /'"'Ims-' 
k — 2A7 ^km-

m

17.11-15 azonban 17.9-5 miatt éppen az egységmátrix, tehát

17.11- 15
17'11'1 |

17.11- 17

Hasonló módon

G!k = b‘k,

ebben az esetben tehát az indexek sorrendje tetszőleges.
Példaként alkalmazzuk még G-re a 17.1 l-'l 1 összefüggést. A már ismert

G=G-1G-'G = G-‘ 17.11-18
formulához jutunk.

17.12. A tenzorműveletek mátrixjelölése

Az előző fejezetben meghatároztuk a tenzorok kovariáns és kontravariáns 
reprezentációi közötti összefüggést. Megállapítottuk, hogy a G-vel való szorzói 
a kontravariáns mennyiségekből kovariáns mennyiséget, a G_1-gyel történő 
szorzás pedig a kovariáns mennyiségekből kontravariáns mennyiséget képez.

Az átszámítási szabály rendkívül egyszerű és jól definiált, így fölöslegesnek 
tűnik, hogy minden egyes formulába újra és újra belefoglaljuk az átszámítási 
törvényt is.

Az aláhúzott félkövér betűkkel reprezentációtól függetlenül magukat a fizikai 
mennyiségeket jelöltük. Az ily módon megfogalmazott törvények mindig 11 
fizikai mennyiségek közötti kapcsolatot, tehát valamilyen természeti törvényt 
jelentenek.

Időnként szükséges azonban a formulákban is figyelmeztetni arra, hogy u 
számítást ferdeszögű koordináta-rendszerben kell elvégezni. Ebben az esetben 
javasoljuk, hogy tegyünk a szorzandó mennyiségek közé pontot. Az egyszerű 
jelölés arra figyelmeztet, hogy a műveletet az adott reprezentációban értelem
szerűen kell elvégezni.



I ehát pl.
$b-i» • i»

•/I |elentl, hogy az a és Jj vektorok skaláris szorzatát ferdeszögű reprezentáció
iul) kell meghatároznunk. F.rre az

a b =

áGb 
ab 
ab . 
aG-‘b

17.12-1

hu nullák közül bármelyik alkalmas. A „pont” tehát itt azt jelenti, hogy az a és 
b vektorok reprezentációi közé az E egységtenzorok megfelelő reprezentációját 
kill elhelyeznünk. (Kontravariáns vektorkomponensek közé a kovariáns G 
HiiUrlxot, kovariáns vektorkomponensek közé a G mátrixot kell tennünk.)

Vektorok és tenzorok szorzatának képzésekor hasonló módon járhatunk el:

a A 17.12-2

ü/l jelenti, hogy E-t, G-t vagy G '-t kell elhelyeznünk a vektor- és tenzorrepre- 
^•iitáció között aszerint, hogy a és A mely reprezentációjában dolgozunk.

A lenti jelölést azért tartjuk célszerűnek, mert véleményünk szerint a számí- 
lások lényege homályosodik el, ha az általánosan érvényes formulákat a szor- 
írtsl szabályok állandó részletezésével bonyolítjuk.

17.13. Koordináta-transzformációk

Végül a ferdeszögű koordináta-rendszerek transzformációjával foglalkozunk. 
Meghatározzuk tehát, hogy hogyan változik a vektorok és tenzorok reprezen
tál lója, ha a ferdeszögű koordináta-rendszerről a JC koordináta-rendszerre 
léi Iliik át.

I egyenek a JC rendszer alapvektorai az f(fc) (k= 1, 2, 3) vektorok, a JC rend- 
s/ei alapvektorai pedig az f(/)' (/= 1, 2, 3) vektorok. Mivel sem az f(/t), sem az 
|lh vektorok nem komplanárisak, az f(/)' vektorokat kifejezhetjük az f(/t) 
vektorok lineáris kombinációjaként.

I .egyen

f(/>' = 2 Si£k) (7=1,2, 3). 17.13-1
k~ I

A 17.13-1 összefüggés megfordítását pedig az



I /1»

formulák szolgáltatják.
Határozzuk meg most az a vektor

r'* SA’/'d'*' (I 1.2,3)
A I

S£(a) = a = a', a2, a3

X'(A)=á'=a1', a2', a3'

kontravariáns reprezentációi között fennálló összefüggést. 
Tudjuk, hogy

~ k ~

Behelyettesítve ide a 17.13-2 összefüggést, a

17.1 t t

2az'f<Z)'= 2 «Xí<Z)' 17.13 4
l k. I

formulához jutunk. 17.13-4-et f(m)'-vel végigszorozva, az

a'm= 2 akStn 
k 

összefüggés adódik.
17.13-5 mátrixjelölésben az

á' = áS-»=s -*a

alakot ölti. 17.13-6-ból a transzformáció
á = á'S = Sá'

17.13 3

17.13 6

17.13 1
megfordítását S-sel való szorzással kaptuk. 17.13-6 mutatja, hogy a Jt- ‘' 
transzformáció során az a1 vektorkomponensek az S 1 mátrix segítségével 
transzformálhatok. I

Az alapvektorok közötti kapcsolatot 17.13-1 szerint az S mátrix elemeiv. I 
adhatjuk meg.

A koordináták közötti 17.13-6, 7 transzformáció tehát a fordítottja az alap 
vektorok közötti 17.13-1, 2 kapcsolatnak. Ezért nevezzük az a1 vektorkompo 
nenseket kontravariáns (ellentétesen változó) komponenseknek.

A metrikus tenzor komponenseinek

Gkl=f(k,f(l>
definíciója alapján egyszerűen megkaphatjuk a transzformáció után adódó (. 
tenzor elemeit. Definíció szerint
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I 1 I » K hn behelyettesítvc 11 l/H I lninmlrtl. 11

fl'kl Wh('T' 
dim hívhez jutunk, tehát

G' SGS

M»l|.< ii metrikus tenzor transzformáltját. 
Mio I

a' = G'a',

17.13-9

17.13-10

17.13-11

|/ll 10 segítségével meghatározhatjuk az a vektor kovariáns komponensei
ül. transzformációs szabályát. írjuk be ugyanis 17.13-IO-et és 17.13-6-ot 
I U l II -be, az

a' = SGSS-‘á = SGá, 17.13-12
Ilii (vc

Ga = a
./Hálásával az

a'-Sa 17.13-13

Ilim . lormágiós szabályhoz jutunk.
t nlhiitó tehát, hogy a kovariáns komponensek az S mátrixszal transzformál 

Imi..1 tehát az alapvektorhoz hasonló módon változnak.
A vektorokra kapott eredmények tenzorokra is érvényesek. Mivel

áAb = a

kbiil.ii és á, 6 az a és b vektorok kontravariáns, A pedig az A tiszta kovariáns 
H | i< .mutációja, kell, hogy

aAb = a'SASb' 17.13-14

h l|> üljön; 17.13-14-ből leolvashatjuk, hogy az A tenzor A' transzformáltjat az

A' = SAS 17.13-15

lm mulával határozhatjuk meg. A tenzorok kovariáns reprezentációi tehát az S 
Imin is segítségével transzformálhatok.

Az I mstein-féle jelölésmódot használva, a 17.13-15 szabály az 

alakot ölti.
A skaláris szorzat

17.13- 16

17.13- 17

221



nlnkjábói nz A tci»zor konlrnvnrldns rcprezcntdciójrtniik iitins/forináclós nznöm
lyát klipjük, 17.13-13-ut beírva 17.13-17-be, az

aS 1 • A - S 'b = a

összefüggéshez, s ennek alapján az / . j
Á' = S 'ÁS-' 17.13-11

transzformációs szabályhoz jutunk. 17.13-18 az Einstein-féle jelöléssel az
17.13-1

alakban írható fel. m

Hasonló gondolatmenettel kapjuk az A tenzor vegyes reprezentációinak 1 I

A\=^S+KkSlLAKL, 17.13-M
és

Ak'=^SkKS+LIA-KL 17.13-21
transzformációs szabályait.

18. Több dimenziós tenzorok

Az eddigiekben egydimenziós (vektorok) és kétdimenziós tenzorokkal foglal
koztunk. A dimenziót úgy értelmezzük, hogy egy tenzor dimenziószámát a ten- 
zort reprezentáló mátrix indexeinek száma adja meg. így a skalárokat nullu- 
dimenziós tenzornak is tekinthetjük. A következőkben a kettőnél több indexei 
mátrixokkal reprezentálható tenzorokkal foglalkozunk.

Megjegyezzük még, hogy a tárgyalást továbbra is a háromdimenziós térre 
korlátozzuk, a tenzorokat reprezentáló mátrixok indexei tehát most is csak nz 
1, 2, 3 értékeket vehetik fel. Figyelmeztetünk még arra, hogy a fenti kifejezés
módot használva, a „tenzor dimenziószáma” és a tér „dimenziószáma” nem 
azonos jelentésűek, a két fogalom összetévesztése komoly hibákat okozhat.

18.1. A több dimenziós tenzor definíciója

A kétdimenziós tenzorokat homogén lineáris vektortranszformációként, tehát 
nz eggyel alacsonyabb dimenziójú tenzorok segítségével értelmeztük.

Ugyanezzel a módszerrel értelmezhetjük a több dimenziós tenzorokat is.
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(»)
A/ A n dimenziót tcnzoi olymi hoinogi'n linráún o|wrátor, amely tetszőleges

ii vektort n I dimenziós teii/oim képez le
l'chdt

(H) (* I)
Ab !» • 18.1-1

A / operáció homogén lineáris tulajdonságából következik, hogy ha

a=2aAf(M,
*

akkor

Aa= £ a*(Af(A:)). 18.1-2
k

Amennyiben az f(*2 vektorok nem komplanárisak, akkor általában egy ferde- 
IZÖgíi koordináta-rendszert határoznak meg. 18.1-2-ből látható, hogy az

(M-l) (M)

A* = Af</£) (Jt=l,2,3) 18.1-3

(n I) dimenziós operátorok segítségével tetszőleges a vektor leképzése meg- 
(n) (n-1)

határozható, tehát egy A n dimenziós tenzor három Ak (n— 1) dimenziós ten- 
/oiial egyértelműen jellemezhető.

Ila n helyett n- 1-et írunk, akkor adódik, hogy egy (n-1) dimenziós (^A) 
tenzor egyértelműen jellemezhető az

(n-2) (n-1) (»)
Au = Aa f(Z, = (Af<A))f(Z) {k, 1=1,2, 3) 18.1-4

(/i 2) dimenziós tenzorokkal.
A gondolatmenetet folytatva, az

Aaz..,.= Af(*)f(Z)...f(") (Jt,Z, ...,n=l,2,3) 18.1-4

sknlár értékekhez juthatunk. 18.1-4-ben az egyszerűség kedvéért nem tettük ki 
n zárójeleket, természetes azonban, hogy most az asszociatív törvény nem érvé
nyes, és a leírás sorrendje egyben a műveletek sorrendjét is jelenti.

A 18.1-4 által definiált 3" darab skalárt egy n dimenziós mátrix elemeinek 

tekinthetjük, s ez a mátrix az f'A) vektorok által definiált koordináta-rendszer- 
(rt)

ben egyértelműen meghatározza az A operátort. írhatjuk tehát, hogy



IK I tt(A) A (M........ w—1.2, 3).

A tcnzorműveletek reprezentációkban történj kifejtése mátrixműveletekkel 
történik, a mátrixműveleteket pedig már tárgyaltuk,

18.2. Háromdimenziós tenzorok

Az általános definíció jobb megértése céljából foglalkozzunk kissé részlete 
sebben a háromdimenziós tenzorokkal.

(3)
Legyen A egy háromdimenziós tenzor. Határozzuk meg a tenzort reprcz.cn 

táló mátrix elemeit az f(A:) (k— 1, 2, 3) vektorok által definiált ferdeszögű kooi 
d ináta-rendszerben.

(3)
Az általános definíciók alapján az A tenzor a három

(2) (3)
A,= Af(/[) (k=l,2, 3) 18.2-1

kétdimenziós, ill. kilenc
(1) (3)
Aa;= Af(A,f(/) (k, Z=l,2, 3) 18.2-2.

egydimenziós tenzorral, ill. a huszonhét

(0) (3)
AAZm = Af<Zt)f(/)f(m) (k,/,m=l,2,3) 18.2-3

(3) (3) (3)
skalárral jellemezhető. 18.2-3 adja A 3f(A)= A mátrixreprezentációját.

Az
<3> I

Aklm = Af(*)f(')f(m) (k,Z,w= 1,2, 3) 18.2-4

(3) 
előállítást a kétdimenziós eset általánosításaként az A tenzor kovariáns elő
állításának nevezzük.

(3) 
A kontravariáns reprezentációja az

(3)_ _ _ 12 0 S
Aklm = A(k, Z, w=l, 2, 3)

formulával határozható meg. 18.2-5-ben az f(*’ (k= 1, 2, 3) vektorok az f(/) 
(/ I, 2, 3) alapvektorok reciprok rendszerét jelentik.
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A*;” 18.2-6

18 2.1. A háromdimenziós tenzorok transzformációja

(3)
Határozzuk meg az A háromdimenziós tenzor

(3) (3) (3) (3),
2(A)=A és X(A)= A

i. |H< /cntációi közötti összefüggést. Jelöljük a és JC koordináta-rendszerek 
alapvektorait rendre f(fc)-val és f(Z)'-vel (k, /= 1, 2, 3), és legyen

f(/c)' = 2 5fcZf(/), 18.2-7
z=i

III iiz inverz transzformáció’

f(fc)= 2 ^zf(í)'. 18.2-8
z

(3)
is 2-8-at behelyettesítve 18.2-4-be, és felhasználva A homogén lineáris tulaj 
ilonságát, az

3 (3)
A — "V C+ <?+ C+ A f(ZT)'f(L')r(M)'
A klm~ Zj * i

K, L,M=\

l' a nullát kapjuk. Mivel

Af(*)r£)rM)
11/

Aklm = 2
L. M

..... szformációs szabályhoz jutunk. Az inverz transzformációt pedig az

Aklm~ 2 SfcjfS ilS,„mA klm 18.2-11
K, I.. M

uliikban írhatjuk fel. Az A'Um tiszta kovariáns reprezentáció, tehát valóban 
ugyanazzal azS mátrixszal transzformálható, amely az alapvektorok transztól 
inációját megszabja.

18.2-9

18.2-10
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I laiiiio/ziik mcg most 11/

18.2 12

kontravariáns reprezentáció transzformációs szabályát. Most

^fklm__
(3)
Af(*)'f Wf (m)' 18.2-1 »

így az f(fc)'-t (&= 1, 2, 3) kell kifejeznünk az f(/c) vektorok segítségével. Az 
(/c=l, 2, 3) vektorok transzformációs szabályát 18.2-7-tel előírtuk. Mivel

f(*)-=2Gfc/'f(Z)', 18.2-14
és 17.13-19 szerint '

Gkl'=^S+KkS+LlGKL, 18.2-11
K,L

18.2-7 és 18.2-15 18.2-14-be való behelyettesítésével adódik, hogy

f(A)'= 2 ffy).
JC, L, l,J

Ebből pedig, ha a jobb oldalon az /-re vonatkozó összegezést elvégezzük,

f(A)' = 2 5i^f<£)=2^íw
K, L K

18.2-16

adódik.
18.2-16-ot 18.2-13-ba beírva és 18.2-5-öt felhasználva, az

j kim _ X q+ q+ C-f- aKLM
A “ Zj öKköLlöMmA

K, L,M

transzformációs szabályhoz jutunk.
I íasonló gondolatmenettel kaphatjuk az A tenzor vegyes reprezentációinak 

transzformációs szabályait.
A háromdimenziós tenzorok esetén nyert összefüggések minden további nél 

kiil általánosíthatók több dimenzióra, tehát pl. kontravariáns reprezentáció 
esetén

2 SkKSi-L...S+NAKL-N. 18.2-17
K, L....... N
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19, K ill* ml*•, *>p* i niorok

Az operátorokat az eddigiekben allalnban llzlklll jelentésükön keresztül és 
in in .iilolt koordináta-rciulszetben m H icpiez.entációik segítségével igyekeztünk 
In vezetni. Néhány operátor esetén uzonban érdemes a reprezentációkból kiin
dulni A következőkben először összefoglal juk a zérus- és egységoperátor rep- 
I*/i nlacióinak sajátságait, majd egy speciális háromdimenziós operátorral az 
ii i
I tcnzorral foglalkozunk.

19.1. A zérus- és egységoperátor

A zérusoperátor tetszőleges reprezentációban csupa
0A/—0

< leniekből áll.

Az E egységoperátor
Ekl~ bkl 19.1 I

i f niei minden ortogonális reprezentációban azonosak.
I i idcszögű reprezentációkban azonban — mint már láttuk —

^(E) = G 19.1 2

n I ovariáns, és G 1 a kontravariáns előállítás. A kevert reprezentáció azonban 
most is

Az. egységoperátor % és JC koordináta-rendszerben vett reprezentációja

19.1 <

l iVött a
G' = SGS 19.1-4

o ... liiggés teremt kapcsolatot (S a transzformációt leíró mátrix).
A l‘> 1-4 összefüggés jobb és bal oldalának determinánsát képezve, a

det G' (det S)2 det G 19.1-5

egyenlőséget kapjuk. Bevezetve a szokásos (i det G és G'= det G' jelölést, 
l‘> I 5-ből a transzformációs mátrix determinánsa és a metrikus tenzorok de 
ii iminánsai között a
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összefüggést kapjuk. 19.1-6-ban a négyzetgyököt pozitív előjellel kell venni,
ha a K és X' koordináta-rendszerek sodrása azonos; a negatív előjel érvényen,
ha a sodrás különböző.

det S 19.1 fi

(3)
19.2. Az E operátor

A következőkben egy speciális, az egységoperátorhoz nagyon hasonló három 
dimenziós operátorral foglalkozunk.

M
E definíció szerint az a háromdimenziós tenzor, amelynek egy adott 3C-bcll 

kovariáns reprezentációja
(3) (3)

~ Eilím = as4im, 19.2-1

ahol a egy később meghatározandó állandó, sklm pedig a Levi—Civita-szim 
bólum.

(3) 
Transzformációs formulák segítségével 19.2-1-ből E reprezentációját tel

(3) 
szőleges JC reprezentációban meg tudjuk adni. A 3C'(E ) kovariáns reprezentá 
ciót 18.2-11 szerint az

^klm= 2 ^kK^lL^mM^KLM 19.2-2
K, L, M

képlettel határozhatjuk meg. Beírva ide 19.2-1 -et, és felhasználva a determinált* 
definícióját, kapjuk, hogy

(3)'
Eklm = ^kim (det S). 19.2-1

19.1-6 felhasználásával 19.2-3 az

alakot ölti. Amennyiben a = /(7, akkor

(3)'
és I-KIM — KIM- 19.2 .1
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I'> ’ *» Ih'SI tiltjuk, hogy hu 11 I <( > >ln i r. il élünk. tikkor u 19.2 I állal
■l. Iinlíilt tcnzor koviirlámi irpir/i'nim |ó|n báimllycn vonatkoztatási rendszer

(1)
l>rn hasonló tormában jelenik meg Irhái az E háromdimenziós tcnzor kova- 
ililns reprezentációja tetszőleges ívnds/eibcn

*(E) Ek,m=/Geklm- 19.2-5

(3)
A definíciókat felhasználva, E kontravariáns reprezentációját az

(3)
(3) (3) p

kim  V Z',+ /"'+ Z7 1^klrn

KLM

....... illából kapjuk meg. Tehát
(3) „
pklm_ cklm

Meg,fontolásunk tehát arra az eredményre vezetett, hogy ha 19.2-5 érvényes 
*gy koordinátareprezentációban, akkor tetszőleges reprezentációban is fenn
áll

(3)
A következőkben az E tenzor által létrehozott vektor—tenzor és tenzor

M I lm leképezések tulajdonságait vizsgáljuk.
I egyen c egy vektor, és képezzük az

(3)
Ec = T 19.2-6

linnszformációt. Belátjuk, hogy T antiszimmetrikus tenzor. A 19.2-6 össze- 
lüggést egy reprezentációban a

eklmcm=Tkl 19.2-7
m

hu inula reprezentálja. Mivel eklm= — elkm,

Tkl= -Tlk, 19.2-8

un/ T valóban antiszimmetrikus. írjuk fel 19.2-7 alapján a T mátrix elemeit 
ti '.zlcicsebben. A három független mátrixelem a következő:

rI2=-T21 = /Gc\

7 23 = — I /Ge*

T,,- TIS

19.2-9



19.2-9 mutatja, hogy a £ vektor kontravariáns komponenseit vei szorozva,
a T tenzor kovariáns komponenseit kapjuk.

Hasonlóan . 1

tehát

19.2-10

/g

/g

/g

Ortogonális reprezentáció esetén

c3> T2i — c2, T2í — C\. 19.2-12

Mivel minden antiszimmetrikus tenzor felírható a 19.2-6 alakban, megálla 
pítható, hogy az antiszimmetrikus operátorok reprezentációinak három függet 
len elemét egy vektor komponenseinek is tekinthetjük. A c vektort a T operálni 
vektorinvariánsának nevezzük.-

Megfordított összefüggés is létezik!
Képezzük az

19.2-1 l

tenzor—vektor leképezést, ahol a kettős zárójel arra utal, hogy 19.2-13-at egy 
3C reprezentációban felírva, két indexpárra kell összegezni. Tehát

(3)
19.2- M

vagyis

19.2-1-3

19.2-15 komponensenként kiírva:

c1 = /G(T23-T32),

c3=/G(T12-T21).



A 19.2-1 l leképezést let nir./rl«- . n a I i< n/ni kovtiiláns komponensei Negit
népével is felírhatjuk. I kkoi .1

<•' ' (7’n

c2 = ' (/’31 T13), 19.2-16

/g

/g

Összefüggéseket kapjuk.
Megállapítható, hogy ha T antiszimmetrikus tenzor, akkor a

[ £=((ET))

(3)
vektorra alkalmazva az E tenzort, az eredeti tenzor kétszeresét kapjuk, tehat

(3) 
(Ec) = 2T, 19.2-17

11/ a c vektor a T tenzor vektorinvariánsának kétszerese.

(3)
19.3. Az E tenzor és a vektoriális szorzat

(3)
Az Is tenzor segítségével a vektoriális szorzat mélyebb megértéséhez jutha 

lünk.
A 19.2-13 leképezést alkalmazzuk a

T = aob 19.1 I

icn/orra, ahol a és b tetszőleges vektorok. A 19.2-15 formula szerint a kapott 
1tedmény azonos a

/G(axb) = c 19.3-2

vi ktoriális szorzattal. Szimmetrikusabb formát kapunk, ha bevezetjük az

[ax|>| a >b boa

iiiiliszinunetrikus tenzort, és összehasonlítjuk az

19.I I



II I* < 1') » 4
vektoriális Nzorzuttiil,

Megállapítható, hogy

és

(3)
K(aXb) = [aXb] 19.3-5

^[(E [axb]))-axb. 19.3 6

Az a x b vektor tehát a

tenzor vektorinvariánsa.
T=aob—boa 19.3-7

összefoglalva a fentieket, azt mondhatjuk, hogy az [axb] antiszimmetrikus 
tenzor a vektoriális szorzat tenzorreprezentációja, a szokásos axb szorzat 
pedig a vektorreprezentáció. Az a és b vektorokhoz a vektoriális szorzat egyen 
értékű módon rendel hozzá egy vektort és egy antiszimmetrikus tenzort. A két 
objektum matematikailag különbözik, azonban ugyanazon mennyiség kétféle 
leírásáról van szó.

Az irodalomban gyakran találkozunk az ún. „poláris” és „axiális” vektot 
megkülönböztető elnevezéssel. A vektoriális szorzatok eredményét poláris vek 
tornak nevezik.

Véleményünk szerint az elnevezés fogalmi zavar terméke! A valóságban búi 
milyen mennyiséget, amelyet vektorral írhatunk le, éppen úgy antiszimmetrikus 
tenzorral is leírhatunk. Mint kimutattuk, két ekvivalens reprezentációról van 
szó. Az ún. „poláris”, illetve „axiális” vektorok egyszerűen ugyanannak u 
mennyiségnek két reprezentációját jelentik. A két reprezentáció hasonló sze
repet játszik a leírásban, mint az, hogy egy és ugyanazon vektormennyiséget 
kovariáns, illetve kontravariáns reprezentációbaiAs megadhatunk.

A
c = axb

vektor általános tulajdonságait illetően nem különbözik az a és b vektoroktól.
A következőkben ismertetjük azt a gondolatmenetet, amelynek helytelen 

magyarázatából az említett félreértések származnak.
Képezzük le az a, b, c, ... vektorokat egy ortogonális S operátor segítségé

vel az
a* = Sa, b* = Sb, c* = Sc,... 19.3-8

vektorokra.
Amennyiben

det S X 0,
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hí lm bizonyos öiszel tlgg/i.i k nini l\el a 11 eilrtl vi k torok in érvényesek, vál
i". iilnii formában fennállnak >i leképezett vektorok közölt Is. így pl., ha

'H i í'b i i■... ■ g.
akkoi 19.3-9

aa* 1 //[>♦ 1 gC* 1 ... g*.

valamint, ha
ab = a,

akkoi 19.3-10

a*b* = a.

Az ortogonális transzformáció tehát vektorok lineáris kombinációját a transz- 
imniált vektorok lineáris kombinációjára képezi le, a skaláris szorzat értéke 
pedig nem változik a transzformáció során.

I egyen
axb = c.

Megállapítható, hogy
c* = detS(a*Xb*). 19.3-11

Vektoriális szorzat transzformáltja tehát csak akkor egyezik meg a tényezők 
iimiszformáltjainak vektoriális szorzatával, ha

det S — + 1.
Ilii

det S= — 1,
akkor

c*=—(a*xb*),
azaz

(axb)* = b*xa*.

<lei S 1 esetén az S operátor által definiált leképezés tükrözést is tartalmaz. 
A 19.3-10, 19.3-11 és 19.3-12 összefüggések mutatják, hogy a transzformáció 
"ián egy pontrendszer egyes tulajdonságai megmaradnak, mások azonban 

megváltoznak.
I / szemléletesen is könnyen érthetővé válik, ha pl. tükörből próbálunk újsá

gul olvasni. A betűkből álló „pontrendszer” elolvasás szempontjából lényeges 
tulajdonságait a tükrözés erősen megváltoztatja.

Az. a tény tehát, hogy a vektoriális szorzat nem invariáns a tükrözéssel szem
ben, nem azt jelenti, hogy a c axb „rendhagyó” vektor, hanem arra utal, 
hogy az a xb-vel jellemzett fizikai összefüggés a vektorok tükrözése után meg 
változik.



Az eddigiekben a háromdimenziós térben értelmezett tenzor- és vektormennyi
ségckkel foglalkoztunk. A tenzorok mátrixreprezentációjában ez azt jelentette,
hogy a mátrixok egyes indexei három értéket vehetnek fel.

A következőkben, kifejezetten adott reprezentációból kiindulva, négy kom 
ponenssel jellemezhető mennyiségekkel foglalkozunk. Ezeket a mennyiségeket 
egyelőre formálisan négyesvektoroknak nevezzük, és a későbbiekben belát |uk, 
hogy a vektorfogalom olyan logikus általánosításáról van szó, amely fizikai 
összefüggések leírására alkalmas.

A következőkben a vektor- és tenzorfogalom alkalmazásaként a relativitás 
elméletben alapvető szerepet játszó Lorentz-transzformációval foglalkozunk

20.1. A vonatkoztatási rendszer

20.1.1. A mozgás térbeli és időbeli jellemzése

Egy P pont mozgását az
r = r(í) 20.1 I

vektor-skalár függvénnyel írhatjuk le. r(í) megadja a P pont helyvektorát 
az idő függvényében. 20.1-1 helyett paraméteres reprezentációt is használlui 
tünk. A P pont helyzetének időbeli változását egy független p paraméter segít 
ségével is megadhatjuk az

r = r(p) és t=t(p) 20.1

függvények segítségével. A 20.1-2 függvények a p paraméter adott értéke mcl 
lett meghatározzák az összetartozó idő- és helykoordinátákat.

r(/c) = r(/?A) és í(Zí) = /(pÁ.) 20.1 I

tehát azt jelenti, hogy a mozgó pont a t=t^ időpillanatban az r=r(A) helyen 
halad át.

Kényelmes, ha a t(p) függvényt monoton növekedőnek választjuk, mert ek 
kor növekvő p értékeket választva, a P pont pályájának egymást követő pont 
jaihozjutunk.

A pálya paraméteres leírását négyesvektorok segítségével is elvégezhetjük 
Vezessük be az

függvényt, ahol
x = x(p) 20.1 I



111meszelésen 20.1-5-ben az v, koordináták a /> parameter függvényei, lehat
Xv X,(p). 20.1-6

A következőkben a hármas- és négyes vek torok egyszerűbb megkülönbözte
ti .' i< latin betűkkel jelöljük azokat az indexeket, amelyek az 1, 2, 3 értékeken 
liilnak végig, görög betűkkel pedig azokat, amelyek az 1, 2, 3, 4 értékeket ve- 
n/lk lel.

'<> 1.2, Az idő mérése

A négyesvektorok bevezetésével a három helykoordináta mellé negyedikként 
H/ Időt vezettük be egy mozgó pont pályájának leírására. A mozgás időbeli le 
li i .ahoz. szükséges, hogy abban a tartományban, amelyben a pályát meghatá 
pózuk, egyértelmű időmértékkel rendelkezzünk.

Az időmérés problémájának részletesebb vizsgálata azt mutatja, hogy egy
• >>• •./ tartományra nem tudunk egyértelmű időskálát definiálni. Látni lógjuk, 
hogy a problémát a kérdéses tartomány különböző pontjaiban elhelyezett órák 
tiKglclelő pontosságú összehangolása okozza. Tűrhető pontosságú időskála 
o zclhótő be azonban fénysugarak segítségével (a fény igen nagy terjedési se 
l>< .ege miatt) a következő módon.

Helyezzünk el a kérdéses tartomány egy tetszőleges O0 pontjában egy órát. 
Viilassz.uk ezt a pontot koordináta-rendszerünk origójának, tehát leg,yen 
!(<>„) 0. Válasszuk időmértékként az egész tartományban az O0-ban elhelye

• ii (a továbbiakban egyszerűen O0) óra által mutatott értéket. A mozgó pont 
I r(/) pályájának hely—idő függését ekkor úgy kaphatjuk, hogy a pálya egyes 
..... íjaiból leolvassuk az O0 óra által mutatott időt.

A lény véges terjedési sebessége miatt azonban az Qo óra által mutatott időt

•I /’(z) pontból /1í = - késéssel észleljük. Itt r a P pont origótól mért távolsága, < 

p- dlg a fénysebesség. A pálya pontosabb leírásához jutunk tehát, ha az

Higgvényt határozzuk meg, ahol /(tl) az Ou óráról leolvasott érték, r pedig a 
hny véges terjedési sebessége miatt alkalmazott korrekció. A korrekció 20.1 7 
hm alkalmazott formája tartalmazza azt a leltevést, hogy a fény az adott tartó



mdnybun Izotrop módon terjed. Az iilkiilmiizott Icíihn vlN/oiiylug lassan ino/j
objektumok esetén nem okoz problémákat. Gyorsun mozgó (estek eseténjízoi
ban — különösen akkor, ha a fény izotrop terjedésére vonatkozó feltevésünkéi
is ellenőrizni kívánjuk — lényeges nehézségek merülnek fel.

A mozgás konzekvens leírásához juthatunk akkor is, ha a kiterjedt tartomátl 
egyes pontjaiban — elég sűrűn — órákat helyezünk el. A mozgó pont pályáid 
nak időbeli változását ebben az esetben úgy állapítjuk meg, hogy a pálya egys 
pontjaiban mindig az adott ponthoz közeli órán látható időt olvassuk le. Az

20.1

függvény tehát most azt jelenti, hogy amikor a mozgó test az r(*> helyvektoi 
pontban volt, akkor a pont közvetlen közelében fekvő óra a r=r(ft) időt mulul* 
ta. (A t(k) érték esetleg több közeli óra által mutatott időmérték közötti inter* 
poláció eredménye is lehet.)

Egy koordináta-rendszert, amelynek pontjaiban elég sűrűn órákat helyez
tünk el, vonatkoztatási rendszernek nevezünk.1 A vonatkoztatási rendszerekben 
az r = r(t) összefüggés pontosan értelmezhető.

20.1.3. A vonatkoztatási rendszer meghatározása

Vonatkoztatási rendszerként használható tehát minden olyan koordináta* 
rendszer, melynek pontjaiban elég sűrűn órákat helyeztünk el. A pálya egy 
értelmű leírása egymástól teljesen függetlenül viselkedő órák esetén is lehetné* 
ges. Az összefüggések azonban csak olyan vonatkoztatási rendszerekben irha* 
tók le, amelyekben az órák járása megfelelően összehangolt.

A rendszer különböző pontjaiban elhelyezett órákat tehát szinkronizálni kell, 
A szinkronizáció csak valamilyen fizikai folyamat segítségével végezhető el.

Az órák összehangolását célszerű fénysugarak segítségével elvégezni, és afl 
eljárás lényegesen egyszerűsödik, ha feltételezzük, hogy a fény izotrop módofl 
terjed. A szinkronizáció ennek alapján valóban lehetséges, a módszert mólt 
nem ismertetjük, részletes leírása megtalálható Jánossy L. „Relativitáselmélet 
a fizikai valóság alapján” c. könyvében.

Vizsgáljunk most egy fényjelet, amely az r(1) pontból a Z(|) időpillanatban 
indul és a Z(2) időpillanatban érkezik az r(2) pontba. Pontosabban az r(l) pont* 
ból akkor indul egy fényjel, amikor a közvetlen közelében elhelyezett óra t(1 ’-cl 
mutat, s az r(2) pontba akkor érkezik meg, amikor az r(2) közelében elhelyezett 
óra Z(2)-t mutat. A fény izotrop terjedése folytán azt várjuk, hogy t<2>^-(<,l 
legyen, valamint teljesüljön az

1 Vonatkoztatási rendszernek nevezzük a koordináta-rendszert akkor is, ha rendelkezünk olyan 
módszerrel, amelynek segítségével tetszőleges pontban egyértelmű időmértéket tudunk meghatározni)
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20.1-9

yi'iilct. A fenti összefüggőit

x<‘>—r<‘>, /<*>, 
x<2> = r<2>, r<2>

20.1-10

20.1-11

xFx=0
yen vek torok segítségével az

lukban írhatjuk fel, ahol

fi 0 0 0'
0 1 0 0r= 0 0 1 0

10 0 0 -C2,

20.1-12

20.1- 13

20.1- 14

t

/ x négyesvektort az x(2) és x(1) vektorokhoz tartozó pontok négyes távolságú
ik nevezhetjük.
Négyes koordinátákban tehát a fény terjedését a 20.1-13 egyenlet írja le.

20.2. A Lorentz-transzformáció

I clvetődik a kérdés, hogy ha egy JC vonatkoztatási rendszer mértékeiben 
ivényes a 20.1-13 egyenlet, tehát a fény izotrop módon terjed, akkor %-t kl- 

lllnlclett rendszernek kell-e tekintenünk, vagy léteznek más olyan koordináta
it ndszerck is, amelyekben a fény izotrop módon terjed? A kérdésfelvetést indo
kul |ák például a hang terjedésére vonatkozó tapasztalatok. A v sebességgel ter
ít dó hanghullámok esetén azt tapasztaljuk, hogy az

(r(2)_r(l))2_p2(/(2)_í(l))2;=0

20.2-1

Igyrnlct csak a levegőhöz képest rögzített vonatkoztatási rendszer mértékeiben 
li |a le helyesen a hang terjedési törvényét.

I linek alapján azt hihetnénk, hogy a fény terjedését leíró 20.1-9, ill. 20.1-13 
löt vény is csak a fény hordozójához képest — ezt a feltételezett közeget éternek 
Mókás nevezni — nyugvó vonatkoztatási rendszerben érvényes. A következők- 
Ih ii belátjuk, hogy a fény a hanggal ellentétben nem tüntet ki egyetlen vonat- 
ku/tiitási rendszert sem.

I egyen az négyesvektorok egy lineáris transzformációja

x<*>- Ax‘*> + k 20.2-2
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alakú, ahol A < gy I -I es matrix, X pedig egy négyk omponcnsü mcifnyllli'g
A felső index arra utal, hogy a vizsgált tartomány /’,, .. , /*„ pontjait ltjuk l< a
X, ill. X' vonatkoztatási rendszerben.

Legyen

és 

azaz x és x' a JC, ill. vonatkoztatási rendszerben reprezentálja a PA-ból /’, hu 
mutató négyesvektort.

Ha x egy fényjel pályájának két pontját összekötő négyesvektor, akkor

xTx = 0. 20.2-4
20.2-2. és 20.2-3. felhasználásával adódik, hogy

x' = Ax. 20.2 S
Amennyiben létezik a A 1 inverz mátrix, akkor

x= A 'x' = x'A *. 20.2 6
20.2-4-be 20.2-6-ot beírva, az

x'(A-‘rA *)x' = 0 20.2’ /
összefüggéshez jutunk.

Ha tehát
a-ta-^ r, 20.2 H

ill.
ATA= r, 20.2 •»

akkor 20.2-7 az
xTx' = 0 20.2-10

alakot ölti, vagyis a JC vonatkoztatási rendszer mértékeiben is izotrop fény 
terjedési törvény érvényes.

A 20.2-9 összefüggést kielégítő mátrixokat Lorentz-mátrixoknak, a 20.2 
által Lorentz-mátrixok segítségével definiált transzformációkat pedig Lorent: 
transzformációknak nevezzük. Megmutatjuk, hogy számos 20.2-9-nek elegei 
tevő mátrix létezik.

Látjuk tehát, hogy amennyiben a fény egy JC rendszer mértékeiben izotrop 
módon terjed, akkor bármely, a 5C-ból Lorentz-transzformációval keletkező 
'X' rendszerben is izotrop törvény áll fenn.

Amennyiben tehát létezik olyan Jt rendszer, amelyben a fény izotrop módon 
terjed, akkor több, 3£-val egyenértékű vonatkoztatási rendszer is létezik.

A későbbiekben a 20.2-9 egyenlet megoldásait vizsgálva, meghatározzuk a 
Lorentz-mátrixok konkrét alakját.
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.'ll ' I Az „idotians/loi iii.k ló |eh illése

A .’0 .’ '> lót nullával meghalni o/ol I I oicnlz lianszloi máció négyesveklorok-
hi oiintko/ik. A transzformáció lizik.n jelentés szempontjából az eddigi transz*
i 'iiii.u ióklól (pl. forgatások) abban különbözik, hogy nemcsak a helykoordi-
nrtlíiknl, hanem az időmértékeket is megváltoztatja.

Az „időtranszformáció” könnyebb megértése céljából írjuk fel a transzfor- 
lói az idő- és helykoordináták szétválasztásával.

I ( gyen tehát
x = r„ r2, r3, t 20.2-11

x' = r\,r'2,r'3,t'. 20.2-12

A .’0.2-5 transzformációt a 20.2-11 és 20.2-12 komponensek segítségével az

<- = 2 Akfi+ Ak4t (&= 1, 2, 3), 
/=1

3
t' = 2 A4lr/+ A44t

1=1

20.2-13

IHo/cl iiggésekkel írhatjuk fel.
A 20.2-13 egyenletek azt jelentik, hogy a Jt rendszerben r = állandó hely vek 

Ionul rendelkező pont helyvektora a "JC rendszerben az idő lineáris függvénye 
\ /’(r) pont tehát a JC rendszerhez képest egyenletes mozgást végez. 1/ azt 

|< li nli, hogy a Jt és JC rendszerek is egyenletes mozgást végeznek egymáshoz 
képest. Megjegyezzük, hogy JC origójának, tehát az r —0 pontnak

r'k=Ak4t, 20.2-13a

í' = zl44í 20.2-13b

.( lianszformáltja, tehát v =r'/t' íZ-nak a sebessége JC' mértékeiben, és

t,k=Ak4/A44. 20.2- 14a

Hasonló módon, ha 20.2-13, 20.2-14 inverz transzformációjából indulunk ki, 
1.1 kapjuk, hogy JC' origójának tehát az r' = 0 pontnak a sebessége Z-ból nézve 

w ahol X mértékeiben

20.2-146

A .’0.2-13b formula tartalmát szokás azzal jellemezni, hogy ezzel az összefüg, 
)>i .scl a Z ► Z' transzformáció során bekövetkező „időtranszformációt" 
lija le.



Az „Időtrims/loi miicló" kifejezés azonban nem egészen pontos, 20.2 I Ui 
valójában az iMmörtt'kek transzformációját adja meg. A >' és K' rémiszt i brit 
elhelyezett <J(A’ és 6>(A)' órák ugyanis különbözőképpen vannak szlnkionl 
zálva. így ha az egymáshoz képest mozgó O(A) és O(*>' órák találkozónk > 
találkozás pillanatában Zést' időmértékek általában különböznek. A 20 ,2 I Ih 
egyenlet éppen a t és t' mértékszámok közötti kapcsolatot határozza meg.

20.2.2. A Lorentz-csoport

Mielőtt a Lorentz-mátrixok meghatározására áttérnénk, bebizonyítjuk, Imgy 
a Lorentz-mátrixok a mátrixszorzásra vonatkozóan csoportot alkotnak. A hl 
zonyítást a csoportaxiómák teljesülésének bizonyításával végezzük el.

1. A = E Lorentz-mátrix, hiszen

ETE = r
nyilvánvalóan teljesül.

2. Tegyük fel, hogy A(1) és A<2) két Lorentz-mátrix. Vizsgáljuk meg a

A<3>TA<3> 20.2-IS
szorzatot, ahol

A(3)= A(1>A(2), 20.2-lf.

20.2-16-ot a szorzat transzformáltjára vonatkozó azonosság felhasználásával 
beírva 20.2-15-be, a

A'2T(ITA,!'A<2> = A^A^TA^jA*2)

formulához jutunk. Mivel A(1) és A(2) Lorentz-mátrix,

A<1>rA<,)=r,
illetve

A<2>rA<2’=r,
adódik, hogy

A<3>rA<3)=r.

Beláttuk tehát, hogy két Lorentz-mátrix szorzata is Lorentz-mátrix.
3. Képezzük a

ATA=r 20.2-17

egyenlőség mindkét oldalának determinánsát. A

(det A)2 det T = det T

összefüggéshez jutunk, és minthogy
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h i o,
20.? 18

dal A I I

ft< dinény adódik. Létezik tehát a A es A mátrix inverze. Szorozzuk be a 20.2-17
mullixegyenletet balról X '-gyei, jobbról A '-gyei. A

I X TA 1 20.2-19

iVi-./vl'iiggéshez jutunk. Beláttuk tehát, hogy ha A Lorentz-mátrix, akkor A 1 
lete/ik, és szintén Lorentz-mátrix.

I Minthogy a Lorentz-mátrixok szorzása a szokásos mátrixszorzás segítse 
Hi'wl történik, teljesül az asszociatív törvény. Tehát

(A(1,A<2))A(3) = A^A^A'3’). 20.2-20

A I orcntz-mátrixok által alkotott csoportot Lorentz-csoportnak nevezzük.

.'o 2.3. A Lorentz-transzformációk explicit előállítása

.’0,2-5 és 20.2-8 szerint a Lorentz-transzformációk olyan
x' = Ax

homogén lineáris koordinátatranszformációk, amelyekre teljesül a
ATA=r 20.2-21

-függés.1 A 20.2-21 formula 4x4-es mátrixok között létesít kapcsolatot, 
hó 16 egyenletet jelent. Transzponálva az egyenlet mindkét oldalát, a formula 
Önmagába megy át. Ez azt jelenti, hogy a 16 egyenlet között legfeljebb 10 fii)’ 
ih l len.

A következőkben megmutatjuk, hogy a 20.2-21-nek léteznek megoldásai, 
• /után pedig független paraméterek segítségével elő is állítjuk ezeket a megöl 
ilásokat.

A megoldás meghatározása céljából hasznosabb 20.2-21-nek egy átalakított 
Immájából kiindulni. Szorozzuk 20.2-21-et jobbról A”'-gyei, balról r '-gyei , 
•A kor a

A ‘=r 'AT 20.2-22

lm nullához jutunk. 20.2-22 kényelmes módon adja meg A reciprokát A segít 
m l'cvcl, és minthogy 20.2-22 egyenértékű 20.2-21-gyel, így A definíciójának is 
ti 1 inthetnénk.

' Az inhomogén
x' Am I X

nmri/formációt Poincaré-transz.l'ornuiilónnk n< vczziil,

In 001/1 Vckl<ir»zilnilO» 241



írjuk ki a 20.2 22 óss/eiiiggést a
fi __ X ' vg y

71 = 72 = 73=1 és 74=-c2

20 ■ '(

formulák felhasználásával komponensekre bontva. A

= y zxv,u ÍV

képlethez, ill. részletezve a

A+kl=Alk (fc, Z=l,2, 3), 20.2 M

/1+=x-c2J4, (£=1,2,3), 20.2.-t

(7=1,2, 3), 20.2-

A+4=^44 20.2 27
formulákhoz jutunk.

A kétféle típusú — a négyes indexet tartalmazó, ill. nem tartalmazó - elem 
könnyebb megkülönböztetésére a 20.2-14 formulák felhasználásával a

slkl—Gkl (k, I— 1, 2, 3),
Al4=-Bi>, (7=1,2, 3),
A.= -^ (£=1,2,3),
A44=B

2O.2-2II

jelöléseket vezetjük be. A 20.2-28 jelölés segítségével a 20.2-24, 20.2-25, 20.2- -6
20.2-27 egyenletek rendre a

71*/ — Glk , 20.2-2-1
^4 = ^, 20.2- Ml

-I4/- C2 , 20.2- II

20.2-17
alakot öltik.

A 20.2-28 jelölésekkel a A Lorentz-mátrix és a A 1 reciprok mátrix a
Gn
6*21

g12
G22

g13
g2í

— Bv\
— Bv2

A = f'3l Ö32 G33 — fi/’. 20.2-H
Bw\ Bw2 Bw2 Bl c2 c2 c2
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■linkban írható fel. A 20.2-33 és 20.2-34 mátrixok felírása sokkal tömörebbé
válik, ha bevezetjük a Gkl elemekkel definiált 3x3-as G mátrixot, valamint a
i’, és it'z elemekkel definiált háromkomponensíí v és w vektorokat.

(., v és w felhasználásával a 20.2-33 és 20.2-34 mátrixok a

ín

G'll G i <ói //»♦-,
<’j» G'j; G’u //a..
6'n Gjj G'jj Bwy

Bi>2 Bi>x B>c2 c2 c4

20.2 -34

20.2-35

5w

B
20.2-16

alakot öltik. 20.2-35-ben értelemszerűen w elemeit oszlopba, v elemeit pedig 
tóiba rendezve kell elképzelnünk.

A 20.2-35 és 20.2-36 formulákban szereplő mátrixokat hipermátrixokiuik is 
i/okás nevezni, mert a mátrix egyes elemei maguk is mátrixok. A hipermátrixok 
ml újdonságainak tárgyalásával most nem foglalkozunk, a fogalmat pusztán 
egyszerűsítő jelölésként használjuk. Annyit azonban megjegyzünk, hogy kel 
matrix szorzata nem változik, ha az eredeti mátrixokat hipermátrix formában 
porozzuk össze.

I írnek megfelelően 20.2-35 és 20.2-36 segítségével az

E=AA-'
vor/at az

E= AA-‘ =
(GG-B2 —~c2

— £hvG + 2?2v

BGw — B2y
20.2 1/

okik ban írható fel.
< iyőződjünk meg példaként, hogy a mátrixok 20.2-33 és 20.2-34 eredeti alak 

Innak összcszorzásával és 20.2 \1 szerint (AA *)21-ra ugyanaz az eredmény 
adódik.



20.2 IH

adódik. Ez az elem 20.2-37 bal felső sarokban elhelyezkedő blokkjában tálul
ható, s könnyen meggyőződhetünk róla, hogy valóban megegyezik 20.2-38-ml

Mivel 20.2-37-tel az egységmátrixot állítottuk elő, kell, hogy

és

20.2-19

20.2. 40

legyen,
ahol E a 3 x 3-as egységmátrix. Továbbá a nem diagonális elemek eltűnése 
miatt

5Gw-fi2v = 0. 20.2-41
Hasonló módon, ha a

A-'A = E
formulából indulunk ki, a

20.2-42

20.2-4  1

és

20.2-44

összefüggésekhez jutunk.
20.2-40  és 20.2-44 összehasonlítása mutatja, hogy amennyiben B valós, 

akkor
l) = W<c, 20.2-4  *.

továbbá
20.2-46

Mivel v és w abszolút értéke megegyezik, bevezethetünk egy O ortogonális 
mátrixot úgy, hogy

20.2-4 /

20.2-47  biztosítja, hogy p = w legyen, az e szorzót kényelmi szempontok miatt 
vezettük be.
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.'(> ? •! I Cl CN 41 III II M I < I > ■ I x . I I -I Illi Illi If/VC, IK lód Ik , II' >gV

Gw //v, I 
<»v //w. I

i i I'./citi a (. mátrixot az <> ortogonális matrix segítségével a

G O + a 20.2-49
al.ikban felírni.

20.2-49-et  beírva 20.2-48-ba, és felhasználva 20.2-47-et, az 

aw = (B — e)v
én a/

av = (B— e)w 20.2-50

lm nullákhoz jutunk. A 20.2-50 egyenletek szerint az a mátrix egy a w vektort 
» liányú vektorba, az a mátrix a v vektort w irányú vektorba viszi át. Ezt a lel 
liléit teljesíti a vow mátrix is. így a-t az

a. = (B— e) VOW 20.2-51

nliikban vehetjük fel.
Mivel

20.2-52

In (ható, hogy a—0, ha = ic^O, tehát ez esetben G—O. Ez az eredmény a 20.2-49 
kibontás célszerűségét mutatja, hiszen kis sebességek esetén G majdnem orto 
rmiális mátrix, s a éppen az ortogonálistól vett eltérést adja.

.’0.2-51 felhasználásával 20.2-49 a

G = O + (fi-e)
vow 20.2-53

alakot ölti.
Bizonyítanunk kell még, hogy 20.2-53 kielégíti a még fel nem használt 20.2 19 

ci 20.2-42 egyenleteket is.
20.2-53-ból  következik, hogy

GG OO + (« r)() w)' v l (//
V"W

O I (/?
, Vow W«V

»» ■
20.2-54
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és

Ennek megfelelően 20.2-54 a

GG = E + 'le^B

alakra egyszerűsödik.
Minthogy

20.2-55-ből következik, hogy

valamint tudjuk, hogy

V < ■ V

9

20.2-55

20.2- Sí.

20.2-56 megegyezik 20.2-39-cel, tehát állításunkat bebizonyítottuk. 
Hasonló módon látható be, hogy G 20.2-53 alakja kielégíti 20.2-42-t is. 
Összefoglalva tehát a

A = G
Byy
c2

— By

B
20.2-5/

alakú mátrix, amelyben

és

valóban Lorentz-mátrix.

(£=±1)
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I. Imutiltlliltó, lie cz/el mu i in ni í< •)'l.iIL < >/ntik . hogy mliidi n I ónul/ miit
Hí < ló.illilhalo .1 20.' 5/ nini Ibin Irhát 'll.’ 57 ii 20.2 21 deliniclóx egyenlet
ali.ilnnos megoklásu.

\ 20.2 57 mátrixban O t t un oitogonális mátrix, tehát három független 
I'ii.micteirel jellemezhető. Ugyancsak három független paramétert adnak w 
komponensei is, hiszen a ív <■ feltétel nem jelent határozott összefüggést w 
I <mponensei között. A A Eorentz-mátrixot hat független paraméter segítségé
ül állítottuk elő.

\/ O forgatást pl. három szög'scgítségével megadva, valamint a w komponen
seit előírva, A-t még nem határoztuk meg egészen egyértelműen, hiszen az 
f • II lehetőség miatt B pozitív és negatív értéket vehet fel. Ugyancsak pozitív 
r negatív lehet det O is, attól függően, hogy tiszta elforgatásról vagy forgatás 
ím tükrözés együtteséről van szó.

így B és det O különböző előjelű értékei még négyféle lehetőséget tesznek 
h hetővé A előállításában.

Ili mind B, mind det O pozitív, akkor valódi Lorentz-transzformációről be
szél ülik. Belátható — de ezzel most nem foglalkozunk —, hogy a valódi Lorentz 
tnmszformációk is csoportot alkotnak.

’<> 2.4. A Lorentz-mátrix komponenseinek fizikai jelentése

Az előzőek a Lorentz-mátrix komponenseinek fizikai jelentését már tártál 
iii.i/zák, célszerűnek tartjuk azonban az ezzel kapcsolatos eredmények össze 
taglalását, a valódi Lorentz-transzformációkra vonatkozóan. Legyen

— Bv

B

valódi Lorentz-mátrix.
A transzformáció linearitásából következik — amint ezt a 20.2.1. fejezetben 

in.ii megállapítottuk —, hogy — v az eredeti JC koordináta-rendszer origójának 
sebességét jelenti a JC rendszer mértékeiben kifejezve. Hasonló megfontolások 
héil adódott, hogy -w a 7' koordináta-rendszer origójának sebessége a Z' 
lendszcr mértékeiben kifejezve.

Megállapítottuk azt is, hogy a

V o w
G Olt// I)

w2
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mátrix a K' koordináta-rendszer tengelyeinek orientációját jellemzi K tenge
lyeihcz képest. Mivel G elemei kicsiny v értékek esetén alig térnek el nagy

ságrendben I egy ortogonális mátrix elemeitől, megállapítható, hogy a T' rend 

szer tengelyei JC mértékeiben kifejezve majdnem — de nem pontosan orto
gonálisak. \

20.2.5. A Lorentz-transzformáció néhány speciális esete

a) Legyen v = w = 0. Ekkor a JC és JC rendszer nem mozog egymáshoz ké
pest. A Lorentz-transzformáció ekkor egyszerű forgatásba megy át. A Lorentz 
mátrixok ebben az esetben a

A<°> = (O jj 20.2-61

háromparaméteres sokaság elemei. Tehát

■Atf=Okl (k, 1=1, 2, 3),

/144=1.

b) Egyszerű transzformációhoz jutunk az O = E esetben. Ekkor és t" 
megfelelő tengelyei párhuzamosak egymással. A Lorentz-mátrixok ismét három 
paraméteres sokaságot alkotnak. A három paramétert v komponensei jelentik 
Ekkor

v= ew,

VOV \E + (ő-1)2-^
' V2 20.2-64

ahol
20.2-gs

Megjegyezzük, hogy a 20.2-63 és 20.2-64 típusú mátrixok szorzata hatpani 
méteres sokaságot alkot, s meg lehet mutatni, hogy minden Lorentz-mátrlx 
előállítható ilyen típusú mátrixok szorzataként.
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< J Gyakran használjuk tizi az n'vpmimiéli-irs mánIxsokasúgot, amelyben
(> E és v párhuzamos az »-pyik kuoidlnátnlcngcllyd, így pl. v a, 0, 0.

libben az esetben

H
0
0
Hi>
c2

0 0 Hi>
I 0. 0
0 1 0
0 0 H

20.2-66

A transzformáció explicit alakját pedig az e = + 1 esetben az

Xt — Vt  
, ^v2 -zv79 -zv3

Í4

20.2-67

egyenletek adják meg.
A 20.2-67 transzformációt igen gyakran „a Lorentz-transzformációnak” ne

vezik, valójában azonban ez az egyparaméteres transzformáció a hat párámé 
hírei jellemezhető általános Lorentz-transzformációknak csak egy speciális 
l’lCtC.

20.3. A Lorentz-deformáció

Az
x*- -Ax 20.3-1

I orentz-transzformáció a JC és JC vonatkoztatási rendszerben vett méretek kö
zöli állapít meg összefüggést. Megállapítottuk, hogy a

ATA=r 20.3-2

egyenletnek eleget tevő mátrixok olyan koordináta-rendszerekben vett mérté
kek között határoznak meg összefüggést, amelyekben a fényterjedés törvénye

xPx = 0 20.3-3

nliikú. A transzformációk által összekapcsolt rendszerekben tehát izotrop fény
iéi jedési törvény áll lenn.
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mii IWIII I I1IIII .

A Lorcntz-trnnN/l'ormácIó azonban a koordináta-tiuiiNzforinácIóvul kap
csolatos Jelentésen túl mélyebb tartalommal is rendelkezik:

Legyen
x = x(p) 20.3-41

egy P pont pályája paraméteres reprezentációban. 20.3-4, mint már említettük, 
azt jelenti, hogy a t=t(p) időpillanatban a mozgó pont az ¥=r(p) helyvektoi ú 
ponton halad át. 20.3-4-ben az egyes komponensek jelentése á következő: I

J,
r(p)=xt(p), x2(p), x3(p), 

és
í(p)=x4(p). 20.3 >

A 3.4 és 3.5 függvények alkalmasak a pálya leírására, ha x4(p) a p paraméter 
monoton növekedő függvénye.

Egy A Lorentz-mátrix segítségével a 20.3-4 pályát egy másik pályára képez- 
hetjük le. Legyen ugyanis

x*(p)=Ax(p). 20.3-61

Az x*(p) négyesvektorokat a Jt koordináta-rendszerben egy P* pont pályájrt- i 
nak tekinthetjük. Amennyiben A?íE, akkor x*(p) nem azonos x(p)-vel. Mond-1 
hatjuk tehát, hogy a 20.3-6 transzformáció a P pont pályáját egy másik, P* font 
pályájára képezte le. Ebben az értelmezésben ne felejtsük el, hogy x(p)ésx*(p) 
ugyanazon vonatkoztatási rendszerben jelenti két különböző, P, illetve P* pon| 
négyes koordinátáit.

A fenti transzformációt pontrendszerekre is alkalmazhatjuk. 
Jelentsék az

x(fc) = x<fc>(p) (£=1,2,...)

függvények egy P pontrendszer különböző pontjainak pályáit. Az

x<fc’*(p)= Ax^V) 20.3-7

négycsvektorok egy P* pontrendszer pontjait jellemzik. A P* pontrendszert n ] 
P pontrendszer Lorentz-deformáltjának nevezzük.

A 20.3-6, ill. 20.3-7 által definiált Lorentz-deformáció a pontrendszer méret
változását adott JC rendszerben fejezi ki. Megmutatjuk azonban, hogy a Lo
rentz-deformáció koordináta-rendszertől függetlennek tekinthető.

Legyen ugyanis X egy vonatkoztatási rendszer, amely 3£-ból a A transzfor
mációval keletkezik. Az x négyesvektorral jellemzett pont koordinátáit a ü1 
rendszerben az

x' = Ax 20.3-8
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egyenlet iidjn meg. Adjuk meg n 20 t / delmmácló leírásút u t" rendszerben:

20 1 9-be beírva az
**'(/’) Am*(/») AAx(/>).

x A 'x'

20.3-9

Inverz transzformációt, 20.3-9 az
x *'(/>) ÁAÁ 'x'(p)

Minket ölti. 20.3-10 helyett az

x*'(p)= A'x'(p)

isszcfíiggést is felírhatjuk, ahol
A'= ÁAÁ-‘.

20.3-10

20.3-11

20.3-12

A Lorentz-mátrixok csoporttulajdonságából következik, hogy A' is Lorentz- 
mátrlx. A JC koordináta-rendszerben felírt 20.3-7 transzformáció a JC koordi- 
milii-rendszerben tehát a 20.3-11 alakban jelenik meg.

Megállapíthatjuk tehát, hogy a Xban definiált Lorentz-deformáció S^'-bcn 
h I .orentz-deformációként fogható fel, csak a Xban A által képviselt defor
máció X-ben A' segítségével állítható elő.

Koordináta-rendszertől függetlenül írhatjuk tehát, hogy

x*= Ax 20.3-13
p

Illetve
x-7(x), x* = I(x*), A = 9Í(A), 20.3-14

x' = X(x), x*' = X(x)*, A' = X(A) 20.3-15

mátrixok a 20.3-13-ban szereplő valódi mennyiségek X ill. JC rendszerben vett 
^prezentációi.

20.3.1. A Lorentz-deformáció explicit formája

A P pontrendszer A Lorentz-deformációját formálisan a

P* = AP
képlettel jelölhetjük, ahol

P = x<‘>(p),x^>(p), ...,x<">(p),

P* = x(,)*(/’)» 2t(2)’(p), ...,x(B),(p)

x(A,‘= Ax^'f/i) (b d..........n).

20.3- 16

20.3- 17

20.3- 18

251



20.3-18 egy t' rends/ci beli reprezentációját jelenti uz
x(/t,*(p)= Ax(A)(p) 20.» IM

összefüggés.
20.3-19-be  különböző x(Zt,(p) értékeket helyettesítve, meghatározhatjuk u 

deformált rendszer alakját és mozgását.
A A Lorentz-mátrixot írjuk fel most a

A= 20.3 2(1
B

alakban. A deformációk esetén azért célszerűbb 20.3-20-at használni, mert c/ n 
transzformáció ekkor egy nyugvó pályát egy X-hoz képest v és nem v seben 
séggel mozgó pályára képez le. 20.3-20-ban továbbá fi > 0-t választottunk, tehát 
a továbbiakban az e = +1 esetre szorítkozunk.

Válasszuk szét 20.3-19-ben a hely- és időkoordinátákat. A szokásos jelölé 
sekkel az

r > ‘(p) = Gr <* \p)+ fiv/ \p), 20.3-,’I

1«>-(p)=b[2^£) + (<.W]r(*>’(p) = B

egyenletekhez jutunk.
20.3-20  és 20.3-21 segítségével a deformált rendszer tetszőleges P* pontjának 

helyzetét tetszőleges r időpontban meghatározhatjuk. Legyen például
í(*)*(p) = T. 20.3-23

Beírva ezt 20.3-22-be, a
fi[wr(/c \p) +1(k >(p)] = t 20.3-24

egyenletből megállapíthatjuk a megfelelő p(r) paraméterértéket, hiszen r<A ’(/■) 
és t(k\p) adott függvények. így 20.3-24-ből a

20.3-25

függvény adódik. 20.3-25-öt 20.3-21-be behelyettesítve, az

r <* > *(pT)=Gr <fc >(pT) + fivr*(pT) 20,3-26

formulát kapjuk. 20.3-25 és 20.3-26 r(A)*-ot a t idő függvényeként adja meg 
Ez az összefüggés általában bonyolult, mert 20.3-25 többnyire nem lineáris 
egyenlet.

Látható azonban, hogy a P* rendszer pontjait a P rendszer pontjai meghatá 

rozzák. Megállapítható az is, hogy a P* pontok helyzetét a r időpillanatban 
általában PA pontok más időpillanatban vett helyzetei határozzák meg.

252



,'o 1.2 A NcbcNNÓg-ÖNH/rmlrtMl lOtvíiiy

A I orenlzdcl'oi málló 11/ cirilcll imiln/ci Igen bonyolult leképezésének ered
ménye. Speciális cselekben n/onbim viszonylag egyizcrű összefüggésekhez jut
ás iinnk. Mozogjon az creileII icnds/ri egyenletes V sebességgel, és paraméter
keni válasszuk az időt, Ekkoi r(/) V/, I í=p. J 20.3-27

,'D I 27-et beírva 20.3-21-be és 20.3-22-be, a rendszer Lorentz-deformáltját ar*(0 = (GV+vBX
t*(t) = B 20.3-28

(Vc./cliiggések adják. 20.3-28-ból meghatározhatjuk az r*(í*) függvényt. Mivel

20.3-29

20.3-30

iánkban is felírható, ahol
20.3 ii

V* = GV + vfi
B

20.3-32

• *(/♦) tehát az

?o I 31 és 20.3-32 mutatja, hogy a V sebességgel mozgó rendszer Lorentz de 
lm múltja V* sebességgel halad. 20.3-32 az ún. Einstein-féle sebesség-összeailasi 
mi vény általános alakja. A formulát áttekinthetőbb alakra hozhatjuk, ha lel 
használjuk a G mátrix

v <» w
G OK// l)pJ 20.1 31
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alakját és n

összefüggést. Beírva ezt 20.3-33-ba és felhasználva, hogy i>2 w2, a formula a

v ()w

G = O E + (fi—1) W o w
20.3 '3

alakot ölti. írjuk fel még az eredeti rendszer V sebességét w-yel párhuzamon 
V j és w-re merőleges V2 vektorok összegeként. Legyen tehát

V=v1+v2,
ahol

wV = wV| és wV2 = 0.
20.3-36  felhasználásával

(fi-1) wow
= (5-l)V„

20. i tt

20.t u.

20.3-311

következésképpen

GV = O(V, + V2 + (fi- 1)V1)=O(V2+5V1). 20.3 IH

20.3-38  felhasználásával a 20.3-32 Einstein-féle sebesség-összeadási törvény a

O(V2 +BVt) + Bi>

B
20.3 !•>

alakot ölti.
Foglalkozzunk most az O = E esettel. Ekkor v = w. így

V* =
V, + |v2 + y

20.3 -10

Amennyiben V2=0, tehát v = w párhuzamos V-vel, akkor V* is ebbe az irányiul 
mutat, és a sebesség-összeadási formula az egyszerű

V+i>F* = ——— 20.3-11
1 3—2~c2

alakra redukálódik. 20.3-41-ben a vektorjeleket elhagytuk, mert a formulában 
minden sebesség iránya azonos. Nagyon gyakran ezt a formulát nevezik az 
„Einstein-féle sebesség-összeadási törvénynek”. Ez azonban — amint a fentiek 
ben megmutattuk — egy általános összefüggésnek csak speciális esete.
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/\ követke/ókben a .'0 I II l.uiniiLi lil dl iltiiii. ,i uil |úigynl|iik
I Vi/sgiil|iik egy fényiéi I oicnl/ • !> I<>i iii.ilt|nt. nkit legyen I c.
I kkor

20.3-42

vngyls a Lorentz-deformáció a fényjelek sebességét nem változtatja.
.’ Legyen ahol V egy törésmutatójú anyagban terjedő fényhul

láin fázissebessége. Amennyiben az adott anyag a JC rendszerhez képest nyu
galomban van, a rendszer Lorentz-deformáltja egy v sebességgel áramló folya
dék, amelyben a fényhullám

c-+»
F* = —---- 20.3-43

1+—ne

l.i/issebességgel halad. 20.3-43-at ' szerint sorba fejtve, azt kapjuk, hogy

V*=^+v p —-^2-j + magasabb rendű tagok. 20.3-44

L44 egyenlet megegyezik a mozgó folyadékban terjedő hullámok fázissebes 
•.egére Fizeau által kísérletileg megállapított összefüggéssel.

,’0.3.3. A Lorentz-kontrakció

Legyen P egy JC rendszerhez képest egyenletes sebességgel mozgó pontrend
szer. Léhát

r<*)(z) = r<fc>(0) +V/ (k= 1, 2, ..., n). 20.3-45

I egyen továbbá a rendszer r(Zí)-adik és r(/)-edik pontjának távolsága

r <fc >(r) - r <z’(í) = r <* >(0) - r <z>(0) = R. 20.3-46

Vizsgáljuk meg, hogyan változik R a rendszer Lorentz-deformációja során.
Az R távolság R* Lorentz-deformáltja az

r<Z£)’ = Gr(fc>+5ví(fc>, 20.3-47

Z<«’ = C" 1/<A’) 20.3-48

formulák alapján határozható meg. 20.3-47 szerint
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20.3-5i-et behelyettesítve 20.3-49-be, az

I( It, I II

Hlilkbllll Iclillll, llllol Wit I), h lull It

A 20. 1 58 l< Ibiniliissnl 11/

R* ()

20.1 58

ii. it vi I Im w ic merőleges komponense.

r, 20.3-59

h'i ./i I íiggéshez jutunk.
2b ' 59 szerint a Lorentz-deformáció az R vektor w-re merőleges komponen- 

*én nem változtat, a w-vel párhuzamos Rt összetevő azonban

eredmény adódik. Felhasználva aG = O
(20.3-34) formulát, 20.3-52 az

R* = R 20.3 52
ha icsére változik. 20.3-59-ből OO = E és RtR2 = 0 felhasználásával következik, 

hogy
7?*2=jr22+ Í1 _ R2. 20.3-60

E+(fi-l) wow 20.3-5)
A '0.3-60 formula azt a Lorentz és Fitzgerald által feltételezett jelenséget fejezi 
ki. amit Lorentz-kontrakciónak is nevezünk.

20.3 >1

alakot ölti. Vonjuk össze a szögletes zárójelben levő második két tagot:

WOW
20.3-55

lit felhasználtuk, hogy

c2 ~ B2'

20.4. Koordináta-transzformációk és Lorentz-deformációk

Az előzőekben láttuk, hogy a Lorentz-transzformációknak kettős jelentése 
vilii Hasonló kettősséggel már a háromdimenziós esetben is találkoztunk. 
A/ r,» r2, ..., r„ helyvektorokkal jellemzett PH .. .,P„ pontrendszert egy el
un izgatással az r*.. .r* helyvektorú P*.. .P* pontrendszerbe vihetjük át. Ha a 
pmil rendszer egy merev test pontjait jelentette, akkor az elmozgatást egy O 
i H<u gatás és egy a vektorral jellemzett eltolás együttesével adhatjuk meg. 
I ellát

20.3-55 fel használásával 20.3-54

R* = O w(wP)
w2

alakban írható fel. Mivel
w(wR) R 

w2 1
az R vektor w-vel párhuzamos komponense, célszerű R-et az

20.3-56

20.3-57

r<*>* = Or<A>+a. 20.4-1

A 20.4-1 formulát egy. JC reprezentációban^(Q)=O, ^(r<fc>) = r(fc>, 20.4-2

mennyiségekkel az
riM^Or'^ + a (fc=l, ...,n) 20.4-3

iilukban fejezhetjük ki.
Mivel egy merev test pontjait transzformáltuk, az egyes pontok

!<*) tU)=R 20.4-4
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20.4-5

távolságai 20.4-3-nak megfelelően az

R* = OR

formula szerint változnak. 20.4-5 a JC reprezentációban az

R* = OR 20.4-6
képlettel adható meg.

A fenti matematikai kifejezések nemcsak a Px...Pn pontokból álló merev 
test elmozdulásaként értelmezhetők. Amennyiben ugyanis a JC koordináta
rendszer tengelyeit egy merev testnek tekintjük és ezt a testet O-val elforgatjuk, 
akkor egy JC koordináta-rendszert kapunk. A Px, .. .,P„ pontokból álló merev 
test pontjait összekötő vektorok és X'-beli reprezentációja között, mint tud
juk, az

R' = ŐR 20.4-7
összefüggés áll fenn.

Az O ortogonális operátor tehát egyrészt egy merev pontrendszer elmozdu
lásának, másrészt egy koordinátareprezentációbeli változásnak a leírására is 
alkalmas.

Ez a kettősség a Lorentz-transzformáció értelmezésében is fennáll.

x* — Ax 20.4-8

azt a változást adja meg, amit egy fizikai rendszer külső beavatkozások hatására 
elszenved.

A változás egy JC rendszerben az
x*=Ax 20.4-9

mátrixegyenlettel jellemezhető.
20.4- 9-hez formálisan hasonló az

x'=A_1x 20.4-10

egyenlet, amely azt fejezi ki, hogy x 3C-beli x és íX'-beli x' reprezentációja kö
zött milyen összefüggés áll fenn.

20.4- 6 és 20.4-9 fizikailag összefüggő, de nem merev rendszerek tulajdonsá
gait írja le. 20.4-7 és 20.4-10 azért ad hasonló eredményt, mert ez esetben a 
koordináta-rendszert kezeljük fizikai rendszerként. Az összefüggések értelme
zése a háromdimenziós forgatások értelmezéséhez hasonlóan történhet, ennek 
részleteire azonban most nem térünk ki.

Minthogy a matematikai eljárás a koordináta-transzformáció és az elmozga- 
tás esetén azonos, könnyen összetéveszthetjük őket.

A probléma illusztrációjaként röviden foglalkozzunk még a sebesség-össze- 
adási törvény értelmezésével.

Legyen x'(p) egy pont pályája a JC rendszer mértékeiben kifejezve. A pont 
sebessége:
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Amennyiben a rendszer u l tcndszeihcz vlizonyítva w sebességgel mozog,
akkor 20.3-32 szerint a pont sebességéi f mértékeiben a

i/r'(/>) <//>
dr <//» ilt

GV' + w/í 20.4-11

formula adja.
A 7í-hoz viszonyított sebesség nem a V' és w sebességek egyszerű vektori 

összege — hiszen V' és w más mértékrendszerben fejezik ki a megfelelő sebes
ségeket —, hanem 20.4-11, amit szimbolikusan a

V=V' + w
jelöléssel fejezünk ki.

Abban az egyszerű esetben, amikor O = E, valamint V' és w párhuzamosak,

20.4-12

A 20.4-11, ill. 20.4-12 formulák a különböző koordináta-rendszerekben meg
adott sebességmértékek esetén adják meg a sebességösszeg-értéket az egyik 
koordináta-rendszer mértékeiben.

20.5. A négyesvektorok

Vonatkoztatási rendszerekben egy esemény az x = xb x2, x3, x4 számnégyesscl 
jellemezhető, ahol x első három komponense az esemény helyét, x4 pedig idő
pontját adja meg a JC rendszer mértékeiben.

A 20.2. fejezetben láttuk, hogy amennyiben olyan vonatkoztatási rendszerekre 
szorítkozunk, amelyek mértékeiben a fény izotrop módon terjed, akkor egy 
esemény JC és JC rendszerbeli jellemzőit az

x'=Ax + X 20.5-1
transzformáció köti össze. 20.5-1-ben A Lorentz-mátrix, amelyre

ATA=r, 20.5-2

r pedig tetszőleges négykomponensű mennyiség. Két esemény távolságát az
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form u távul dclmiálluk A .’.0.5-1 transzformációs törvény szerint a távolságok
mértékei az

X'=AX 20,5 1

egyenletnek megfelelően transzformálódnak. Mivel mind az. X', mind az X 
ugyanazon két esemény tér- és időbeli eltérését jellemzi, bevezethetjük a / 1

ÍZ(X) = X és T(X)=X'

jelölést, hiszen X és X' valóban ugyanazon fizikai objektum leírására szolgál

20.5.1. A négyesvektorok tulajdonságai

A fenti módon definiált négyesvektorok a hármasvektorokhoz hasonló tuin| 
donságokkal rendelkeznek.

Legyenek x(l), x(2), ... négyesvektorok, melyek a JC reprezentációban rendi*1 
az. x(l >, x(2), . .., x(n) négykomponensű mennyiségekkel adhatók meg. Képezzük 
az

y=2«Ax(M 20.5 4
k

lineáris kombinációt, majd transzformáljuk a A Lorentz-mátrixszal. A homo 
gén lineáris tulajdonsága miatt

y'= Ay= 2 a*Ax(*>= 2 aAx'(/<), 20.5 5

vagyis ha 20.5-4 egy adott reprezentációban érvényes, akkor tetszőleges repre 
zentációban fennáll. írhatjuk tehát, hogy

2a*x(*)=y- 20,5 6
k

Négyesvektorok lineáris kombinációja tehát szintén négyesvektor.

20.5.2. Ncgyesvektorok skaláris szorzata

Két négyesvektor skaláris szorzatát az

xy = xTy 20.5-7

formulával definiálhatjuk. Belátjuk ugyanis, hogy az xTy mennyiség reprez.cn 
tációtól független.

Mivel
x'= Ax = xA,



20.5 Hy' óy. 
x' I y' x'( A I1 A)y' x I y,

I. Imi 20.5-/ valóban invariáns mennyiség. A 20.5-7 összefüggés emlékeztei a
luiiomdimcnziós esetben a ferdeszögű koordináta-rendszerekben kifejezett

ab = áGb 20.5-9

uknláris szorzatra, ahol a és b az a, b vektorok kontravariáns, G pedig a metrikus 
binzor kovariáns reprezentációja.

.’0.5-9 analógiájára x-et és y-t az x és y négyesvektorok kontravaricíns repre
zentációjának tekinthetjük, ha r a mértéktenzor kovariáns reprezentációja. 
I ellát a továbbiakban x és y helyett x és y-t írunk.

20.5-7 és 20.5-9 között azonban lényeges különbség van, mert míg a három
dimenziós esetben

det G>0,

i definíciójából következik, hogy

detr=-c2. 20.5-10

I zl úgy fejezzük ki, hogy a T mértéktenzor indefinit metrikát képvisel. A 
ilet G=-0 esetben ugyanis

a2=*0, ha a #0,

iiz indefinit esetben azonban ez nem teljesül.
A kísérleti tapasztalatok, amelyek elemzésére itt nem térhetünk ki, a fel

tevést alátámasztják.
Az. indefinit metrika ellenére a 20.5-7 által definiált skaláris szorzat elfogad

ható és hasznosnak bizonyul.
A hármasvektorok analógiájára bevezethetjük a négyesvektorok kovariáns 

te prezentációját is az
x=Tx 20.5-11

definíciós egyenlettel, ahol x az x kontravariáns, x pedig a kovariáns reprezen
tál ióját jelenti. 20.5-11-et komponensekben kifejezve, az

ÍZ'V, (*=t2,3) 20.5-12
A4 — C A

egyenleteket kapjuk. A kétféle reprezentáció tehát csak a negyedik koordiná
tában tér el.

Meghatározzuk még a kovariáns reprezentáció koordináta-transzformáció
jának szabályát.



A kontriivurláns reprezentáció definíció szerint az

x' = Ax

formula szerint transzformálódik. Beírva ide 20.5-11 inverzét, 

x'=Ar_1x
és \

x'^rx^rAr-bí

adódik. 20.5-2-ből következik azonban, hogy

rAr->= a-1,

tehát a kovariáns reprezentáció az

x'= A_1x 

szabály szerint transzformálódik.

20.5- i:i

20.5- 14

20.5- 11

20.5- 16

20.5.3. Példa a skaláris szorzás alkalmazására

Bizonyítás nélkül közöljük, hogy egy pontszerű részecske p impulzusa és E 
energiája egy kovariáns négyesvektor négy komponensét alkotja. Itt E=mc2, 
az Einstein-féle formulának megfelelően.

Tehát
P = p,mc2. 20.5-17

Abban a JC koordináta-rendszerben, amelyben a részecske nyugalomban van, 
p = 0 és £,= m0c2. Tehát

P = 3C(P) = 0, 0, 0, moc2. 20.5-1B
Alkalmazzuk a

E + (fi-l)^ By
A =

By
c2

20.5-19
B

Lorentz-transzformációt. Minthogy P kovariáns vektor, P' a

E + (fi-1)

By

yoy
v2

By
c2
B .

20.5-20
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mátrix segítségével lm iái i i/lmió iimg A

P'-X 1 p

formulából P'Bmüc2 20.5-21

adódik. Helyettesítsük be ide az

20.5-22

Összefüggést. A P' = mv, mc2 20.5-23

formulához jutunk. A 20.5-23 összefüggés mutatja, hogy 20.5-17 a koordinátu- 
transzformáció során megtartja eredeti alakját, ha feltételezzük, hogy a részecs
ke tömege 20.5-22-nek megfelelően változik a sebességgel.

Érdemes még a P vektor négyzetét is meghatározni. Definíció szerint

p2=pr-’p. 20.5-24
Beírva ide P értékét, a P2= — m20c2

eredmény adódik. A A által meghatározott JC rendszerbeli reprezentációt 
használva,

F2P2 = p2-^.c2

Minthogy a skaláris szorzat invariáns,

2 E2 2 2
P ^2= -"’oC-

Innen

±cj//?2 + m2c2. 20.5-25

20.5-25  a relativisztikus energia impulzus kapcsolatot adja meg.
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20.6. A (ér empirikus dimenziós/.áma
Megállapítottuk, hogy a fényterjedés leírásakor célszerű a négykom poncnsíl

mennyiségek, használata. A helyvektorok meghatározására azonban általában
háromkomponensű mennyiségeket használunk. A következőkben részletesei*
ben vizsgáljuk, hogy mit jelent az, hogy a tér háromdimenziós.

A megállapítás, mint látni fogjuk, kísérleti tapasztalat eredménye. A tér pont 
jail helyvektorokkal jellemezhetjük, mérni azonban csak a tér pontjai közötti 
távolságokat lehet. Felvetődhet tehát a kérdés, hogy adott Po, Pt, ..., PN pon 
tok közötti rk/ távolságok ismeretében hogyan határozhatjuk meg az egyes 
pontok helyvektorait. (rkl a Pk és P, pontok távolságát jelenti.) A G metrikus 
tenzorral jellemzett ferdeszögű koordináta-rendszerben a Pk pontok r(k> hely
vektorai és az rkl távolságértékek között az

(r(Zt)—r(Z))G(r(Zl)—r(Z))=r2z (k, 1=0, \, 2, ..., N) 20.6-1

összefüggésnek kell fennállnia.
20.6-1  G és rkl (k, 1=0, 1, ..., N) ismeretében egy egyenletrendszert szolgál 

tat a helyvektorok meghatározására. Az egyenletrendszer csak akkor oldható 
meg, ha a mérések azt mutatják, hogy

rki=rlk.

A tapasztalat azt mutatja, hogy az egyes helyvektorok három komponenssel 
jellemezhetők. így elegendően nagy N esetén a 20.6-1 egyenletrendszer túlha- 

A(A+1)határozott, hiszen az——-—-egyenlet csak 3(A+1) ismeretlent tartalmaz.

Ez arra mutat, hogy a mért rkl távolságértékek között meghatározott kapcso
latoknak kell fennállni. Minthogy pontosan ezek a kapcsolatok teszik lehetővé, 
hogy a tér pontjait háromkomponensű mennyiségekkel jellemezzük, ezek az. 
összefüggések jellemzik a tér háromdimenziós voltát is.

A jellegzetes összefüggések pontosabb megismerésére általánosítsuk a 20.6-1 
összefüggést. Teljesen formálisan tételezzük fel, hogy G jVxTV-es mátrix és az. 
r(*> mennyiségek N komponensűek.

Használjuk tehát 20.6-1 helyett az

(x(A)—x(Z))G(x(*)—x(Z))=rJt2z 

összefüggést, ahol

x^=x{k\x[k\ ...,x^ (k=0, 1, ...,N)

20.6-2

komponcnsű mennyiséget jelöl.
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20.6-2 kompommá Mu ll kllivii űz

20.6-3

iilukot ölti.
Vezessük be az

20.6-4

mátrixot, és minthogy 20.6-2-ben csak különbségek szerepelnek, tételezzük lel, 
hogy

x(0)=0, azaz x^0) = 0 (m = l,...,N). 20.6-5

20.6-4  és 20.6-5 felhasználásával 20.6-3-at az

20.6-6

nlakban írhatjuk fel. Mivel

,’0.6-6 egyenértékű az
20.6-7

formulával, ahol

SGS = R

20.6-8

20.6- 8 egy szimmetrikus mátrixot definiál, amelynek elemei méréssel, tehát em
pirikusan határozhatók meg.

Válasszunk most S-ként egy tetszőleges NxN-es mátrixot, amelyre det S/0.
20.6- 7-ből ekkor a

20.6-9

összefüggés adódik. Az S mátrix elemei a 20.6-9-nek megfelelő G metrikus ten- 
zorral meghatározott koordináta-rendszerben adják meg az egyes helyvektorok 
koordinátáit. N komponensű helyvektorokkal tehát mindig kielégíthetjük a 
mért távolságértékekre és a helyvektorokra vonatkozó 20.6-2 összefüggést.

Vizsgáljuk meg most, hogy mi a feltétele annak, hogy a helyvektorokat ke 
vesebb, pl. 3 komponensű mennyiségekkel jellemezhessük. Megállapítható, 
hogy a tér pontjait többféle helyvektorral is jellemezhetjük. Amennyiben ugyan 
Is az x(*’ vektorok kielégítik a 20.6-2 összefüggést, akkor az x(<1>' vektorok is 
kielégítik, ha

20.6-10
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20.6 io iiz
(x<*» X(*>')G 0 20 c. II

cselben teljesül.
Amennyiben del G 0, akkor a 20.6-1 I egyenletrendszernek csak a Irlvlidh 

megoldása létezik, tehát
x(/t) = x(fc)', .1

vagyis a helyvektorok megadása egyértelmű.
Ha azonban detG = 0, akkor 20.6-11 nem triviális piegoldásokkal is rendel 

kezik. A lineáris egyenletrendszerek elméletéből tudjuk, hogy

62(G)=A-n 20.6 I
esetén az

y (ZC ) _ (ZC ) -- X '

vektorok n komponensét szabadon választhatjuk. 
Legyen a szabadon választott komponensek értéke

(v=E,2', ...,„').

líkkor 20.6-2 x(fc)' megoldásrendszerének megfelelő n komponense eltűnik, 
vagyis a helyvektorokat meghatározó

x(k)'=xt(k)', ...,x^Y 20.6 11

komponensű mennyiségekben csak N—n érték nem zérus. Elhagyva a teljesen 
felesleges azonosan zérus komponenseket, N-n komponensű vektorokat ku 
punk. Ekkor természetesen a G mátrix is redukálható a megfelelő (N n) 
X (A - n)-es mátrixszá.

Amennyiben
62(G)=A-m = 3,

akkor a 20.6-1 egyenlet kielégíthető, ami azt jelenti, hogy a tér háromdimen 
ziós.

A G mátrix rangjának megállapítása az empirikus adatok alapján elég bo 
nyolult lenne. 20.6-7 értelmében azonban

SGS = R,

és mivel detS#0, a 11.14-1-ben tárgyalt tétel értelmében G és R rangja meg 
egyezik. R elemei empirikusan meghatározhatók, így R rangjának meghatáro 
zásával G rangja is megállapítható.

A fentiekből következik, hogy a tér dimenziószáma a 20.6-8 mátrix rangja 
nak meghatározásával empirikusan megállapítható.
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A (upiiN/Irtlul n/t tmil ii|'t h' r

M'dO ».

I gyes konkrét esetekben u inéit éilékek alapján

<Á>(R)-2
ÓN

<?(R)=1

Is adódhat. Ezekben az esetekben a vizsgált pontok egy síkban, ill. egy egyene
sen helyezkednek el. Ekkor a vizsgált pontok helyvektorai két-, ill. egykompo- 
nensíí mennyiségekkel jellemezhetők.
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I ÜGGELÉK

Komplex számok

1. Bevezetés

Az 1. fejezetben röviden ismertettük a számfogalom kialakulását, leírtuk a 
valós számtest felépítését.

Megállapítottuk, hogy a számfogalom bővítése mindig akkor vált szükséges
sé, amikor egyes műveleteket nem tudtunk elvégezni. A valós számok körében 
a négy alapművelet mindig elvégezhető.

Egyes algebrai egyenletek megoldásakor azonban még a valós számok hal
maza is szűknek bizonyul. A következőkben ezen hiányosság kiküszöbölése 
céljából tovább bővítjük a számfogalmat.

A bővítés alapelve most is az eddigi műveleti szabályok lehetőség szerinti 
érvényben tartása lesz. Érvényben akarjuk tehát tartani az 1.2-1—1.2-10 szabá
lyokat.

2. Az imaginárius egység

Az
l + x2 = 0 2-1

egyenletnek nincs megoldása a valós számok között. A 2-1 egyenlet megoldását 
jelöljük

= i 2-2

-vei. Nyilvánvaló, hogy a 2-2 szám definíciója tulajdonképpen a 2-1 egyenlet. 
Az előzőek értelmében tegyük fel, hogy az így definiált i mennyiség eleget tesz 
az 1.2-1—1.2-10 szabályoknak. így az ún. komplex számok algebrájához ju
tunk.

Megjegyezzük, hogy 2-2-ből következik, hogy

P--1.
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tehát mivel ( I) / /,

(-ö2= -1,
vagyis amennyiben 2-1-nek van megoldása, akkor két megoldással kell, hogy
rendelkezzen. Ezeket ±z-vel jelöljük.

Szorzással és összeadással z-t és a természetes számokat felhasználva

z=a+ib 2-1

típusú számokhoz jutunk. A 2-3 alakú számokat komplex számoknak nevez 
z.ük. A komplex számok egy valós (a) és egy képzetes vagy imaginárius (z7>) 
részből állnak.

3. Komplex számok összege és szorzata

Legyen
Zj = íjj + zftj, z2=a2 + ib2, 3-1

az asszociatív és disztributív törvényt alkalmazva:

Z| + z2 = (zz i + ibi) + (a2 + ib2) = zzj + a2 + z(ói + b2), 3-2

vagyis két komplex szám összegét úgy kapjuk, hogy a reális részeket és az ima 
ginárius részeket külön-külön összeadjuk, és így az összeg reális és imaginárius 
részéhez jutunk. Hasonló módon adódik a szorzat

zlz2 = (al + ibt)(a2+ ib2) = aia2-blb2 + i(atb2 + 3-1
kifejezése.

A komplex szám konjugáltja

Legyen
z=a+ib. 3-4

A
z* = a—ib 3-5

komplex számot a z komplex szám konjugáltjának nevezzük. Egy komplex 
szám és konjugáltja között fennállnak a

z+z* = 2a, zz* — a2+b2 3-6

összefüggések, tehát mind az összeg, mind a szorzat valós számra vezet.

270



•I Komplex szamok oszlása

I .egyen
ZiZ2=Z,

ükkor definíció szerint

Z

Ha Z| és z2 3-1-nek megfelelő alakú, és Z-t a

Z=A + iB
alakban keressük, akkor

3-3, 4-1 és 4-2 összefüggésekből következik, hogy

A = ala2—b\b2,

B = aib2+a2bl.

4-2

4-3

Tekintsük 4-3-ban az aret és óret ismeretlennek. Rendezve az egyenlctrend
szert:

Aa2 + Bb2 = a i(a 2 + ó2),

— A b2 -1- Ba2 = b^a2 + ó2).
Ebből

Aű2~^~ Bb2 , Ba2 Ab2 
bl = ~a2+b^~

ha a22 + b22>Q, vagyis ha z2^0. így

Aa2 + Bb2 . Ba2 — Ab2 
Z' “ a2+b2 “ 1 a2+b2 ~ ’

Ztehát a — mennyiséget komplex számként kifejeztük.
z2

Megjegyzés: Minthogy z{z2=z2z{, ezért a fenti kifejezésnél nem kell kü
lönbséget tenni, hogy Z-t balról vagy jobbról osztjuk z2-vel. Különleges esel, 
ha Z= 1. Ebben az esetben A = 1, B=0. A

jelöléssel
z2 = z = a + ib

1 " / &
z <B \ b2 a2 + b2 '

4-6

4-6-ot röviden az
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1 a ib
~d2+b2 *

alakban is kifejezhetjük.
Az osztás műveletét a továbbiakban -vei való szorzással is kifejezhetjük.

5. Gyökvonás

Felmerülhet a gyanú, hogy amint /-Í = í az imaginárius számokra, // Is 
újabb számtípusra vezet. Ez azonban nem így van. Legyen

A fenti egyenletrendszer valós megoldása

z=a+ib, Z=A + iB

z=Vz, z2=Z,

vagyis
(a + ib)2 = A + iB,

tehát
a2 — b2 + 2abi=a+ iB,

és
a2 — b2=A, 2ab = B.

a=
+ Ya2+b2+a

2
+ Va2+b2-a

2

ahol a külső gyököket egyforma előjellel kell választani. 
Tehát

z = ± + Ya2+b2+a
2

+ Va2+b2-a
2+ í

Ha például Z=i, akkor T = 0, B-l és

5-3

Fllenőrzésképpen emeljük négyzetre az egyenlet jobb oldalát,

adódik. (Amint várható is.)
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6 \ jilgcbra alaptétele

Az
ax2+ bx+ c=() 6-1

valós együtthatójú másodfokú egyenlet megoldóképlete,

— b±Vb2 — 4ac=S----- 6-2
ii komplex számok bevezetése után a

b2<4ac 
esetben is értelmet nyer.

libben az esetben az egyenletnek két komplex megoldása van. 6-2 azonban 
akkor is megoldást ad", ha a, b komplex számok.

Általánosan kimutatható, hogy az n-ed fokú komplex együtthatós

x" + a1x"_1-l-... + íz„ = 0 

egyenlet n komplex gyökkel rendelkezik. A gyökök között persze előfordulhat 
nak többszörös gyökök is. Ezt a tételt nevezik az algebra alaptételének.

7. A komplex számsík

A komplex számokat egy sík pontjaival szemléltetjük. Legyen egy derék 
szögű koordináta-rendszer. A z számot annak a P pontnak feleltetjük meg, 
amelynek abszcisszája z valós része, ordinátája pedig z imaginárius része. 
A komplex számokhoz tartozó pontok halmazát komplex számsíknak nevez 
/.ük.

A z számot a komplex síkban vektor- 
uil ábrázoljuk. Ábrázolva a

z — a -I- ib
és

Z—A + iB 
komplex számokat, a

z4~ Z—lpiP A) + i(b+ B) 

7-1

7-2

összegvektorról megállapítható, hogy 
geometriailag a vektorok összegezésére 
vonatkozó paralelogrammaszabálynak 
tesz eleget (F.l. ábra).
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X. A komplex számok trigonometrikus alak|;i

z = a+ib >< j

számot a komplex síkon. Jelöljük P-vel a z-nck mt g 
felelő vektor végpontját. A P pont origótól mért távol* 
ságát az F. 2. ábra alapján az \ 

r=! zz* a1+b2 8 !

formulával számíthatjuk ki. Az OP vektor a valós tengellyel </; szöget zái hr, 
melyre

a . b cosq>=- sin 99 = -.r r 8 I

Megjegyzés : A szögnek mind cosinusát, mind sinusát meg kell adni az egy 
értelmű jellemzéshez.

A z számot 8-2 és 8-3 alapján a

z=r (cos <p+i sin <p) H-4

formulával is megadhatjuk, r-et z modulusának, 99-t pedig fázisának is nevez 
zük.

8-4 a z komplex szám ún. trigonometrikus alakja.
A z komplex szám konjugáltját definíció szerint a

z* = r (cos 99 — i sin 99) 8 A

képlettel határozhatjuk meg. A trigonometrikus függvények tulajdonságul 
alapján 8-5 átírható a

z* = r (cos (—99)+/sin (—99)) 8-6

formába. 8-6 szerint egy komplex szám konjugáltját úgy kapjuk, hogy a fázlM 
— 1-gyel szorozzuk.

9. Műveletek trigonometrikus alakban adott számokkal

a) Szorzás
Legyen

z=r (cos 99 + i sin 99),

Z=R (cos 0+ z sin 0), 9 I
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I felhasználásával

lol lei meszelt ►h u 1 1 1, III 9 1 r 1 W Cl , III 0 t 1 így viihis/ljuk, hogy

i » 1 iiíd, r sin </' h

K 1 OH 0 A, R sin 0 B.

zZ=r A [cos </> cos '!> sin <p sin 0 + i (sin 9? cos 0 + cos <p sin 0)], 
tehát

zZ=rR (cos (cp+ 0)+z sin (9?+ 0)). 9-2

A trigonometrikus alak segítségével, mint az 9-2-ből látható, a szorzás igen 
egyszerűen elvégezhető, hiszen a modulusok szorzódnak, a fázisok pedig egy
szerűen összeadódnak.

b) Hatványozás

A szorzásra vonatkozó 9-2 szabály alapján

és általában
z2 = r2 (cos 2<f> + i sin 2</>), 9-3

zn = rn (cos ny + z sin ny) (n = 1, 2, ...). 9-4

9-4-et Moivre-féle formulának nevezzük.

c) Gyökvonás

A fentiek alapján a gyökvonás is egyszerűen elvégezhető. Legyen

z—r (cos <p + i sin cp),

akkor 9-5

Az, hogy Vr-et használunk, csak megállapodás, amivel biztosítjuk, hogy a 1. 
+

komplex szám modulusa ne legyen negatív. 9-5-ben a

z = r (cos (99 + 2ji) + z sin (99 + 2zr)) 9 (,

komplex alakot is felhasználhattuk volna. Ekkor 9-6 segítségével

cos 9-7
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viszont
(I

cos 2 <!' +

1-sin 2?5.

9-8-at beírva 9-7-be, a 9-6 és 9-7 formulák összefoglalhatók a

i/T , i/“ fi ... 1

alakban.
Látjuk tehát, hogy komplex számok is két négyzetgyökkel rendelkeznek.

d) Magasabb gyök

Legyen ismét
z = r (cos <p+i sin %), 9-10

akkor
/z=/r [cos- + z sin -] , 9-11

[ n n)
n,

ahol fr az r nemnegatív valós szám w-edik gyöke. 9-11 valóban z n-edik gyökét 
adja, hiszen a jobb oldali kifejezés n-edik hatványa a Moivre-tétel segítségével 
éppen z-t ad.

9-11-ben a cosinus- és sinusfüggvények periodicitását figyelembe véve, z-t a 

z = r (cos (tp+2nk)+i sin (<p + Ink)} (fc=0, ± 1, ±2, ...) 9-12

alakban is felhasználhatjuk.
így 9-11-en kívül más n-edik gyököket is találunk:

?z-ír (cos ——-H'sin —(k=0, 1, 2, ..., n-1). 9-13

r>0 esetben 9-13 pontosan n különböző gyököt ad. Válasszuk <p-t a 

intervallumban. 9-13 jobb oldala különböző komplex számokat ad, ha /< a 
/< 0, I, 2, ..., n — 1 értékeken fut végig. (k=n esetén ismét az első, k = 0-val
meghatározott számot kapjuk.)

A 9-13 képlet érdekes geometriai jelentéssel bír. A k = 0, 1,2, 1-hez
tartozó gyökök a komplex síkban egy, az origó körül írt szabályos n-szög csú 
csait határozzák meg. Ha speciálisan r= 1 és <p = 0, akkor azt kapjuk, hogy
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(A 0, 1,2........n I) 9 14

9 14 az egységkörbe írt szabályos M-szög csúcsait adja. Látjuk, hogy komplex 
számokat használva, az n-edik gyök meghatározása n értékre vezet. így az.

x"-a=0 (a>0)

egyenlet n gyökkel rendelkezik. Emlékeztetünk a 6. pontban kimondott algebra 
alaptételére, amely szerint a komplex együtthatós

xn+Alx" ' + ... -M„=0 9-15

egyenletnek, ha az At számok nem mindegyike zérus, n komplex gyöke van. 
(A megoldások között lehetnek többszörös gyökök is.)

Belátható, hogy ha az Ak (k=\,2, együtthatók valós számok és x
9-15 megoldása, akkor x* (az x konjugáltja) is megoldás.

A 9-15 egyenlet csak úgy teljesülhet, ha mind a komplex rész, mind a valós 
rész zérus. Legyen z=r (cos <p + i sin g?) 9-15 megoldása. Ekkor

r" cos n(p + AIr',^‘ cos (n — 1) <p+ ... +A„ = 0,

i(r" sin ny + A^""1 sin (n— l)<p + ... + A„ _t sin <p) = 0.

A fenti két egyenlet minden további nélkül teljesül akkor is, ha a másodikat 
1 -gyei beszorozzuk. Ez azonban azt jelenti, hogy az eredeti egyenletnek a

z* = r (cos </> — i sin <p)

komplex konjugált is gyöke.
Ebből következik, hogy a valós együtthatós egyenletek komplex megoldásai 

mindig konjugáltjukkal párban lépnek fel.
A páratlan fokszámú egyenleteknek így legalább egy valós megoldása kell 

hogy legyen, hiszen a páratlan számú gyök nem rendezhető párokba.
így a harmadfokú egyenletnek vagy egy valós és két komplex, vagy három 

valós gyöke van.
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