MECHANIKA 2 (2016/17 tavasz) | A)HFY

KisZh-an szerepelheto feladatok

HF9/1
Egy egy szabadsdgi foki mechanikai rendszer Hamilton-fiiggvénye az aldbbi alaku:

{1
H=_ —+ p2q4
2\q
Szeretnénk egy kanonikus transzformacioét végrehajtani, aminek alkotéfiiggvénye ,,2”-es tipusu:

P
Wz(qap):_
q

a.) Az alkotofiiggvény megfeleld derivaltjai segitségével adja meg a p(q,P) és Q(q.P)
Osszefiiggéseket!
b.) Az a.) feladatban kapott 0Osszefliggések segitségével adja meg a ,régi” kanonikus
koordinatakat az ,,ajak” fliggvényében, azaz adja meg a q(Q,P) és p(Q,P) dsszefiiggéseket!
c.) Adja meg az j K(Q,P) Hamilton fiiggvényt!
d.) Irja fel a K(Q,P) Hamilton-fiiggvény segitségével a kanonikus mozgdsegyenleteket az ij
valtozokra!
e.) Adja meg a mozgasegyenletek Q(t) és P(t) megoldasat!
f.) Transzformaljon vissza a régi koordinatdkba, azaz a Q(t) és P(t) ismeretében adja meg a
q(t) és p(t) figgvényeket!
HF9/2
Adott az alabbi transzformécid, ami a g-p fazissik koordinatatengelyeit forgatja el:
Q=qgcosa—psina
P=gsina+ pcosa
a.) A [Q,P] Poisson zéardjel kiszdmitdsaval mutassa meg, hogy a transzformécié kanonikus!
Szeretnénk egy W»(q,P) alkotéfiiggvényt taldlni, ami a fenti transzforméciot generdlja. Ehhez a
kovetkezOket kell tennie:
b.) Alakitsa 4t a fenti egyenleteket és fejezze ki a p(q,P) és Q(q,P) fiiggvényeket!
6W2(q’ P) és aWz(q’P)
oq oP
d.) Oldja meg a differencidlegyenletet, azaz adjon meg egy megfeleld Wa(q, P) fliggvényt!

c.) A b.) feladat eredményeibdl olvassa le a derivéltakat!
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Gyvakorlofeladatok

Gy9/1
Egy egydimenziés harmonikus oszcillator Hamilton-fiiggvénye megfeleld idéegységet valasztva az

alabbi alakba irhato:
2 2

p- o x
H(p,x)=—+—
(p,x) >3

a.) Tekintse az alabbi transzformaciot:
x+ip

"
ix+p

V2

Poisson-zéréjelek segitségével mutassa meg, hogy a transzformacié kanonikus!

b.) Konstrudljon egy ,,2”-es tipusu alkotofiiggvényt, ami az a.) feladatban szereplé kanonikus
transzformdciot generdlja.

c.) Adja meg az Gj K(Q,P) Hamilton fiiggvényt! Irja fel és oldja meg a kanonikus
egyenleteket!

d.) Lathatja, hogy az Gj Hamilton-fliggvény komplex, és a kanonikus egyenletek megoldasai is
komplex értékli fliggvények. Az eredeti p,x valtozok viszont valdsak, ez alapjan mutassa
meg, hogy P = 1Q*, és azt, hogy a K(Q,P)-bdl szdmolt mozgasegyenletek nem ,,rontjak el”
ezt az Osszefiiggést (azaz iP = iiQ* )

dt dt

e.) Legendre-transzformacid segitségével készitsen ,,17-es tipusi W;(x,Q) alkotéfiiggvényt a

b.)-ben kapott W;(x,P)-bdl. Mutassa meg, hogy ez is ugyanazt a transzforméciot generalja!
Gy9/2
Tekintse az aldbbi transzformaciot:
Q=q“cos fp, P=q"sinfp

a.) Szamitsa ki a [Q,P] Poisson-zargjelet!

b.) Mekkordnak vélasszuk o-t és (-t ha azt szeretnénk, hogy a transzformacié kanonikus
legyen?

c.) Vegye a két egyenlet hanyadosit, és ezzel fejezze ki a Q(p,P) Osszefiiggést!

d.) ,,47-es tipusi Wy(p,P) alkotofiiggvényt keresiink a transzformécidonak. A c.)-ben kapott
kifejezés (megfeleld eldjellel vett) integraljabol fejezze ki Wu-et!

Gy9/3
Egy kétdimenzids, elektromosan t6ltott izotrop harmonikus oszcillatort a rezgési sikjara merdleges
irdnyd homogén B indukcidji mégneses térbe helyeztiink. A rendszer Hamilton-fiiggvénye (az tn.
szimmetrikus mértékben felirva) az alabbi:

1 eB Y 1 eB Y 1
H :%[px +?yJ +ﬂ(py ——xj +5ma)2(x2 +y2)
A feladatban egy elsére furcsa, de elegans megoldast adunk a problémara. A megoldas azon az
észrevételen alapul, hogy egy forgd koordindtarendszerben a Coriolis-eré éppen olyan alakd, mint
egy homogén magneses tér hatdsa, ezért azt varjuk, hogy esetiinkben attérve megfeleld
szogsebességgel forgd koordindtarendszerbe a magneses tér hatdsat kitranszformélhatjuk, és igy
egy egyszerl izotrop harmonikus oszcillatort nyeriink.
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a.) Gyakorlaton meghataroztuk az attérés alkotofiiggvényét, ami ,,2”-es tipusu, €s az alabbi
alaku:
W,(x,y, P, P, ,t)= x(PX cos Qf — P, sin Qt) + y(PX sin Q¢ + P, cos Qt)
Az alkotofiiggvény megfeleld derivaltjainak segitségével fejezze ki a py, py, X és Y
véltozokat az x,y,Px,Py és t fiiggvényében!

b.) Az a.)-ban a kapott egyenletek dtalakitasaval fejezze ki az 1j {X,Y,Px,Py} koordindtdkat a
régiek {X,y,px.py} segitségével.

c.) Adja meg a b.)-ben szerepld Osszefiiggések inverzét is, azaz fejezze ki a régi koordinatakat
az tjak segitségével is!

d.) Adja meg a K(X,Y,Px,Py) 4j Hamilton-fiiggvényt! Ha jol szamolt ez iddfiiggetlen lesz.

e.) Mutassa meg, hogy az 4j K Hamilton-fiiggvény az eredetinek megfeleld alakra hozhato,
azaz

' 2 ' 2

K =l(PX +§Yj +i(PY —ﬁxj +Lme? (X2 +Y2),

2m 2 2m 2 2
ahol B’ és ®’ az uj ,effektiv’ magneses tér és korfrekvencia. Fejezze ki ezeket a forgd
koordindtarendszer Q) szogsebességének, valamint a B, e, m és o fiiggvényeként.

f.) Mekkordnak vdlasszuk az Q szdgsebességet, hogy a B’ effektiv magneses térerdsség
zérussa vdljon? Hogyan néz ki ekkor a K Hamilton-fiiggvény, azaz mekkora az o’ effektiv
korfrekvencia?

g.) Oldjuk meg a mozgasegyenleteket abban a forgd rendszerben, ahol a B’ effektiv térerdsség
zérus! Tudjuk, hogy itt a részecske ellipszis palydkon keringhet. Mennyi a keringési id6?

h.) Léathatjuk, ha visszatérink az eredeti x,y koordinatarendszerbe, az ellipszis péalya
nagytengelye Q szogsebességgel forog. Abrazoljuk a részecske palydjat!




