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KisZh-an szerepelheto feladatok

HF10/1
Egy © tehetetlenségi nyomatékd tarcsa egy tengelyhez van rogzitve, ami koriil konnyen

elfordulhat. A rendszer Hamilton-fiiggvénye:
2
p
H(op, =2
(o.p,) 0
a.) Irja fel a rendszer Hamilton-Jacobi egyenletét!

b.) A szoksdsos S(@.t)=S,(@,E)— Et szepardlast alkalmazva irja fel az Syp-ra vonatkoz6
roviditett Hamilton-Jacobi egyenletet!

c.) Oldja meg az egyenletet, adja meg az S, (¢, E) fiiggvényt!

d.) At = 0 idSpontban a tarcsa a ¢=0, p, =L kezdeti feltételekkel indult. Ez alapjin adja

meg az E és a Z_ES? = f mozgésillandok értékét!

e.) A d.)-ben kapott egyenletekbdl fejezze ki a tarcsa mozgasat leird ¢(r) fiiggvényt!

HF10/2
Egy toltott részecske az x-y sikban mozoghat, rd z irdnyll méagneses térerdsség hat. A rendszer (egy
lehetséges) Hamilton-fiiggvénye:
1 1
Hx,y,p.,p)=—p>+— —eBx)?
(X, y.p.»p,) e S (p, )
a.) Irja fel a rendszer Hamilton-Jacobi egyenletét!
b.) A szokdsos S(x,y,t)=S,(x,y,E)— Et szepardlast alkalmazva irja fel az Sp-ra vonatkozo

roviditett Hamilton-Jacobi egyenletet!
¢.) Szeparélja tovabb a hatasfiiggvényt, keresse S,(x,y,E) =S (x,E,a)+S,(y, E, @) alakban!
Helyettesitse ezt az alakot a b.)-ben kapott roviditett Hamilton-Jacobi egyenletbe!

oS,
d.) Lathatja, hogy y-t6l valé fliggés csak a a—y tagon keresztiil torténik, az egyenlet tobbi tagja
y

y

fiiggetlen y-t6l. Ezért
y

= a konstansnak vélaszthat6. Haszndlja ezt a valasztast! Milyen

egyenletet kap S,-re?
e.) Oldja meg az egyenleteket, adja meg az Sy(x,E, ) és S,(y,E, o) fiiggvényeket, majd ezekbdl
a teljes S(x,y,E, o, t) hatasfiiggvényt!
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Gyvakorlofeladatok

Gy10/1
Egy tomegpont az x tengely mentén mozoghat, r4 idében linedrisan novekvd kiilsé erd hat. A

rendszer Hamilton-fiiggvénye:
2

H(x, p.t) =2 — Axt
2m

a.) Irja fel a rendszer Hamilton-Jacobi egyenletét!

b.) Mivel a Hamilton-fiiggvény explicit moédon fligg az idot6l, a szokdsos szeparalast
kozvetleniil nem tehetjiik meg. Prébdlkozzon az aldbbi alakkal:

S(x,t)=F(@t)x+G()!
Irja fel a Hamilton-Jacobi egyenletet ezt az alakot feltételezve!

c.) Gyljtse 0ssze a tagokat ugy, hogy az egyenlet az x(valamil)+valami2 =0 alakban élljon
elottiink, ahol a két ,,valami” mar nem fiigg az x-t6l.

d.) Ahhoz, hogy az egyenletet megoldjuk, a két ,,valami”’-nek kiilon-kiilon zérusnak kell
lennie. (Miért is?) Ebbol a két feltételbdl adja meg az F(r) és G(t) fiiggvényeket! Ha jol
szamolt, megjelenik egy szabad integraldsi konstans, ezt jeldlje !

e.) Irja fel az S(x, ay1) fiiggvényt! A t=0 idépontban a tomegpont az xp=0 és py=0 helyzetbdl
indult. Ennek segitségével rogzitse az o konstans értékét!

f.) A Hamilton-Jacobi egyenlet szerint a f= Z—S mozgdsalland6. Fejezze ki ennek értékét a
a
kezdeti feltételek segitségével!
g) A f= 2—5 Osszefiiggésbol fejezze ki a mozgéasegyenlet x(7) megolddsat!
a

Gy10/2

Gyakorlaton szerepelt a fliggdleges hajitas problémaja, aminek Hamilton-fiiggvénye:
2

H(p,x) =p—+mgx
2m

A szokdsos Hamilton-Jacobi egyenletben ,,2”-es tipust S(x,a) alkotofiiggvényt keresiink, ami
z€russa teszi a Hamilton-fliggvényt, majd kihasznaljuk, hogy az « 1) impulzus mozgéséallando. Ez
azonban nem az egyetlen lehetséges vélasztas.

Keressiink most ,,37-as tipust S(p, &) alkotofiiggvényt! Ekkor x = —Z—S .
D

a.) Irja fel a Hamilton-Jacobi egyenletet: H ( p,—g—s) + 68_5 =0
D t

b.) Szeparalja az 1d6t az S(p,t) =S,(p, E) — Et alakban! frja fel az Sy-ra vonatkozé roviditett

Hamilton-Jacobi egyenletet!

c.) Oldja meg az egyenletet, adja meg So(p, E) fiiggvényt!

d.) A t=0 idépontban a test az x=0 pontbdl indult py impulzussal. Fejezze ki ennek
segitségével az E konstans értékét!

e) A f= Z—Zmennyiség a Hamilton-Jacobi egyenlet értelmében id6allando. Fejezze ki ennek

értékét a kezdeti feltételek segitségével!
f.) Adja meg a mozgédsegyenlet x(7) megolddsat!



Gy10/3
Tekintse a centralis erétérben mozgod részecske problémdjit. A rendszer Hamilton-fiiggvénye polér

koordinatakban:
2

2
P, Py

H(r,o,p,, =—L+——=+V(r

(r.e.p,.p,) o 2mr? (r)

a.) Irja fel a rendszer teljes Hamilton-Jacobi egyenletét!

b.) Szeparalja az 1d6t, azaz keresse a megoldast S(r, ¢,1) =S, (r, ¢, E) — Et alakban!
Irja fel az So-ra vonatkozé réviditett Hamilton-Jacobi egyenletet!

c.) Szepardlja a szoget, azaz keresse az Sy fliggvényt S,(r,@,E)=S, (r,L,E)+ L¢ alakban,
ahol L egy tjabb konstans. Irja fel az S,-re vonatkozé tn. radidlis Hamilton-Jacobi
egyenletet!

d.) Adja meg az S,-t kifejezé integralt! (S, = J- dr...)

A megjelend integralt altalanos esetben nem tudjuk zart alakban kifejezni. Sok kérdésre azonban
ugy is valaszolhatunk, hogy nem végezziik el az integralt.

e.) A t = 0 id6pontban a részecske az origotdl r = R tadvolsdgra volt a ¢ =0 helyen, és épp a
sugarra merdlegesen haladt, azaz p, = 0 és p, = L, voltak a kezdeti impulzusok. Ezen
kezdeti feltételek ismeretében fixaljuk az L és E konstansokat!

f.) Az E-hez és L-hez kanonikusan konjugdlt koordindtdk legyenek fr és fr. Bar az S
hatasfiiggvényt nem fejezte ki zart alakban, de a két S konstanst fel tudja irni Ggy, hogy
benniik legfeljebb egy r szerinti integral van:

oS

ﬂE :8—E=—Z+Idr...
oS

ﬁL :E = (D+J‘dl"

Fejezze ki a két ,, ...”-ot!
k . . . )
g.) EXTRA! Legyen V(r)=——"! Ekkor a f;-t meghatdrozé integrdlt mégis el tudja végezni.
r

Végezze el! Mit kapott?






