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Al7.) feladat
Egy egy szabadsagi fokd mechanikai rendszer Hamilton-fliggvénye az alabbi alaku:

1( 1
H:—_ 2 44
2(q2+qu

Szeretnénk egy kanonikus transzformaciot végrehajtani, aminek alkotofiiggvénye ,,2”-es tipusu:

P
W,(q,P) =—
q

a.) Az alkotofiiggvény megfeleld derivaltjai segitségével adja meg a p(q,P) és Q(q,P)
0sszefliggéseket!
b.) Az a.) feladatban kapott Osszefiiggések segitségével adja meg a ,,régi” kanonikus
koordinatakat az ,,ujak” fliggvényében, azaz adja meg a q(Q,P) és p(Q,P) dsszefliggéseket!
c.) Adja meg az 0j K(Q,P) Hamilton fuggvényt!
d.) irja fel a K(Q,P) Hamilton-fliggvény segitségével a kanonikus mozgasegyenleteket az (j
valtozokra!
e.) Adja meg a mozgasegyenletek Q(t) és P(t) megoldasat!
f.) Transzformaljon vissza a régi koordinatadkba, azaz a Q(t) és P(t) ismeretében adja meg a
q(t) és p(t) fuiggvényeket!
Al18.) feladat
Adott az alabbi transzformacid, ami a g-p fazissik koordinatatengelyeit forgatja el:
Q=qcosa—psina
P=qsina+ pcosa
a.) A [Q,P] Poisson zéardjel kiszamitasaval mutassa meg, hogy a transzformécié kanonikus!
Szeretnénk egy Wy(q,P) alkotéfiiggvényt taldlni, ami a fenti transzforméciét generélja. Ehhez a
kovetkezoket kell tennie:
b.) Alakitsa at a fenti egyenleteket és fejezze ki a p(q,P) és Q(q,P) fuggvényeket!
OW,(q, P) és OW,(q, P) derivaltakat!
aq oP
d.) Oldja meg a differencialegyenletet, azaz adjon meg egy megfeleld W,(q,P) fliggvényt!

c.) A b.) feladat eredményeibdl olvassa le a
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B25.) feladat
Egy egydimenzios harmonikus oszcillator Hamilton-fiiggvénye megfelel6 idéegységet valasztva az
alabbi alakba irhato:

p2 XZ
H(p,X)=—+—
(p.X) >+
a.) Tekintse az alabbi transzforméaciot:
_X+ip
MG
IX+p
P=
J2

Poisson-zérdjelek segitségével mutassa meg, hogy a transzformacio kanonikus!

b.) Konstrualjon egy ,,2”-es tipust alkotofliggvényt, ami az a.) feladatban szereplé kanonikus
transzformaciot generalja.

c.) Adja meg az Uj K(Q,P) Hamilton fiiggvényt! irja fel és oldja meg a kanonikus
egyenleteket!

d.) Lathatja, hogy az 4j Hamilton-fliggvény komplex, és a kanonikus egyenletek megoldasai is
komplex értékii figgvények. Az eredeti p,x valtozok viszont valdsak, ez alapjan mutassa
meg, hogy P = iQ*, és azt, hogy a K(Q,P)-bdl szamolt mozgasegyenletek nem ,,rontjak el”

" — d cd
ezt az 6sszefliggeést (azaz o P=i ot Q*)

e.) Legendre-transzformacio segitségével készitsen ,,17-es tipusu W1(x,Q) alkotofliggvényt a

b.)-ben kapott W,(x,P)-bél. Mutassa meg, hogy ez is ugyanazt a transzformaciot generalja!
B26.) feladat
Tekintse az al&bbi transzformaciot:
Q=q“cosfp, P=qg’sinfp

a.) Szémitsa ki a [Q,P] Poisson-zardjelet!

b.) Mekkoranak valasszuk a-t és B-t ha azt szeretnénk, hogy a transzformacidé kanonikus
legyen?

c.) Vegye a két egyenlet hanyadosat, és ezzel fejezze ki a Q(p,P) dsszefuiggést!

d.) ,,47-es tipusu Wy(p,P) alkotéfiiggvényt kerestink a transzformacionak. A c.)-ben kapott
kifejezés (megfeleld eldjellel vett) integraljabol fejezze ki W 4-et!

B27.) feladat
Egy kétdimenzios, elektromosan t6ltétt izotrop harmonikus oszcillatort a rezgesi sikjara meréleges
irdnyu homogén B indukcidju méagneses térbe helyeztiink. A rendszer Hamilton-fliggvénye (az un.
szimmetrikus mértékben felirva) az alabbi:

1 eB Y 1 eB Y 1
H :ﬂ(px +7 yj +%(py —?Xj +Ema)2(xz + y2)
A feladatban egy elsére furcsa, de elegans megoldast adunk a problémara. A megoldas azon az
észrevételen alapul, hogy egy forgd koordinatarendszerben a Coriolis-er6 éppen olyan alaku, mint
egy homogén magneses tér hatidsa, ezért azt varjuk, hogy esetiinkben attérve megfeleld
szOgsebességgel forgd koordinatarendszerbe a magneses tér hatasat kitranszformalhatjuk, és igy
egy egyszerl izotrop harmonikus oszcillatort nyeriink.

a.) Gyakorlaton meghataroztuk az attérés alkotofliggvényét, ami ,,2”-es tipusu, és az alabbi
alaku:

W, (X, Y, Py, R, ,t) = x(P, cosQt — P, sin Qt) + y(P, sin Qt + P, cos Qt)




3

Az alkotofiiggvény megfeleld derivaltjainak segitségével fejezze ki a px, py, X és Y
valtozokat az x,y,Px,Py és t figgvényében!

b.) Az a.)-ban a kapott egyenletek atalakitasaval fejezze ki az 0j {X,Y,Px,Pyv} koordinatékat a
régiek {X,y.px,py} segitsegével.

c.) Adja meg a b.)-ben szerepl6 Gsszefiiggések inverzét is, azaz fejezze ki a régi koordinatakat
az Ujak segitsegével is!

d.) Adja meg a K(X,Y,Px,Py) Uj Hamilton-fiiggvényt! Ha jol szamolt ez id6fiiggetlen lesz.

e.) Mutassa meg, hogy az Uj K Hamilton-fiiggvény az eredetinek megfelelé alakra hozhato,
azaz

' 2 ' 2
K =i(PX +§Yj +i[PY —ﬁxj et (x2+v?),
2m 2 2m 2 2
ahol B’ és o’ az 1j ,.effektiv’ magneses tér és korfrekvencia. Fejezze ki ezeket a forgd
koordinatarendszer Q szogsebességének, valamint a B, e, m és o fliggvényeként.

f.) Mekkoranak valasszuk az Q szogsebességet, hogy a B’ effektiv magneses térerfsség
zérussa valjon? Hogyan néz ki ekkor a K Hamilton-fliggvény, azaz mekkora az o’ effektiv
korfrekvencia?

g.) Oldjuk meg a mozgasegyenleteket abban a forgo rendszerben, ahol a B’ effektiv térersség
zérus! Tudjuk, hogy itt a részecske ellipszis palyakon keringhet. Mennyi a keringési id6?

h.) Lathatjuk, ha visszatérink az eredeti X,y koordinatarendszerbe, az ellipszis palya
nagytengelye Q szégsebességgel forog. Abréazoljuk a részecske palyajat!
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C09.) Feladat
A gyakorlaton (5. Feladat) szerepelt az alabbi Hamilton-figgvény, ami egy csillapitott oszcillatort
ir le:

2
H=FP g2« +lma)02x2e20‘t
2m 2
Az ott felirt (,,17-es tipust) alkotofliggvény egy olyan Uj K(Q,P) Hamilton-fiiggvényt allitott eld,
ami majdnem egy harmonikus oszcillator Hamilton-fliggvénye csak benne a Q és P valtozok fel
vannak cserélve.
Keressen olyan W alkotofiiggvényt (barmilyen tipusut), ami alapjan az 0j K(Q,P) Hamilton-

fliggvényben még a Q és P is a szokasos oszcillatornak megfelelden szerepel, azaz:

K(Q,P)= % P40 (@) - a)Q*



