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MECHANICS 2 (2017/18 spring) | PROBLEM SET 10. |

Problem 1.)

Let denote the pair of canonical coordinates {q,p} together using the vector n. Consider the
following transformation
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b.) Show that the transformation is canonical, i.e. it keeps the simplectic structure .J; invariant
Mik']klM/l = Jr/"

where
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Problem 2.)
Consider the following generator functions
Wi(q.Q) =qQ,
Wa(q.P)=qP.
W3(p.Q) =pQ, és
Wa(p.P) = pP.
a.) Determine the generated canonical transformations for each generator function.
b.) By checking the poisson brackets of Q and P show that the transformations are canonical.

a.) Express the Jacobi matrix M, =

Problem 3.)
Consider a linear harmonic oscillator whose Hamiltonian reads as

2. .2 2

HZL([?Z-FWI wq).
2m

Consider the following generator functions and try to derive transformation rules.

a) Wi(q.Q) =q+Q

b) Wi(q.P)=q+P

¢.) Wa(q.P) = (q+P)’

d.) Which generator function describes indeed a transformation? Perform the transformation
and determine the ,,new” Hamiltonian K(Q,P).

e.) Determine the canonical equations using the new form of the Hamiltonian. Solve the
equations!

Problem 4.)
In the lecture you studied the following (2nd type) generator function

Wy(g. D)= 1 (DF (1€il.... [}),

: . 9,(q)
that leads to the ,,point-transformation” Q, = £,(¢), p,, = 8—_P/ .
- qm
a.) Consider the  transformation  from  Descartes- to  polar  coordinates

r=Ax+y>, ¢= arctan% . Determine the generator function for this transformation.

b.) Express the ,,0ld” momenta py and py in terms of P, and P,, .

c.) Invert the expressions, and express the ,,new” momenta P, and P, in terms of the ,,0ld”
momenta.



Problem 5.)
Consider a linear harmonic oscillator whose Hamiltonian reads as

Hzi(p2 +mza)2q2).
2m

a.) Write down the canonical equations, solve them, and draw the trajectories in the phase-
space p-q.

b.) We see that because of the conservation of energy the trajectories are ellipses in the pase
space. It seems to be a good idea to make these ellipses to coordinate lines. This can be
done using the parametrization
p=mwAcosQ, g=A4Asn(Q.

Search for a 1st type generator function that leads to this transformation.

¢.) Determine the new momenta and coordinate in terms of the old variables.

d.) Express the new form of the Hamiltonian, determine the canonical equations and solve
them.

Problem 6.)

The Hamiltonian of a system with one degree of freedom reads as
2

H=FL ¢ +lma)02x2e2”" :
2m 2

a.) Determine the canonical equations. What kind of system is this?

b.) Show that the canonical momentum ,,p” is not equal to the physical momentum ,,m v”.
What is the connection between them?

Consider the following generator function

VVI (x’ Q) — _xQeal _QmezeZ(zl

c¢.) Determine the generated canonical transformation.

d.) Express the new form K(Q,P) of the Hamiltonian. Be careful! The generator function
depends explicitly on time.

e.) Determine the equations of motion in the new variables and solve them.

f.) Transform back the solutions to the original p,x coordinates.




MECHANIKA 2 (2017/18 tavasz) [GYAK 10.

1.) Feladat

A {q.p} kanonikus koordinata és impulzus kettdsét az el6adashoz hasonléan jeldlje az n vektor.
Tekintse az alabbi transzformaciot:

(9<%

gcot p

. . 0 .
c.) Fejezze kiaz M, = 96 Jacobi matrixot!
&’77/
d.) Mutassa meg, hogy a fenti transzformacidé invaridnsan hagyja a J; matrixszal leirt
szimplektikus strukturat:
Mik']klM/l = Jr/"

ahol

=[5

2.) Feladat
Tekintsiik az alabbi egyszeri kanonikus transzformaciokat generald fliggvényeket:

Wi(q,Q) =qQ,

Wa(q,P)=¢gP,
W;(p,Q) = pQ és
Wa(p,P) = pP

c.) Vezessik le a fenti fliggvények altal generalt kanonikus transzformaciokat!
d.) A kanonikus Poisson-zardjel dsszefliggések ellenérzésével gydzddjiink meg arrél, hogy
valoban kanonikus transzformaciokat kaptunk!

3.) Feladat
Adott egy linearis harmonikus oszcillator, melynek Hamilton-fiiggvénye:

H =L(p2 +mo’q’)..
2m

Tekintse az aldbbi generatorfliggvényeket, és Kkiséreljik meg levezetni a transzformacids
Osszefliggéseket beldliik.

f) Wi(q.Q =q+Q

g) Wxq.P)=q+P

h) Wa(q,P) = (q+P)’

i.) Melyik valésit meg ténylegesen kanonikus transzformaciot? Abban az esetben hajtsuk

végre a transzformaciot, €s hatdrozzuk meg az 0j K(Q,P) Hamilton-fliggvényt!
i.) Irjuk fel az uj kanonikus egyenleteket, és oldjuk is meg éket!




4
4.) Feladat
Eléadason szerepelt, hogy amennyiben egy .,2”-es tipusu alkotofiiggvény az alabbi alakban all
elottiink:

Wy(g.P)=f(9h (Ie{l...f}),
o1, (q)

ugy ez a transzformacioé a O, = £,(¢), p, = 2
- q

P, 0n. pont-transzformaciot hajtja végre.

d.) Tekintsik az r=x*+y>, @= arctan 2 , Déscartes — polar koordinatarendszerek
x

kozotti transzformaciot. Adjuk meg a transzforméacié alkotéfliggvényét!

e.) Fejezze ki a py és py ,,régi” impulzusokat a P, és P, fliggvényében!

f.) Invertalja a b.)-ben kapott 6sszefliiggéseket, azaz adja meg a P, és P, 1j impulzusokat a régi
koordinatak ¢és impulzusok segitségével!

S.) Feladat
Egy harmonikus oszcillator Hamilton-fliggvénye az alabbi alaku:

H =L(p2 +mle’q’).
2m

e.) Irjuk fel a kanonikus mozgasegyenleteket, oldjuk meg Sket, és rajzoljuk fel a palyakat a p-
q fazistérben!

f.) Lathatjuk, hogy az energiamegmaradas miatt a fazistérben ellipszis-palydkon mozog a
rendszer. J6 Otletnek tlinik attérni olyan kanonikus koordinatakra, ahol ezek az ellipszisek
koordinatavonalak. Ezt valositja meg az alabbi paraméterezés:
p=mwAcosQ, g=AsnQ
Keresstink ,,17-es tipusu alkotofliggvényt ami ezt a transzformaciot generalja!

g.) Adjuk meg az ,,4j” P impulzust, és Q koordinatat a régi q és p valtozok segitségével!

h.) Adjuk meg az 4j K(Q,P) Hamilton-fliggvényt, irjuk fel a Hamilton egyenleteket és oldjuk
meg Oket!

6.) Feladat
Egy egy szabadsagi foku rendszer Hamilton-fliggvénye az alabbi alaku:

2
H=L ¢ +lma)02x2e2“’ :
2m 2
g.) Irja fel a rendszer mozgasegyenleteit. Milyen jol ismert mechanikai rendszert ir le a
Hamilton-fliggvény?
h.) Mutassa meg, hogy a Hamilton-fliggvényben szereplé p kanonikus impulzus nem a
szokasos fizikai ,, m v’ impulzus! Mi a kett6 k6zotti kapesolat?
Tekintse az alabbi alkotofliggvényt:

,(x.0) = —xQe" ~ 2 e

i.) Adja meg a W, altal generalt kanonikus transzforméaciot!

1) Adja meg az 4 K(P,Q) Hamilton fiiggvényt! Legyen Ovatos, az alkotofliggvény explicit
moddon fligg az id6tol!

k.) Irja fel a mozgasegyenleteket az uj, P,Q valtozokban, oldjuk meg!

l.) Transzformaljuk vissza az eredeti p,x valtozokra a megoldast!




