8. statisztikus fizika gyakorlat

0. Idealis kvantumgazok

o Allapotstirfiség: Tetszéleges fizikai mennyiség 4tlagos értékének meghatdrozasandl osszegezniink kell
egy a Hilbert-téren vett tetszoleges bazis sajatallapotaira, amely sordn az adott mérheté mennyiség
értékeit silyozzuk az adott allapotok atlagos betoltési szamaival, vagyis fermionok esetén a Fermi-
fliggvénnyel, bozonok esetén a Bose-fiiggvénnyel:

1
F) = n(p)) F(p) , n(p)) = , 1
(F) ;(()) (p) (n(p)) P Y X P gy (1)
ahol © = 1 esetén (n(p)) a Fermi-fiiggvény, illetve © = —1 esetén a Bose-fiiggvény, amely megadja

a vizsgéalt allapot (jelen esetben impulzus és spin sajitéllapot) atlagos betoltési szamat. Az eléadé-
son tanultak alapjan, az energia és impulzus kozotti diszperzids relacié alapjan, specidlisan d = 3

2
dimenziéban klasszikusan, e(p) = £, dttérhetiink az energia szerinti 6sszegzésre, ami végsdsoron az

) - [ " F(©) (o) (n(e) de (@)

integralra vezet, ahol el6szor az impulzusokra vald Gsszegzésnél attértiink a Ep — % [ d3p integra-

2
lasra (ahol V' a vizsgélt rendszer térfogata) és elvégeztiik az € = 2— diszperzids relaci6 segitségével a
€ energia szerinti integralasra vald attérést:
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747@‘23 2m’ Ve = Aye, (3)
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drdpp? = p(e)de = ple) =
ahol g = 25 + 1 a spin allapotokhoz tartozé degenerdcids szém, ha (legtobbszor ez az eset) spin
fliggetlennek tételezziik fel a Hamilton operdtort. Kiemelink két fontos példat, az atlagos energia és
az atlagos részecskeszamot megadod energia integralokat:

® - [ T () de, (M) = / " 0(e) (n(e)) de. (1)

o Nagykanonikus potencidl: Az eladason tanultak alapjan ehhez el6szor a Z nagykanonikus éllapot-
Osszeget szamitjuk ki a kdvetkez6 modon: el6szor az egyes allapotok nagykanonikus allapotosszegeit
adjuk meg, majd vessziik ezek szorzatat:

z Z e*ﬁzj(njéjfﬂnj) — Hniaj efﬁ(njsjfp,nj) — H (1 + eefﬁ(e‘jfp,))@’ (5)
{n;} Jj n;=0 J

ahol fermionok esetén (© = 1) Nyae = 1, az Osszegzést minden j allapot esetén csak az n; = 0,1
részecskeszdmokra, illetve bozonok esetén (© = —1) nye, = 00, mivel tetszéleges szdmu részecske
tartozkodhat egy adott allapotban. Véve a fenti kifejezés logaritmusat és ismét attérve az energia
szerinti integralasra, a kévetkez6 Osszefliggés adodik a nagykanonikus potencidlra:

o = kaBT/ p(e) ln(l + @e*ﬁ(““)) de = —pV. (6)
0

Parcialisan integralva a kifejezést a peremtag eltiinik, illetve kihaszndlva, hogy d dimenziéban és



e(p) = ¢|p|” esetén p(e) = Ae?/7~1 végeredményben a kovetkezd kifejezés adodik (lasd 10. eldadas
jegyyzet):

v

o= 1 / T ep(e) fle) — pv = L(B), (7)
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1. Klasszikus limesz kvantumkorrekci6i
Hatarozzuk meg a nem relativisztikus S spinfi, fermionikus idealis kvantumgaz allapotegyenletének, kémiai
potencialjanak és nyomasanak kvantumkorrekciéjat a klasszikus limeszhez képest!

a
b

) Hatérozzuk meg az energia-dllapotsiiriiséget!
)

¢) Fejezzik ki a kémiai potencialt a részecskesfirtiséggel a klasszikus limeszben.
)
)

Irjuk fel az atlagos részecskeszdmot meghatédrozé integralt!
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Fejtsiik sorba vezetérendben az 4tlagos részecskeszamot a klasszikus limesz koriil a e®* szerint.

—~ T~ —

Innen pedig hatdarozzuk meg a kémiai potencial sorfejtését vezetérendi a kalsszikus limesz koriil a

n =M részecskeslirliség fiiggvényében
v .

(f) Ismételjiik meg a fenti sorfejtést a nagykanonikus potenciél esetén is az eléz feladatban levezetett
Osszefiiggés segitségével

(g) Ennek segitségével hatdorzzuk meg a nyomds kvantumkorrekcidjat a klasszikus limeszhez képest a
részecskestliriiség fliggvényében.

(h) Tegyiik ezt meg az atlagos energidra is!

(i) Hatdrozzuk meg a kett$ hanyadosédbdl az dllapotegyenletet és annak kvantumkorrekeioit!

Most € = cp?, az allapotsfirfiség pedig (3). Célunk a klasszikus hatéreset vezet6rendbeli kvantum kor-
rekcidinak kiszamitasa. Ehhez elGszor sorba fejtjiik az egyes energiaallapotok atlagos részecskeszamait a
klasszikus limesz koriil, ahol a részecskék siirtisége a kicsi paraméter, n = L‘\/’) < 1, mivel ekkor a ritka
gazban a kvantumos effektusok elhanyagolhatéak. Az el6z6 eléadason lattuk, hogy az idedlis gz részecs-
kestirtisége n = L‘\p = g/\;?’eﬂl‘. Lathato, hogy esetiinkben a megfelel6 "kicsi" paraméter nem més mint
n~ e < 1. (n(e)) ~ e A== (ami a klasszikus Boltzmann-sillyal azonosithaté). A kvantumos hatésok
vezetSrendbeli korrekciéjahoz tehdt tigy juthatunk el, ha e®* szerinti sorfejtésben megadjuk a kovetkezd
tagot is: e
—Be—p
= m ~ 67B€€B#(1 — eiﬁeeﬁl‘) . (8)

f(e)

A fenti sorfejtést behelyettesitve a részecske szamot megado energiadllapotokon végig mend integralba és
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a kovetkez6d adddik:

(N) = /,0(5) f(e)de ~ g;lgV / Ve (e e — 2P e?P1) de
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= g‘/v)\T3 eB” (1 — 23/2€5H) P (10)
ahol ismét bevezettikk a Ap = ﬁ termikus hulldmhosszot. Ennek a mennyiségnek a fliggvényében
efra — &u = )\7371” (11)
g VvV g

Most megadjuk a kémiai potencidl kvantum korrekcigjat is. Ehhez osszuk 4t a (10) egyenletet (1 — 231/2 eﬁ“)—
vel, majd ezt fejtsiik sorba vezetSrendig a kis paraméter, e®* < 1 szerint

<N> ~ L Bu _gV B
1_23%&#”““ 1+23/2e _Ee (12)



Innen maér kitudjuk fejezni a kémiai potencidlt a kicsi paraméter, n\3, = @)\?{p, fliggvényében:

3 3
Bu nAp _An 1 3 N2 Bua Bon
ePH = = + Arn) =e +e 13
g - 231/2 n)\%ﬂ g 23/2¢2 ( ’ ) (13)

Vagy maguknak a kémiai potencidloknak a nyelvén

by 1 A3 An 1 An
Bu = In (ng) +1In (1+22/3ng) ~In <§> +W% = Ba + Bop (14)

Afi
ahonnan Bou = 23%%"

Most nézziik a nagykanonikus potencial altalanos alakjat:

2gAV & 2gAV —Be —28e
(b:_g?/o de 2 f(e) & 3 s /0 de e3/? (e e b _e=28 ew“)
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A klasszikus nyomas a fenti kifejezés els6 tagja, mig a masodikat sorba fejtjitk ismét az e’ kis paraméter
szerint, illetve még az e’#-nek is venniink kell a klasszikus limesz koriili sorfejtését.
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ahol pyg =
Most nézziik meg ugyanezt az atlagos energia segitségével is:

oo
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A relevans kozelitések hanyadosabdl az egy részecskére juté atlagos energia
(B) 3, _1—gmeP 3 1 g, VAN 1 1 4
7N7kBT76ll/ *k’BT 5/26 1+W kBT 14 3/2—57/2 et
(N) 2 l— e 2 2 2 2 2

ahol az els6 tag ismét a klasszikus eredmény, igy a masodik tag a vezeté kvantumkorrekcié. Ez utobbi tag
pedig ugyancsak vezetd rendben e# nulladrendd kozelitésébél kovetkezik, vagyis vezetd rendben

(£) 3 1 1 Bum| _ 3 1 1 A3, (N)
Az allapotegyenlet viszont a 2. feladat dllitasanak értelmében
v 2(E) 1L\
=—(F)=-— (N NYksT |1 - | == 1



Az elsé tag a klasszikus dllapotegyenletet adné, a masodik tag ehhez a vezet§ kvantumkorrekeié. Lathato,
hogy visszakaptuk a korabbi nagykanonikus potencial segitségével levezetet eredményt, kiemelendd, hogy
fermionikus természet miatt lathatéan érvényesiil, hogy

Pr1 < PF, (20)

vagyis fermion-gazok nyomasa nagyobb, mint az azonos siiriiségi klasszikus gazé. Ezt a tendenciat szokas
a kvantumgazok altal kifejtett effektiv taszitasnak illetve effektiv vonzasnak tulajdonitani.

. Grafén savsszerkezete alasony h6mérsékleten

A grafén egy kétdimenziés, tiltott sav nélkiili félvezetd. Megmutathat6 (példdul szoros kotésii kozelitést
felhasznélva), hogy a Brillouin-zéndban két nemekvivalens Dirac-pont van, amelyekben az energiasavok
cstcsukndl illeszkedé kipokat alkotnak, azaz a diszperzié linedris: |e(p)| = ¢|p — po| (a ¢ meredekség
mindkét Dirac-pontban ugyanaz). A semleges grafénben a Fermi-energia a Dirac-pontoknak megfelel6 0
energian van (a Fermi-energia alatti alsé elektronsdv teljesen be van toltve). Kiils§ fesziiltség hatdsira
azonban elektronok jelennek meg a fels6 savban, azaz a Fermi-energia pozitiv lesz. Az ennek a savszerke-
zetnek megfelel$ kétdimenzids ultrarelativisztikus elektrongazt vizsgaljuk alacsony hémérsékleten.

(a) Alapéllapotban az ep = 0 Fermi-energidig toltve van minden dllapot. Mi torténik kvalitativen a
betoltésekkel, ha elkezdjitk megemelni a hémérsékletet?
(b) Egyetlen e(p) = ¢|p — po| sdvot figyelembe véve mekkora az e energidju allapot degenerécidja?

(¢) Hatdrozzuk meg a p(e) llapotsiiriiséget! Milyen az energiafiiggés?

—
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Hatéarozzuk meg nulla hémérsékleten a kémiai potencidl (Fermi-energia) és a felsé sdvban 16v6 elekt-
ronstirtiség kozotti kapcsolatot!

(e) Ismételjk 4t a Bethe—Sommerfeld sorfejtés 1épéseit!

(f) A részecskeszamra felirt Bethe-Sommerfeld-sorfejtésbdl hatdrozzuk meg a kémiai potencidl hémér-
sékletfliggését kT < p esetén!

(g) Hatdrozzuk meg az atlagos energia hdmérsékletfiiggését!

(h) Hatdrozzuk meg az alacsony hémérsékleti kékapacitdst! Milyen a hémérsékletfiiggés?

(a) A Dirac-pontokban, a pontok kicsi kornyezetében j6 kozelitéssel kupot alkot a diszperzios relcié.
T = 0 hémérsékleten csak az alsé kip édllapotai vannak betoltve, mig T # 0 hémérsékleten a Fermi-
fiiggvény kiszélesedik a Dirac-pont koriil és a felsé kipokon is lesznek betoltétt allapotok.

(b) Elektronokrél 1évén sz, S = % — g = 2, de mivel kett6 nem-ekvivalens Dirac pontot vizsgalunk,
és mindekettd ugyanazzal diszperzids relacidval irhaté le kozelitéleg — a teljes degenerancia 2g = 4.
Mivel vizsgalédasunkat mostantdl erre a tartoményra Gsszpontositjuk, érdemes a spin degeneracios

faktort g = 4-el azonositani.

(¢) Allapotstirtiség:
Mivel két dimenziés rendszerrél van szo, egyszertien felirjuk az infinitezimalis térfogatok koézotti
egyenl6séget, felhasznalva, hogy a Dirac-pontok kérnyezetében érvényes az ultrarelativisztikus koze-

lités. 4
ple) de = g752mpdp, (21)
ahol A a vizsgalt minta felillete. FEzt kévetden kihaszndlva, hogy % = %, a kovetkezo adddik az
allapotstirtiségre:
A 2w
ple) = 932 2= Be. (22)
(d) Kémiai potencidl és a fels§ savban 1év6 elektronok (NN) dtlagos szdma kézotti kapesolat, T = 0 hé-
mérsékleten:

W= [ aep@ e = [acpe)= [ acne=E, (23)

mivel T' = 0 hémérsékleten a kémiai potencial megegyezik a Fermi energidval, ep = p. Innen mar
konnyen kifejezhetjiik a kémiai potencidlt/Fermi energiit, hasznélva a B paraméter definicidjéit:

h?c? (N >T*0
°F qgm A (24)




(e) Bethe-Sommerfeld sorfejtés:
Tekintsiink egy tetszéleges fiiggvényt, r(g), majd végezziink el egy parcidlis integraldsi 1épést:

o0 0o o) B € . .
/0 der(e) f(e) = R(s)f(a)‘ —l—/o de R(E)W7 R(e) 2/0 de'r(e"). (25)

Az els6 tag zérus, a masodikndl térjiink at az w = e — p valtozora és fejtsiik sorba R(e)-t p koriil
masodrendig:
__B
5 .
4 cosh (’%‘”)
Ekkor alacsony hémérsékleten kpT < p, az integralasi hatarok vehetéek végtelenben, mivel az

1/ cosh? (Bw) ekkor gyorsan levdgja az integrandust. Ekkor az elsé rendi tag kiesik, a megmaradd
tagok pedig a kovetkezot adjék:

/Ooodsr(s)f(e) A~ /O:odw

= R+ RGP [ Ersan = [ den(o)+ T

/mmu@mrHNMw+;vww2 (26)

—p

[3 1" 2 /3
R(u)4cosh2(ﬂ7w) R e 8cosh2(ﬁ2“)]

(f) Kémiai potencidl hdmérsékletfiiggése a kT < u alacsony hémérsékelt(i limeszben.
A Bethe-Sommerfeld sorfejtés segitségével most felirjuk az dtlagos részecskeszamot a kis hémérsékletii

limeszben:
/ de p(e) / de p(e /dap +—(kBT)2 o)~ ...

~ (N) o+ (1 —er) pler) + (kBT) "(eF),

(28)

ahol a derivalt allapotsiirliség igazabdl csak szemléletesen rendelkezik argumentummal, hiszen ese-
tlinkben ez egy konstans. Felhasznalva, hoy a részecskeszam nem fiigghet a homérséklettol as atren-
dezve az utolsé Osszefiiggést, a kovetkezo kifejezés adddik a kémiai potencidlra:

pRer — ~ (kpT)* p,(EF)) - ll 6 <kBT>

2
6 pler 6 EF (29)

(g) Energia hémérsékletfiiggése:
A részecskeszamhoz hasonléan ismét kiszdmitjuk 7" = 0 hémérsékleten a felsé sév elektronjainak
atlagos energiajat, ahol ismét kihaszndjuk, hogy a Fermi fiiggvény e p-ig konstans 1, azon feliil pedig
zérus, illetve ismét, mivel a diszperziés relacidban az impulzus nagysaga jelenik meg, az energia,
€ > 0, nem vehet fel negativ értékeket.

er er A 2m
(E)r_o :/0 deep(e) :/0 de Be? :gﬁ@é}. (30)

Ennek ismeretében ismét hasznélva a Bethe-Sommerfeld sorfejtést, illetve felhasznalva a kémiai po-
tencidlra kapott alacsony hémérsékletli (29) kifejezést, felirhatjuk az atlagos energia hémérsékletfiig-
gését, a kpT < p alacsony hémérsékletii limeszben:

<D=Aw¢@@ﬂd

r(e)
EF 71_2
“L deeple) + (i = ep) ek pler) + = (kpT)? [pler) +erpl(ep)] = ... (31)
— 22 (kpT)? r’(er)=2p(eFr)
w2 2 w2 2 2 2
= (E)p_g — 5 (kBT)" p(er) + 3 (kBT)" p(er) = (E)p_qy + 5 (kBT)" p(eF) -

(h) Enneck ismeretében meghatdrozhatjuk a hékapacitds alacsony hémérséklet(i viselkedését, ahol csak
behelyettesitjiik a definiciét az alacsony hémérsékletii limeszben kapott eredményre:

E 2
AL

T
5T ?k%p(ap) TxT. (32)



3. Pauli-féle paramagneses szuszceptibilitas

Tekintstik a hdromdimenziés (és nem relativisztikus) szabad elektrongdzt kiilsé B mégneses térben!

(a) Irjuk fel (z irAnyd magneses teret feltételezve) a kétféle spinvetiiletii elektronok E+ energidjat!

(b) Hatdrozzuk meg adott hémérséklet és kémiai potencidl mellett a kétféle spinvetiiletii elektronok Ny
darabszamét!

¢) Szamoljuk ki az M atlagos magnesezettséget!

(c)
(d) Magas hémérsékleten milyen a x szuszceptibilitds hémérsékletfiiggése?
e) Mit mondhatunk ugyanerrdl alacsony hémérsékleten?

)

(
(a

A Pauli tag az egyrészecske Hamilton operatorban:

A A B
H=H,- 1528,

h

ahonnan a korabbi ¢ energidk $”B§B -vel fognak eltolodni, azaz E4 = ¢ F #

(b) Most tekintsiik a magneses tér nélkiili allapotsiiriiséget, po(e), ami azt adja meg, hogy milyen sfir{in
vannak az allapotok € energia koriil. Ha bekapcsoljuk a méagneses teret és eltoljuk az eredeti ener-
gidkat, akkor ennek megfeleléen kell eltolnunk az dllapotsiirtiség argumetnumat, po(e) — %po(Ei),
ahol az % faktor az eredetileg 2-szeres spin degeneracié felhasaddsa miatt jelent meg. Az adott fel és
le spin allapott elektronok szamaban ekkor az eltolt allapotsiiriiség fog megjelenni, viszont a Fermi-
fliggvényben tovabbra is az eredeti, tér nélkiili energidkat kell tekinteniink. Teljesen analég médon
megtehetjik azt is, hogy maradunk az eredeti allapotsiiriiségnél, viszont ekkor cserébe a Fermi fligg-

vényben kell eltolnunk a ‘méasik iranyba’ az energidkat, ami egyszeriien az elézé felirdsban csak egy
integral valtoz6 cserének felel meg. Ekkor

1 1 1
N:I: = /dE §p0(Ei)f(E — /L) = /dE ipo(g)e,@(EiHBB/2*#) +1 ) (34)

ahol az utolsé eredmény tugy is értelmezhetd, mint szabad elektronok egy effektiv kémiai potencial

jelenlétében, puy = p+ ppB/2. Bér jelenleg dltaldnos dllapotstiriiséggel dolgozunk, haromdimenzids
nemrelativisztikus elektronok esetén po(e) = 2% y 2m>

(33)

Ve, ha € > 0. Itt pontosan a gyokjel alatt
1év6 energiak fognak eltolédni Ei-el, illetve az eredetileg meglévé g = 2 spindegeneracios faktor is

eltiinik, mivel spinfiiggé lesz a Hamilton operator!

f(E), f(E,), f(E2), p(E) f(E)p(E), f(E_)p(E)
1L.5F
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1. dbra. Bal oldali dbra: az ellentétes spinli allapotokban 1év8 részecskék p(e) allapotszdma és az f(E1)
Fermi-fliggvények eltolédisa a magneses tér hatdasara véges T' h6émérsékleten. Jobb oldali dbra: A kétféle spinii

allapotok allapotszamanak és betoltési szamanak szorzata, azaz az adott irdnyba mutatd részecskék szama az

energia fiiggvényében. A kitoltott teriilet a felfelé és lefelé mutatd spinek szamdanak kiilonbségét adja meg. A
skalak csak tajékoztato jellegtiek.

(¢) Az 4tlagos méagnesezettség slirliség a korabban tanultak alapjin:

. 35
Ny + N_ (35)
Eddig teljesen altalanosan dolgoztunk, mostantol a korabban is felirt allapotstiriiséggel fogunk tovabb

dolgozni, € = %, illetve po(e) = 24m¥2m= v2m® /= = A\E, ha e > 0. Ekkor a kévetkezé adodik a
szamunkra relevans szamlaléra a magnesezettség kifejezésében:

Ne-No =2 [Tacye ! . 36
T2, SVE\BnBz—m) 11 eBEtunB/2-m 1 1 (%)




(d)

Most a magas hémérsékletii limeszben, szokdsos médon az e’# < 1 kis paraméter segitségével
1 ~ e—B(eFunB/2—p) ] ' ;
AT € , ahonnan a magnesezettség egyszeriien

M = pptanh(BupB/2). (37)

Erre az egyszeri eredmény tgy jutottunk el, hogy kihasznéatluk, hogy a részecskeszamokban 1év§
integrél Ny = A [;° de Jee PEFraB/2-n) = Ageﬁﬂeiﬁm’g/2 ugyanolyan konstansokat tartalmaz
mind a nevez6ben, mind a szamldléban, amik igy kiegyszertisodnek és csak az exponencialisok marad-
nak meg. Ekkor a szuszceptibilitdshoz legegyszertibben a tanh(x) = x + o(2?) elsérendii kdzelitéssel

jutunk el,

oM

_ oM _ a2
X= 35 - Bup/2, (38)

ami a Curie-szuszceptibilitas.

Az alacsony hémérsékletli limeszben hasznaljuk a Bethe-Sommerfeld sorfejtést a py = u+ upB/2
kémiai potencidlok nyelvén

2
> ik kg y+ 1\ 7
v de = 1 — —+...

/Osf(s)s | +<M 9 3+ (39)
ﬂ)_gi"/? 1_|_7L2 kT 2_|_ (40)

=gH 3 m RO

azaz a szamlaldé a méagnesezettség kifejezésében
A 2(kgT)? _ _

Ny —N_ =73 (/ﬁ/2 —u? 4 %(mw — u1/2)> : (41)

Most a szuszceptibilitas meghatarozasahoz a fenti kifejezés vezetérendbeli sorfejtésére van szitkségiink
a kister(i limeszben, ahol tovdbbra is py = p 4+ upB/2:

A 1/2 WQ(kBT)2
N+N_~6<3u MB*W,UB B. (42)

Az atlagos méagnesezettség ekkor a kovetkezd:

Ap,zB 1/2 WQ(kBT)z
cr

ahol az utolso lépésben atirhattunk minden p kémiai potencialt a Fermi energiara, mivel a koztiik
16v6 eltérés kicsi T-ben, i — ep ~ (kpT)?. Vagyis az alacsony hémérséklet{i szuszceptibilitds:

_oM _ Ang ﬁ — m*(kpT)? (44)
X 9B |p_ N 2 485‘;/2 .
A T = 0 esetben a teljes szuszceptibilitds
1
NX(T =0) = 5poler)iy (45)

mely az 1. abra alapjan a kovetkezOképp szemléltetheto: Elegend&en kis homérséklet és magneses tér
esetén a felfelé és lefelé mutatéd spinek szaméanak kiilonbsége (a satirozott tertilet) p(ep)pp B, és min-
den nem kompenzélt felfelé mutaté spin pup jarulékot ad a teljes magnesezettséghez. Osszeszorozva
és B szerint derivélva adédik (45).



