7. statisztikus fizika gyakorlat

1. Nagykanonikus sokasag
Ismétlés: Eddig kanonikus sokasigokat vizsgaltunk:

A vizsgdlt rendszer a kornyezetével /a héfiirdével van termikus kapcsolatban, mellyel energidt cserél-
het, de a részecskeszam allandé a két rendszerben.

Energia fluktudlhat.
Részecskeszam rogzitett.

Statisztikus leiras:

e PEu

Pu = Z08) (1)
Z(B) = ZefﬁE“- (2)

Most: Nagykanonikus sokasag:

A vizsgalt rendszer most mar energiat és részecskét is cserélhet az 6t koriilvevd hofiirdével.
Energia fluktualhat, a hémérséklet kontrollalja, hogy mekkora mértékii ez a fluktuécio.
Részecskeszam fluktudlhat, a kémiai potencidl kontrolldlja, hogy mekkora ez a fluktudcid.

Statisztikus lefras:

e~ B(Ey—pNy)

S ?
Z(Bp) =) e ), (4)

v

ahol p most a kémiai potencidl, mely kontrollalja, hogy mennyivel viltozik meg az adott konfiguracié
energidja N, részecskeszam mellett. Annak érdekében, hogy ne essen egybe a kémiai potencial
jelolése a mikroallapotok futdindexével, ez utdbbira most a v 6sszegzé indexet vezettilk be. Tovabba
az Osszegzésben v minden mikroallapoton megy végig, més szavakkal minden részecskeszam mellett,
N, =1,2,...,00, minden F, energidhoz tartozé allapotra Osszegziink. Ezért sokszor kényelmesebb
ezt a két Osszegzést kiilonvalasztani és elébb fixalni a részecskeszamot és az adott részecskeszam
mellett Osszegezni az Osszes energiadllapotra, ezt kdvetden pedig Osszegezniink az Osszes lehetséges
részecskeszamra:

e~ ABAN)—uN)

R ©
Z(Bp) = i Ny e PN = f: N ZN (), (6)
N=0 v N=0

ahol E,(N) most a v-edik N részecskés dllapot energidja, illetve ldthaté médon csak kiilonb6z6, N
részecskeszami kanonikus allapotosszeget adunk ossze, stlyozva e®#V faktorokkal vagy més szavakkal
konstans —ulN energia eltolassal vessziik az egyes kanonikus allapotosszegeket. Klasszikus, nem-

kolesonhatd, megkilonbioztethetetlen részecskék esetén Zn(B) = Zl;,(,ﬁ ), vagyis a kovetkezd egyszerii
Osszefiiggés adodik a nagykanonikus allapotosszegre:
oo
Z{ (B)
Z(Bu) =) "N =exp {MZ1(8)} (7)
N=0



Mig kvantummechanikai rendszerek esetén, ahogyan ldthattuk tobb példa dltal is szemléltetve, Zn (8) =
ZN(B), ahonnan a nagykanonikus dllapotdsszeg:

1

Z =—
5.1 = =75 0
Nagykanonikus potencidl (termodinamika ismétlés):
@(T,V;/L) = 7kBT1n(Z(ﬂmu))a (9)
O(T,V,p) =E-TS — uN = —pV, (10)
d®(T,V, ) = —SdT — pdV — Ndu, (11)
P
= () "
(Vin)
do
= (5) (13)
dv (S,p)
N=— de (14)
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2. Idedlis Gaz

1
A klasszikus idedlis gz egyrészecskés kanonikus allapotdsszege 71 = ahol A\ x —= a gaz termikus

v
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de Broglie-hulldmhossza.

a) Hatdrozzuk meg a Zx N-részecskés kanonikus allapotosszeget T hémérsékleten!

(c

(a)
(b) Hatdrozzuk meg a Z nagykanonikus &llapotosszeget T hémérsékleten p kémiai potencial mellett!
) Hatérozzuk meg a ®(T,V, ) nagykanonikus potencialt!

)

(d) Hatarozzuk meg a (N) atlagos részecskeszamot és a részecskék szémanak (§N?) variancidjat!
SN2
(e) Mekkora a részecskeszdm §N>> relativ szérasa?

(a) Mivel megkiilonboztothetetlen részecskékrdl van szo:
VAN
Zn =ZYN /NI = (3> /N! (16)
Ap
(b) Ebbél a kordabban definidlt médon a nagykanonikus dllapotiosszeg:
>, efuN Z{V

1%
Z = Z —NT = exp [eﬁ“Zl] = exp |:€BH)\£}:| (17)
N=0

(¢) A potenciél pedig definci6 szerint:

Vv
O(T,V,u) = —kpTn(2) = —kBTeB“)\—B (18)
T
(d) Az atlagos részecskeszam
v
(N) = =0, @(T, V,p) = ™', (19)
T
illetve a szorasnégyzet
Vv
2 2 L
(6N?) = —kpTO,®(T,V, p) = e’ N (20)

Innen régtén latszik, hogy (§N?) ~ (N), ahonnan a relativ hiba:

VN 1 o)

> = — 0
L(N) (N)




3. Orias abszorbens molekula és idedlis gaz kolcsonhatasa p nyomés és T hémérséklet mellett.
Vizsgaljunk egy érids abszorbens molekula és egy adott p nyoméast és T hémérsékletti idealis gaz koleson-
hatéasat. A molekula legfeljebb két atomot tud megkotni a gdzmolekuldkbél. Ha egy atom van megkotve a
molekuldn akkor a kotési energia —u, ha két atom van megkdtve a molekuldn akkor a kotési energia —2wv.

(a)
(b)
()
(d)
(a)

Hatarozzuk meg a Z nagykanonikus allapotdsszeget!

Hatarozzuk meg a ® nagykanonikus potencialt!

Hatarozzuk meg az abszorbealt gazrészecskék atlagos szamat a homérséklet és a nyomas fliggvényé-
ben, <Nabsz>!

Vizsgaljuk meg a p — 0 és a p — oo hatareseteket!

Nagykanonikus allapotdsszeg:
Az érids molekulan tehat N = 0,1,2 gdzatom megkotése lehetséges, ekkor definicié alapjan az alla-
potosszeg:

Z(B,p) =1+ 2e Almu=n) 4 =B(=2v=2p) (22)
ahol figyelembe vettiik, hogy egy atom megkotése két lehetséges allapotban valdsithaté meg, amikor
az egyik, illetve a masik pozicidoban tartézkodik.

Nagykanonikus potencial definici6é alapjan:
O (T, 1) = —kpTIn(Z(8,p) = —kBTln(l 1 9eBlutn) | e/ﬂ(2v+2u)) , (23)

Abszorbealt részecskék atlagos szama:
A tanultak alapjéan:

Blutn) | (2B(v+m)
(N) = kT2 In (14 2050 4 P@420) 9 ° Te
1

P 1 + 2eButn) 4 28(v+p)” (24)

Lathat6, hogy a relevans paraméter e’# forméaban jelenik meg, mely alapjan ki tudjuk fejezni a
részecskeszam és a kiils6 nyomads kapcsolatat. Célunk tehat ennek a fiiggvénynek a kifejezése a
rendszer nyomasanak fliggvényében. Ehhez tekintsiik az 6rids molekulaval termikus egyenstlyban
1év6 kornyezetet, mely idedlis gdzatomokbdl all és amely rendszer nyomasa meg kell, hogy egyezzen,
a termikus egyensuly miatt, az abszorbens molekulan mérhet6 nyomassal. Ekkor ki tudjuk fejezni a
kornyezet, mint idedlis gdzatomokbdl 4ll6 nagykanonikus rendszer, nagykanonikus potencialjabél a
nyomés és a relevans paraméter e kapcsolatat! Mint az elézé feladatbél tudjuk

®iq(T, p) = —kpTe " Zy 3a(B, ) (25)
ahol most

3/2
1 _pp> 2rm 174
Zl,id<67/’[/) = ﬁ /d3pd3a:e Pim = 14 ( ﬁhQ ) = )\T (26)
T

az idedlis gaz egyrészecskés kanonikus allapotosszege. Vagyis lathato, hogy a kovetkezoképpen fejez-
het6 ki a kérdéses eP* érték, tudvan hogy ®iq = —pV:
Diq = —kpTVeP'A\;? = —pV = e = Bp)}. (27)
Most behelyettesitve ezt az (24)-as egyenletbe:
Bu )\3 2Bv 32 2)\6
e e
(N} = 5pT43r B7p r
1+ 2eP4BpA3, + 28 32p2 N5,
Lathato, hogy ez egy egyszerii racionalis tortfliiggvény, melynek egyszeriien vizsgalhaté a kis és nagy
nyomasu hatéaresete.

El6szor megvizsgalva a p — 0 hataresetet, bevezetve az egyszeriiség kedvéért az a, b valtozokat p és
p? egyiitthatéira:

(28)

ap + bp?
1+ 2ap + bp?
ahol minden elsénél magasabb rendii tagot (p?,p3,...) elhagytunk és igy csak a szamlalé legelsd
tagjat kellett kiirnunk. Ezt kéveten a magas nyomadsu hataresetet vizsgaljuk meg, ekkor az alabbi
hatarértéket kell megvizsgalni, bevezetve az egyszeriiség kedvéért az a,b valtozékat p és p? egyiitt-
hatéira:

= 2ap + o(pQ) — (N) ~ Qeﬁ“ﬁ)\%p, (29)

2 2bp?
lim PPy (30)
p—oo 1 + 2ap + bp?
vagyis igy az atlagos részecskeszdm ebben az esetben éppen (N) = 2, ami nem maést jelent mint,

hogy a nagy nyomés hatdsara mindig 2 atom fog megtapadni a molekuldn!



4.

Abszorbens feliileten megkét6dé CO molekulak, két lehetséges polarizacioji allapottal.
Tekintsiink egy valamilyen adszorbens feliiletre lerakddé szén-monoxid molekuldkbol all6 rendszert! A
racsgaz-modellben N lehetséges poziciéra kotodhetnek CO molekuldk, és a molekulak polarizacidja két el-
lentétes irdnyban allhat. Mindkét allapotban ¢ energianyereséggel jar egy molekula megkotése. Vizsgaljuk
T hémérsékleten és p kémiai potencial mellett a rendszert!

(a) Mekkora a Z nagykanonikus dllapotosszeg?

(b) Hatarozzuk meg a ® nagykanonikus potencialt!

—~

¢) Mekkora az (n) 4tlagos részecskeszam? Mekkora kémiai potencidl esetén lesz alapéllapotban mind
az N racshely betoltve?

(d) Hatarozzuk meg az S entrépidt!

(e) Feltéve, hogy az egyenstlyi allapotban (n) = N, mekkora az entrépia a T'— 0 limeszben? Ertelmez-
ziik az eredményt!

Nagykanonikus allapotosszeg;:

A vizsgalt rendszerben Gsszesen N racshelyen kétodhetnek meg a CO molekuldk, egyenként két kiilonb6z6
polarizaciéja allapotban, de a kétédés mindenhol € energianyereséggel jar. Tehat adott n < N részecske
esetén a kanonikus dllapotdsszeg Z,,(8) = (7Y )2"e"P¢, hiszen n részecskét (V)-féleképpen tudunk lehelyez-
ni N pozicidra, illetve egyenként 2 lehetséges polarizaciéval rendelkezhetnek, amit a 2™ faktorral vesziink
figyelembe, az Osszes energia ekkor természetesen egyszeriien —ne. Ezek alapjan a nagykanonikus &lla-
potosszeg:

N N n /N N
Z(Bp) = ez, ()= (26‘“‘5‘“)) (n) = (1 +2e6<f+“>) : (31)
n=0 n=0

ahol az utolsé 1épésben a binomialis tételt alkalmaztuk!

Nagykanonikus potencial:
Definici6 alapjan:
O(T, 1) = —kpTIn(Z(8, 1)) = —Nk:BTln(l n 265<6+H>) . (32)

Atlagos részecskeszam:
Definicié alapjan:

2eAe+1) )
1 4+ 2eAe+n) - Ne—ﬁ(€+u) +9°

(n) = NkBT% ln(l + Qeﬁ(fﬂ‘)) =N (33)

Lathatéan a kifejezés a i — oo hatéresetben (n) = N, hiszen lim, o —25 = 1, illetve ez emgfelel

azon varakozasunknak, hogy végteleniil nagy kémiai potencidl esetén a legvalésziniibb dllapot valésul meg
exponencidlisan er6s valoszintiséggel, ami a legkisebb energiaji, azaz a legnagyobb részecskeszamu &alla-
potnak felel meg. Erdemes tovabba megvizsgalni a T — 0 hataresetet. Abban az esetben, ha > —c,a
részecskék varhaté szdma (n) = N, mig a u = —¢ értéknél (n) = 2¥ illetve a u < —¢ esetben zérus a

3
részecskék atlagos szama, lim, = 0. Mindez azt jelenti, hogy p > —e kémiai potencial mellett

ez

_2
er+2

........

len részecske sincs megkdotve.

Entroépia:
Definicié alapjan a nagykanonikus potencidlbdl szarmaztatva, vagyis véve a potencial hémérséklet szerinti
derivaltjat a kovetkez6t kapjuk:

§=-9% _Npy 2 (T (14 2e740) ) = Nk {111(1 + 267 — B (e + p)

aT aT (34)

6_5(5""#) + 2 ’
Entrépia a T — 0 hatdresetben p > —e mellett, vagyis amikor (n) = N:
= —f (e + p) hatarérték adédik, mely

ezesetben egy divergens tag, ami azonban éppen kiesik az els6, logaritmikus tagbdl adodoé jarulékokbol,

egyrészt a mésodik tag esetén limg o (—B (e+w) m



ugyanis In (1 + 265(5‘“‘)) ~ 1n(2€ﬁ(5+/‘)) =1In(2)+6 (¢ + u). A két S-val ardnyos tag éppen kiejti egymadst,
igy egyszerlien a In(2) eredmény marad, ami Osszességében az entrépidra kovetkez6t adja:

lim S = (n)kpn(2) =kpln (2V), p> — (35)
T—0
Ez az eredmény nem mast jelent, mint hogy a 7' — 0 hataresetben az Osszes CO molekula lekét6dott
és az egyetlen rendezetlenség abbdl johet, hogy racspontonként a molekuldk két lehetséges polarizacidéju
allapotban tartézkodhatnak ~ In(2). Ez nem egy megszokott eredmény, hiszen nem teljesiil a III. f&tétel,
miszerint a hémérséklettel egylitt az entréopia is eltiinik. Az anomadlia az dllapotok racspontonként vett
ami tisztdn a degenerdciok kovetekzménye (Tanulsdg: a III. f&tétel csak nem degeneralt alapallapoti
rendszerek esetén teljesiil!)
Erdemes ezt kbvetéen még megvizsgalni, hogy a hékapacitdsra teljesiil-e a IIL. f8tétel, vagyis limp_,o Cy =
0. A hokapacitéds a kanonikus sokasig esetén tanult Osszefliggéssel szamithaté ki itt is, azaz Cy = TB%S

—B455:

(e=Pe+)/2 4 9eBlet)/2)? H) B+ 1 2

etp) 4

2
(e=Bletm)/2 4 2eBle+m)/2)?

Cv = Nkp <—5(5+M)6_5( 2 2+52(5+H)2

o= NkpB? (e + p)?

(36)

2 x

mely kifejezés azonban lim,_, ., x°e~* = 0 hatarérték szerint tiinik el, ahogyan a hémérséklettel tartunk
a nulldba. Vagyis annak ellenére, hogy degeneralt az alapallapot, a hokapacitas eltiinik, ahogyan nulldba
tartunk a hémérséklettel. Ennek oka, hogy ugyanigy, ahogy a nem-degeneralt esetben, annak érdeké-
ben, hogy az energiat néveljuk ki kell 1épniink az alapallapoti energidval rendelkez6 allapotokbdl, mely
szempontbdl nincs semmilyen kiilonbség a nem-degeneralt esethez képest.



