5. statisztikus fizika gyakorlat

1. Mégneses térbe helyezett 1/2-es spinii részecske

Tekintsiink B magneses térbe helyezett % spinli részecskéket! Ha a koordinatarendszer z tengelyét a

tér iranyadban vessziik fel, akkor egy részecske energiajat H = 7%5'2 adja meg. Hatarozzuk meg T
hémérsékleten

(a) a Z(T) kanonikus allapotdsszeget,

(b) a rendszer P(F) energia szerinti eloszlasét,

(c

(d) és az atlagos magnesezettséget és a magnesezettség varianciajat!

z (E) 4tlagenergiat

)
) a
)
(e) Mekkora a kis terfl limeszben a mégnesezettség?
(f) Milyen a szuszceptibilitds hmérsékletfiiggése?

)

(g) Hatdrozzuk meg a hékapacitast!

Egyrészecskés Hamilton-operator:
~ uB A
#=105 (1)
ahol a z-tengely irdnyat a kiils6 magneses térrel parhuzamosnak vélasztottuk meg, B || 2. Tovdbbd, ahol
S, az S spin operdtor z komponense, ahol a sajatértékek:

S?|s,m) = h%s (s +1)|s,m), (2)
S. |s,m) = hm|s,m). (3)
Aholm = —s,—s+1,...,5—1, s, Osszesen 2s+ 1 értéket vehet fel rogzitett s mellett, azaz az |s, m) allapot

25 + l-eresen degenerdlt a spin vektor négyzetére, S2-re, nézve. Esetiinkben 1/2-es spinti részecskéket
vizsgdlunk, m = +1/2, azaz az egyrészecske Hamilton-operator két sajatértéke: Fy = :F%.

(a) Allapotésszeg:
Mivel ismét nem kolcsénhatéd részecskékrdl van szd, egyszertien elegendd kiszamolnunk az egyrészecs-
kés allapotosszeget, majd venniink az N-edik hatvanyat. Definicié alapjan az egyrészecskés particiés

fliggvény
B):ZG*BE“: Z e PAmuB — 2005h(5M ) (4)
o

m==+1/2

Vagyis a teljes, N részecskés allapotosszeg: Zy(8) = ZN (B) = (2 cosh(%)

Ezt az eredményt megkaphatjuk explicit szdmolassal is, ahol direkten az N részecskés dllapotossze-
get szamitjuk ki. Ehhez el6szor paraméterezziik az energiat aszerint, hogy hany részecske taldl-
hat6 az |m = +1/2) éllapotban ezek szama legyen N, ekkor az energia vildgos, hogy En, =
(N_ —Ny) % = (N - 2N+) , illetve ehhez az energidhoz tartozé degenerdciés faktor, azaz azon
allapotok szdma, melyek ezzel az energidval rendelkeznek, a szokdsos médon a g (N;) = ( N+) bino-
mialis egyiitthatoval adhatéo meg. Ekkor a teljes, IV részecskés allapotosszeget a kovetkez6 mddon
irjuk fel: A definici6 szerinti 0sszegzés, ami minden mikorallapotra torténik felirhatd az egyes energia-
értékek szerinti Osszegzésként, hiszen az Osszegzés argumentuma csak az energiatol fiigg. Az egyetlen
dolog amirél itt gondoskodnunk kell, hogy figyelembe vegyiik hany allapot rendelkezik egy adott
energiaval:

N N
N N N—N, Ny
Zn(B) = E (N )e‘<N—2N+)B”B/2 = E (N ) (e—6u3/2> (eBuB/z) _
+ +
N1=0 N;=0

o= (e eﬁuB/Q)N — (2cosh (BuB/2))N = ZN(8).

Ahol az utolsé el6tti 1épésben az Osszegzés elvégzésére a binomialis tételt alkalmaztuk.



(b) Energia szerinti eloszlds egy részecske esetén:

e BE+ ethuB/2 1 1
= = = = . (6)
Z1(B)  2cosh(BuB/2) eFPrB 41 efPx 41

Py (Ey)

Ehhez hasonléan fel tudjuk irni az N-részecskés eloszlast, csak figyelembe kell venniink az energia

e s

N\ e (N=2Ny)BuhB/2 N eN+BuhB
- (3) () e
+/ (2cosh (BuhB/2)) +/ (eBuhB 4 1)
(¢) Atlagos energia:
El6szor egy részecske esetén szamitjuk ki két kiilonb6zé mdédon az atlagos energiat. Elsoként a
hagyomanyos médon, diszkrét valészintliségi silyfiiggvények esetén definicié alapjan:

e=PBx B ePuB/2 _BuB/2  p
= _Zim “Z.(8) 2 2cosh(BuB/2) 5 tanh(BpB/2) (8)

Most az eléadéson tanultak alapjan, a particios fiiggvény logaritmusabdl szarmaztatva:

)
B B s5cosh BB /2 1B
E)=—-——mnZ =—-——1 h(BuB/2)) = ————— = ——tanh(fuB/2). (9
(B1) = — 55 m(Z0(9) = — 55 Inleosh(BuB/2)) = ~ 2 1o = ~F vanh(3uB/2). (0)
Most kiszamitjuk ismét kétféleképpen N részecske esetén is a teljes energia atlagos értékét.
El6szor az allapotosszeg logaritmusanak ismeretében, trividlis médon:
0 0

(E) = 55 (Zn(8)) = — 55 (21 (8) = N (Bx) = N tanh(BuB/2).  (10)

Majd a diszkrét valészintiségi silyok nyelvén:

N N

1 N\ _aginve uB ubB 1 wuB 0 N\ _(veanvy)
(Ex) = Z ( )e BIN=2NZ (N 9N ) — = ——— = = Z ( )e ( +)p
Zn(B) NiZo Ny 2 Zn(B) 2 Op N4 =0 Ny p=puB/2
N-1
= 15 %g (2 cosh(p))™ == : N %N <2 COSh(ﬂlMQB>> ZSinh<BgB> o
v(B) p p=BuB/2 (2608h(%>)
ce= —N’uthanh<B'u23> =N (Ey).

(11)

(d) Atlagos magnesezettség:
Ismét elOszor a konvencionalis médon adjuk meg a magnesezettség varhato értékét: A magnesezettség
két lehetséges értéke attdl fligg, hogy éppen merre mutat a vizsgalt részecske spinje, a magnesezettség
értéke pedig kiolvashaté a Hamilton-operator alakjabdl (Emlékeztetd: Elektrodinamikébdl ismert,
hogy egy mégneses dipdlusra kiils6 B méngeses térben, E = —BM alakt potencial altal keltett erd
hat, ahonnan M = £8) My = £4/2:

(Mi)= )

m=%£1/2

o—BEx peBuB/2 _ o=BuB/2

Al My = 2 2cosh(BuB/2) - Etanh(ﬁuB/Z). (12)

Mivel a szabadenergia F' = E — TS, és esetiinkben a bels6 energia fiiggése a magneses tértol dE =
MdB + ..., igy az allapotosszeggel meg tudjuk adni az adtlagos magnesezettséget:

O by = kT2 (1) = kT2 n(cosh(BuB/2)) = gtanh(ﬂuB/z). (13)

(M) =-55 OB OB

Lathato, hogy a szabadenergidnak a Hamilton-operdtorban megjelen6 kiils6 tér szerinti derivaltja
adja meg az adott kiils6 térhez csatolédé operdtor (esetiinkben a kiisld magneses térhez csatolddik
a spinek segitségével kifejezett magnesezettség operator) varhat6 értékét. Ezt most igazoljuk az N
részecskés esetre is, el6szor definicié szerint Osszegezve az egyes N részecske konfiguracidkhoz tartozd
magnesezettség értékeket, stlyozva a megfeleld valoszintiségekkel. Teljesen analég médon az energia



varhaté érték szdmitdssal a mégnesezettséget az |m = +1/2) allapotok szdméaval indexeljiik, ekkor
felhasznélva, hogy egy adott konfigurdciora My, = (N —N_)§ = (2N, — N) &, a kovetkez6t
irhatjuk:

__1 (N BN —N)“2 p_ 1 pd > (N (2N, —N)
(Mv) = Z5) 2 <N+>e CNe =N 5 = @ 20y 2= (N+>e '

N4=0 PN= p=BuB/2
1 uBd N 1 p < ( uB>> o (ﬁuB)
- = — — (2cosh = —N | 2cosh| — 2sinh| — | = ...
Zn® 2o S 2 2 2
p=puB/2
B
o= N ann (PEBY Ny
2 2
(14)
Most pedig megadjuk az N részecskés szabadenergiabdl valé kiszamitas médjat is:
0 L, 0 B 0 B . BuB
(M) = = P N) = B (2 (5) = N3 I(Z1(6) = N () = ' w2
(15)

Most a magnesezettség variancidjahoz kiszamitjuk elészor ismét az egyrészecske varianciat, amihez
definicié szerint sziikséges a magnesezettség masodik kumuldnsa:

A2 — e*ﬁEiMz _ e BEx 9 9
= Y oMi= Y So—pa=p?a. (16)
m=+1/2 m=+1/2
Innen a variancia:
2
o _ - . 2 _ H
(B02) = OF%) = (01 = /4 (L w3 2) = (5 b ) an

Ezt kévetoen felhasznalva, hogy nem koélcsonhatéd részecskék esetén a variancia additiv, a teljes sz6-
rasnégyzet egyszeriien

2
SM%) = N(GM2) =N (—H 18
o03) = NOMP) =N (o (18)
(e) Mégnesezettség kis terl limeszben:
Kihaszndlva, hogy tanh(z) =  — “;—3 + ..., azt kapjuk, hogy a méagnesezettség atlagos értéke vezetd
rendben a koévetkezot adja:
. B BNQB 3
lim (My) =N +0 (B%). (19)
B—0

(f) Szuszceptibilités:

Ismétlés: A szuszceptibilitds adja meg, hogy milyen a linedris vdlasza egy adott rendszernek a kiils§
magneses tér megvaltozasa esetén, azaz vezetd rendben hogyan valtozik meg a vizsgalt rendszer
magnesezettsége egy kiilsé tér bekapcsolasa esetén.

0
XM =5 (Mn)

2
- N%MO. (20)

H=0

ahol definici6 alapjan a magneses térerésség szerinti derivaltat vizsgaltuk, uoH = B.

(g) Hokapacités:

1

Definicié alapjan, ahol ismét attériink az inverz hémérséklet szerinti derivalasra, 8% = fm%:

Oy — O (EN) _N uB  Otanh(BuB/2) _ ( BuB/2

2
or 2kpT? op cosh(ﬁuB/Z)) Nks. (21)

Vegyiik észre, hogy ahogyan T — 0 mind a nevezd, mind a szamlal6é végtelenbe tart, de mivel a
cosh(x) fliggvény exponencidlisan divergal a hékapacitas eltlinik a nulla hémérsékleten, ahogyan azt el
is varjuk t6le kvantumrendszerek esetén. Erdekesebb eset a T — oo eset, amikor is a szamlalé nulldba
tart, mig a nevez6 1-hez, hiszen lim,_,q cosh(xz) = 1. Ez a kordbban tanult két dllapotii rendszerhez
hasonl6éan az allapotok szamanak véges szamaval magyarazhaté és neve Schottky-anomaélia.



(h)* Entrépia:

A tanult képlet alapjan S = —2E

— 37, ahol a masodik tagban alkalamzva a Ta% =-p % azonossagot:

S(N,pB) = kBNB% In [cosh (BuB/2)] + kN In [cosh(SuB/2)] (22)

= N (BuB/2tanh (5uB/2) + N ln[cosh (BuB/2)]) ki

. Haromdimenziés kvantumos rotator Y
Egy magas szimmetridji molekula forgasi szabadséagi fokait elsé kozelitésben jol leirja a H = 2% Hamilton-

operator, ahol 1% az impulzusmomentum négyzete és © a tehetetlenségi nyomaték. Hatarozzuk meg magas
T hémérsékleten

(a) a Z(T) kanonikus allapotosszeget,

(b) ebbdl az (E) atlagenergidt

(c) és a Cy hokapacitést!
Hasonloképpen diszkutaljuk az alacsony homérsékleti hataresetet!

Egyrészecske Hamilton-operator:

I
- = 2
A=, (23
L2 |l,m) = KA (14 1) |I,m), (24)
m=—-l,—l+1...1—1,1. (25)
Ahol |I,m) az impulzusmomentum operdtor, f/, sajatallapota, illetve ahol m = —I, -l +1,...,1 — 1,1,

Osszesen 20 +1 értéket vehet fel (Emlékeztetd |1, m) az L. operétor sajatallapota is, im sajatértékkel, azaz
L. |l,m) = hm|l,m)).

(a) Allapotésszeg:
R21(141)

Altalanosan felirva a vizsgalt Hamilton-operator sajatértékeivel, H— E = , illetve a hozza

26
tartozd g (E;) = 20 + 1 degenerécids faktorral az allapotosszeg:
Z2(8) =3 (@ +1)e (26)

=0

Ezt a végtelen sort nem tudjuk egzaktul kiszdmolni! (Megjegyzés, ha ez egy integral lenne, akkor
kénnyedén ki lehetne szamolni, hiszen az exponencidlis el6tt 1év6 tag ardnyos az exponens derivalt-
javal). Ezért el6szor a nagy hémérsékletii limeszt vizsgaljuk meg, 5 — 0,7 — oco. Mivel ekkor az
exponensben nagyon kis értékek vannak, melyek nagyon siliriin kdvetkeznek egymas utan, a végtelen
sor jOl kozelithetd egy integrallal:

Kr21(1+1)
26

20 . Bh? _ 20 > _
Z(B) = —5ksTY —5= (2 +1)e” ~———kgT 2z + 1) e @D = kpT,
(6) h2 kB e 2@ ( l + ) € h2 kB /0 dx ( xr + ) e kB

(b) Atlagos energia:
Innen mar kénnyi dolgunk van, hiszen csak ezt a kozelité kifejezés elemezve kell megadnunk az
energiat a jol ismert modon:

(B) = _% In(Z (8 = 0)) = _% ln(;> — kT, (28)

(Megjegyzés: Az ekviparticié tétele alapjin szabadsigi fokonként minden a Hamilton-operdtorban
megjelend kvadratikus taghodl %k BT energia jarulék adédik — a 3 dimenziés rotator egy gémbfelszinen
valé mozgdsnak felel meg, ami két szabadsagi fokot jelent egy részecske szdméra!)

(c) Hoékapacitas:
Definici6 alapjan:

Cy = L = kp. (29)



(d) Ellenkezd, alacsony hémérsékleti hatareset: T — 0, 5 — oco.
[ .. " ( _ghfLa+n)
Ekkor az allapot Osszegben szereplé exponensek nagyon gyorsan levagnak, e~ et 0, ahogyan
az | indexet noveljitkk. Ezért az Osszegzést csak az els6 olyan tagig végezzik el, ami tartalmaz ho-
mérséklet fiiggést, vagyis ebben a hataresetben vezetérendben vizsgaljuk a problémat, ahol a "kicsi"
. iy (o e e _ghtia+n
paraméter vildgos, hogy a gyorsan levigd exponencislis fiiggvény, e e

Z(8 = 00)=1+3e5% +O(e’3ﬁ%). (30)

Innen ismét egyszerti a dolgunk, ha ki akarjuk szamitani az energia varhat6 értékét. Ehhez el6-
szOr még egy kozelitést alkalmazunk, In(1+¢) ~ e+ O (52), ¢ < 1. Ez alapjan az allapotisszeg
logaritmusa, illetve az energia varhato értéke a kovetkezoképpen szamolhato ki:

2 2 2
In(Z (B — 00)) ~ ln(l + 3€_ﬁ%) =3¢ 40 (e_w%) , (31)
0 3h? 2 2
(E) = =55 1n(Z (8 = 00)) = “g-e ™" 0 (e2%). (32)
A hokapacitast pedig ismét a definicié alapjan szamoljuk ki, ahol ismét alkalmazzuk a hémérséklet
szerinti derivalasrol a [ valtozé szerinti derivalasra vald attérést, % = —ﬁ%:
L o(B) ., (128\" s g2
Cy = — —3(22) 5 o( 2%). 33
v kpT2 0B ( o e p+0 (e (33)

3. Csatolt oszcillatorok
Tekintstink 2N db paronként csatolt kvantumos harmonikus oszcillatort, ahol a csatolas a két oszcillator
relativ pozicidjatol fliggé harmonikus csatolés.
(a) Hatdrozzuk meg a Z(T, N) &llapotosszeget!
(b) Hatdrozzuk meg az F(T, N) szabadenergiat!
(c) Ebbdl adjuk meg az S(T, N) entrépiét!
(d) Majd ebbél a h8kapacitést!
(a)

a) A csatolt oszcillitor Hamilton-operatora
2 2
? P Py 1 2.2, 1 2, 2 2 2
H="——+ "4+ -mwz] + -mwz; + mw(z; — z2)°. 34
2m ' 2m 2 179 2 (21— 2) (34)
Vezessiik be a relativ és tomegkozépponti koordinatikat: = = x; — x9, X = “F%2 Ahonnan

r1 =x/2+X, ry = X —x/2, illetve a ldncszabaly alapjdn p; o ~ 6;)1 - = 82)1(2 %—i— 62?2 6% ~ %P:I:p.

Innen a Hamilton-operator:

1 = 32 + pj + §mw2x2 +mwiX? = P2 + v + 1(m/2)(x/5cu)2x2 + 1(2m)wQX2
dm  m 4 2(2m)  2(m/2) 2 2 (35)
— Epom = hw(VBn +m ++5/2+1/2)
A teljes allapotosszeghez el6szor az egyrészecskés:
Zy = P STt . (36)

sinh(3v/5hw/2) sinh(Bhw/2)

n,m=0
Majd innen egyszertien Z(T,N) = Z{.
(b) A szabadenergia:
F(T,N) = —kpTIn[Z(T,N)] = NkpT [m(smh(ﬁmm) + In(sinh(5V5hw/2)) — In 4} (37)

(¢) Innen az entrépia:

S = —g—? = B%kp0sF = BhwNkp B coth(Bhw/2) + ? Coth(ﬁx/ghw/Z)]

— Nkp |In(sinh(8hw/2) + In(sinh(5v/5hw /2)) —1n4} :



(d) Innen a hékapacités:

Cy = T0pS = —B93S = —BhwNkp B coth(Bhw/2) + ? coth(Bv/5hw/2)

1 )
+ (Bhw)?kp |:4Sinh2(5hw/2) * 4sinh2(5\/5hw/2)}

V5

(39)
+ BhwNkp B coth(Bhw/2) + = coth(ﬁx/ghw/m]

2 1 >
= (Bhw)"kp [4smh2(ﬂhw/2) * 4sinh2(ﬁ\/5hw/4)}

Magas T limesz, T" — oo:
Cy = 2Nkg, (40)

ami jol megfelel az ekviparticié tételének, illetve a T — oo klasszikus limesznek!



