Vektor kalkulus - ismétlés

JelOlések:
gradf =V f
divv=V-.v
rot v=V X v
ahol

V*&2+Ag+22
- oz yay 0z

a nabla operator, - a skalaris és x a vektoridlis szorzatot
jeloli. A Laplace operdtor

0? 02 o2
A = 2 = — _— _—
v Ox? + 0y? + 022

I. HAZI FELADAT
A. Feladat (A tipus)

Bizonyitsa be az aldbbi azonossagokat!

1.

V(fg) =gVf+fVg

VX (fv)=fVxv+Vfxv

B. Feladat (A tipus)

1. Legyen T = xy? egy hdrom dimenziéban (z,y, 2)
definidlt skalarfiiggvény. Legyen a = (0,0,0) és
b = (2,1,0). Tekintsiik azt a gorbét, amit az a és
b kozotti egyenes szakasz alkot. Ellendrizze a gradi-
enstétel érvényességét, azaz, hogy a skalarfiiggvény
gradiensének vonalmenti integrélja az adott gorbe
mentén egyezik a T'(b) — T'(a) mennyiséggel!

C. Feladat (A tipus)

Mutassa meg a kovetkez6 azonossdgot! Az fv ..d%r,

Jg-d?f, [ ...dl jelolések térfogati, feliileti, valamint
vonalmenti integralokat jelentenek.

. 31-: . 31‘ . 2.
/VB (V x A)d /VA (V xB)d +/F(A><B) d(lf)

D. Feladat (B tipus)

Szamolja ki az aldbbi integrélt!

/ |r — b|?6%(5r)dr, (2)
v

ahol V egy kocka amelynek éle 2, és
kozéppontja az origd, és b = 4y + 3Z.

amelynek

E. Feladat (B tipus)

Szamolja ki a

3)

<

fliggvény divergencidjat, és ellendrizze a divergenciatétel
érvényességét. Van az origéban delta fiiggvény, ahogy az
r% fliggvény esetében? Mi az altalanos formula az r™r
fliggvény divergencidjara?

II. TOVABBI GYAKORLASRA

A. Feladat

Adott a kovetkez6 vektormezé:

v =y’% + 22y + 22)y + (2y2)2, (4)
ahol X,y,z az kiillonb6z6 iranyd egységvektorokat jeldli.
Adott ezenkiviill a kovetkez6 térfogat: egy egységnyi
oldalui kocka, amelynek az egyik sarka az origéban, harom
éle pedig a pozitiv x,y, z tengelyek mentén talalhatok.

1. Szamolja ki a vektormez6 divergenciajét!

2. Ellenérizze a Gauss-tétel érvényességét erre a vek-
torfliggvényre az adott térfogaton!

B. Feladat

Mutassa meg a kovetkez6 azonossagot!
/f(v ><A)~d2f:/[A>< \d -d2f+/fA-d1. (5)
F F C

Az [ ..d%c, [ ..d°f, [...dl jelolések térfogati, feliileti,
valamint vonalmenti integralokat jelentenek.



C. Feladat

Bizonyitsa be a kovetkez6 &llitasokat! Az fV...dSr,

Jg--d?f, [ ...dl jeldlések térfogati, feliileti, valamint
vonalmenti integralokat jelentenek.

L [,(Vxv)dr = —§, v x d*f

{Javaslat: Alkalmazza a Gauss tételt a v =v x c-t
kifejezésre (ahol c egy konstans vektor). }

2. [,[TV2U — UV2T|d%r = §,,(TVU — UVT) - d2f
{Megjegyzés: Ez Green 2. azonossaga.}
3. [ VT - d*f = — ¢, T x dl

{Javaslat: Alkalmazza a Stokes tételt a v = cT'
kifejezésre (ahol c egy konstans vektor).}

D. Feladat

Szamolja ki az alabbi integralokat!

L. [, dr(r? +r-a+ a*)6*(r), ahol a egy fix vektor
amelynek hossza a. V végtelen térfogat.

2. [yr-(d—r)é*(e —r)dr, ahol d = (1,2,3), e =
(3,2,1), és Vegy 1.5 egység sugarti gomb, amelynek
kézeppontja (2,2, 2).

3. fv e " (V . T%) dr, ahol V egy R sugard gomb ame-
lynek kozéppontja az origd.

E. Feladat

Szamolja ki az r"r fliggvény rotacidjat. Ellenorizze az
eredményt a

l&wxvm%:_%;vxff (6)

identitas segitségével.

F. Feladat

a:/Fdzf (7)

integralt az F feliillet vektorfeliilletének hivjak. Ha F
egy sik feliilet, akkor |a| a szokdsos (skalér) feliilet.

e Szamitsa ki egy R sugaru félgémb vektorfeliiletét.

e Mutassa meg, hogy a = 0 barmely zart feliiletre.

{Javaslat: Alkalmazza a

/V(VT)d?’r = ygw Td*f (8)

identitést. }

e Mutassa meg, hogy

1
a:§¢rxm, )
ahol az integral a feliilet keriilete.

{Javaslat: Egy lehetséges megoldds, ha felraj-
zoljuk a feliilet és az origd altal alkotott tolcsért.
A tolesér feliiletét fel lehet osztani infiniteszimaélis
héromszogekre. A haromszogeket az origd, és egy
adott dl utszakasz két vége alkotjdk. Erre lehet al-
kalmazni a keresztszorzat geometriai értelmezését.

}

e Mutassa meg, hogy

%(or)dl:ax c, (10)
ahol ¢ egy konstans vektor.

{Javaslat: legyen T = c - r és alkamazza a
mésodik Green azonossagot.}

G. Feladat

1. Ellendrizze a Gauss tételt a v = r2# vektorfiiggvény
esetére az R-sugari gémb térfogaton. A gomb
kozéppontja az origd.

2. Szamolja ki a
v = 7 cos(0) + rsin(0) + rsin() cos(¢)p (11)

vektormezd divergencidjat. Ellenorizze a divergen-
ciatételt ha az adott térfogat egy R sugaru félgomb
amely az z,y sik folott helyezkedik el. (A teljes
gomb kozéppontja az origéban van.)

3. Szamolja ki a T = r(cos(d) + sin(d)cos(¢))
skalarmez6 gradiensét és Laplace-fliggvényét.
Ellenérizze a gradienstételt ha az adott 1t a
(0,0,0) pontbdl indulé (2,0,0) pontban végzdds
egyenes, és a (2,0,0) pontbdl indulé (0,2,0) pont-
ban végz6dé koriv majd a (0,2,0) pontbdl induld
(0,0,2) pontban végz6dd korfv egymésutanja.

4. Ellendrizze a Gauss tétel érvényességét a kovetkezd
fliggvényre,

v = r2 cos 0F + 2 cos q’)é — 72 cos 0 sin ¢$. (12)



A térfogat legyen a kovetkezd: vegyen egy gombot
melynek a kozéppontja az origd6. A térfogat
legyen a gomb a koordinata rendszer pozitiv ny-
olcadrészében 1évé feliilete, valamint az xy, yz és
az xz tengelyek altal kozotti térfogat.

. Ellenorizze a Gauss tétel érvényességét a kovetkezd
fiiggvényre,

v = r2sin 0t + 472 cos 00 + 1% tan 0. (13)

A térfogat legyen a kovetkezd: vegyen egy gdmbot,
melynek a kozéppontja az origd. Alkosson egy
tolcsért a z-tengely koril, egy a z-tengellyel 30°-
os szoget bezaré vonal korbeforgatisa altal. A
térfogat legyen a tolcsér és a gomb feliiletének felso
(z > rcos30°) része édltal kozrefogott tartomany
(egy egygombdcos toleséres fagylaltra hasonlit).

H. Feladat

1. Szamolja ki a

v = (24 sin(¢))F + rsin(¢) cos(d)d + 32z,  (14)

vektorfiiggvény divergencidjat. Ellenérizze a
Gauss tételt ha az adott térfogat egy R = 2
sugard negyedhenger mely a pozitiv x,y negyed-
ben taldlhato, igy, hogy a teljes henger tengelye az
z tengely. A henger magassiga 5,ésaz=02z=25
pontok kozott helyezkedik el.

GRADIENS-, DIVERGENCIA, ROTACIO
FORMULAK GOMBKOORDINATA

RENDSZERBEN
e Gradiens:
or . 10T 4 1 0T -
V=5t a0 T rsmo 9o

e Divergencia:

10, 1 9,
V-v= T—Qa(r vp) + m%(smevg) +
L 9vs
rsinf O0¢
¢ Rotécié:
1 a,. Ovg | ..
Vxv= ez [%(SIHQ%)_%] r+

1 1 Ov,

0 ~ 1[0 N
v |50 99 ‘ar““%)}@ ﬂ{ar(’"“e*ae] ¢.

GRADIENS-, DIVERGENCIA, ROTACIO
FORMULAK HENGERKOORDINATA
RENDSZERBEN

e Gradiens:

or. 10T . JT.
VT—EI‘—F;% +EZ.

e Divergencia:

1% + dv.
rdp Oz

0
V-v= E(TUT)—I—

e Rotacio:

Uxyo [lavz 5‘1}4)} - {81)7, 31}1 (;AS

rdp 0z 9z or

1[0 vy | .
+ [&n(r%) — 8@5} Z.



