Példak: Magnetosztatika, magneses anyagok

I. ELMELETI OSSZEFOGLALO

1. Méagneses dipdlus:
A dram elrendezéstdl kellben messze, r > d, ahol d az dram elrendezés atmérGje, tavolsagra vizsgdlva a magneses
vektorpotencidlt az elsé rendi tag ~ % kiesik sztatikus esetben < V -j = —dip = 0, mig a méasorendil tagot
~ %2 nevezziik magneses dipdlusnak

m = /&m “r (1)

Hom XT
2
Afr) = b0 2
Vékony egyenes vezetd esetén, ahol d®r j(r) = dr I:
m = I/r x dr = zart gérbe esetén: m = I/ d*f. (3)
F

2. Magneses skalarpotenciél:
Megszoritva vizsgaldddsunkat arra térrészre, ahol V x H = 0, az elektrosztatikus potencial mintdjdra beveze-
thetjiik a mégneses skalarpotencialt:

H=-VU,, (4)

azonban, ha ezt olyan térrészben tessziik, mely nem egyszeresen Osszefliiggd, azaz van benne egy szingu-
laritas, azaz a tartomanyt keresztezi egy aram, akkor gondoskodnunk kell a skalarpotencidlnak egyrészt az
egyértékiiségérol, illetve arrdl, hogy legyen benne egy ugras, amivel visszakapjuk az Ampere torvényt:

%drH:f?gdrV\Ilm:\Ilm(rofO)f\I!m(ronLO)EuOI, (5)

ahol ry egy tetszoleges kezdépont a zargdrbén és a +0 jelolés indikalja, hogy tortént egy ugrds a fiiggvény
értékében a zart gorbe mentén, amely definicié szerint ardanyos a korbezart drammal.
J6 példa erre a végtelen egyenes vezeto:

pol
H="—¢p, 6
27ch (6)
pol
U, =———0. 7
5% (7)
Ekkor telejsiil, hogy H = —VV¥,,, illetve az is, hogy tetsz6leges az origét/dramot korbezéré gorbe mentén

vett integrélja —V¥,,-nek éppen ¥,,(0) — ¥,,(27) = pol, mindazondltal, hogy a skaldrpotenciél tovdbbra is
egyértéki!

3. Mégneses tér anyag jelenlétében:
A legalacsonyabb rendii kozelités a magnesezheté anyagok modellezésére, egy magneses dipdlsiiriiség bevezetése:

m = /dng(r) (8)

Ekkor a teljes magneses tér szétvalaszhatd a szabad aramok altal keltett tér és a polarizalt aramok &tlal keltett
tér Osszegére:

B = jio(H + M) (9)
ahol definici6 szerint

V x B = pojtot (10)

V x H=jg, (11)

VxM :jpol (12)



Tovabba a hatarfeltételek ekkor egy tetszOleges magnesezheté anyag S hatdran n normalvektorral az adott
feliileti pontokban:

n-(B; —By) =0« B, folytonos & V-B =0 (13)
H, — H, = n x K, & H,; folytonos, ha nincsenek feliileti szabad dramok < V x H = jg, (14)
Bk — Bb =nx Kpol (15)

Ahol az elektrosztatikahoz hasonléan a feliileti aramstiriiség kiszamithaté a magnesezetttség feliileti értékével:
Kpol :(Mk - Mb) Xn. (16)
II. KONYVTAMASZ ALAKU HUROK MAGNESES DIPOLMOMENTUMA

Adott az dbran lathat6 vezet6 alakzat (hurok), amelynek minden éle w hossztisdgi. A hurokban I dram folyik.
Hatarozza meg az dramvonal magneses dipdlmomentumat!

FIG. 1.

Megoldas:
Alkalamzzuk a méagneses dipélusra levzetett formulat egy koraram esetén:

m:/d?’rj(r)xr:.fyg drxr:I/de (17)
oF F

Ahol az utolsé esetben tetszéleges felillet esetén az infinitezimdlis felilletdarab wvektorokat is Osszegezniink kell!
Esetiinkben alkalmazzuk a szuperpozicié elvét, amikor is vesziink egy-egy zdrt xz és xy sikbeli téglalapot, amik
teriilete w?/2 és iranyuk X, illetve 2 a kettd elrendzés szuperpoziciéjaban éppen kiesik x tengelyen foly6 aram,
ami visszadja az eredeti elrendezést, illetve az egyes darabok mégneses dipolmomentumai az eléaddson tanultak
alapjan egyszeriien csak a feliilet normélisaval parhuzamos irdnya és az dram, illetve feliillet nagysdganak szorzataval

megegyez6 hossziisagt vektor, mivel ¢, dr x r = [, d*f

m = Jw?(x + 2) (18)

III. MAGNESEZETT GOMB

Adott egy R sugaru gomb. amelyben homogén és dllandé M = MZ mégnesezettségli permanens méagneses anyag
van (Un.: “gdbmbmdégnes”). Ennek mdgneses tere ismert.
A g6mbon beliil (legyen ez a 2-es tartomdany):
1 2
Hg = 7*M, BQ = ‘LL()gM (19)
A gombon kivill (legyen ez az 1-es tartomény) a médgneses skaldr potencidl egy m = mZ pontszerti dipdlus terével
adhat6 meg, azaz

1 mcos@

<I>1(r):ﬂ o (20)




Ahol (1,0, ¢) gémbi koordindtdk. Valamint

_ 4T R3
3

m M. (21)

1. Helyezziik el ezt a gmbmégnest egy Bo = poHop = Bpz homogén mégneses térbe 1gy, hogy az M ne valtozzon
meg (permanens mégnesrdl van sz6)! Hatdrozzuk meg az eredé B-t és a H-t a gémb belsejében!

2. Legyen most a gombmagnes anyaga egy linearisan magnesezhetd anyag, azaz amelyre igaz, hogy B = pyH =
poprH. Az els6 kérdésre adott vélasz ismeretében hatarozza meg az M és a Bg kozotti kapcsolatot!
Megjegyzés: A kapott Osszefiiggés elektroszatikus analégidjaval mar taldlkoztunk a Clausius-Mosotti egyenlet
targyaldsakor.

3. Vizsgaljuk meg, hogy a méasodik kérdésben targyalt elrendezésnél mi a kapcsolat a gombmagnes belsejében 1év6
B és a By kozott paramédgneses és diamagneses anyag esetén! Vazoljuk fel a méagneses indukciévonalakat!

4. Adjuk meg a feliileti polarizalt dramokat és a vektorpotencialt is az els6 esetben!

Megoldas:

1. Tudjuk, hogy magneses anyag esetén a kovetkezd Gsszefliggés 4ll fent:

B = uo(H + M) (22)
Esetiinkben a teljes mégneses indukcié, a mégnesezettségbdl adodd jarulék és a kiilsé tér szuperpoziciéjabdl
ered:
2
B:B2+BO:NO§M+BO (23)

Innen, mivel a gomb magnesezettsége nem valtozik meg egyszeriien megadhaté a magneses térerésség:

1 1 1
H=—B-M=—By—--M (24)
Ho Ho 3
2. Esetiinkben csak ki kell fejezni By és M kapcsolatat:
1 1 2 1 1 3(pr — 1
HB(H0M+BO)BOM:»M(“) (25)
L p\'""3 Lo 3 1o (2 + pir)
3. Most az el6z6 Osszefliggést B és Bg-re irjuk fel:
2 3y
B=pu-M+By= B 26
Hog + Bo 2+ 0 (26)

Paramégnes esetén u, > 1, vagyis B > By, egy er6sebb mégneses teret kapunk vissza, mig diamagnes esetén,
wr < 1= B < By, gyengébb tér adédik vissza!

4. Haszndlva a tanult osszefiiggést, K = n x M, ahol azonban most henger koordindtakban n = r, illetve ekkor
T X z = (sin # sin ¢, — sin 6 cos ¢, O)T = py, ahol ez az egységvektor most gémbi koordinatdkban értendd, innen

egyszerien
K = Mopp . (27)

A vektorpotencidl pedig belil » < R (ismét szimmetriai megfontoldsokbél A = A,p, de most henger-
koordinatakban kifejezve, ami a gémbon belill minden pontban érvényes lesz):

1 2 My .
VX A= ;ap(pAgo) = MogM — A= Mog Opcp, (28)

ahol az integralds soran bejovo konstansokat gy véalaszottuk meg, hogy nulldban eltlinjon a vektorpotencial.
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Kiviilrél a gomb definicid szerint egy az m = %WR?’M altal jellemzett méagneses dipélusnak latszédik, aminek a
vektorpotencidlja definicié szerint:

7p0m><r7,u0msin6hi,quR3pA
B T P R G e B

(29)

ahol most r = /a2 + y2 + 22 ”szokdsos” gombi koordindtarendszerbeli sugdr, r = (sin 6 cos p, sin € cos ¢, cos ),
illetve p = /22 + 92 a polar sugédr és ¢ is gombi koordindta rendszerben értendd! Ldathatd, hogy teljesiil a
folytonosségi feltétel, hiszen ha r = R, akkor a kiils6 esetben az érték A = “‘)TM‘”’gb, ami éppen megegyezik a
belsovel a hatédron!

IV. MAGNESEZETTT HENGER

Adott egy z irdnyban végtelen hosszi, R sugaru henger, amelyen beliil a mégnesezettség:

’I”2

R2

M = My—5¢

a hengeren kiviil a magnesezettség zérus.
1. Hatarozza meg a magnesezettségbdl a kotott aramsiiriséget mindenhol a térben!
2. Hatdrozza meg a hengeren atfoly6 kotott dram nagysdgat!
3. Adja meg az integrilis Ampere-torvényt a kotott aramral
4. A kapott egyenlet alapjan adja meg a magneses indukcié vektort mindenhol a térben!
5. Hatdrozza meg a vektorpotencidlt Coulomb-mértékben mindenhol a térben!

Megoldas:

1. Hasznaljuk a a tanult Osszefiiggést, miszerint
V X M = jpol (30)

a magnesezettség iranyabdl adédoan rogton latszik, hogy csak z irdnyd lehet az dram slirliség, amire pedig a
gbémbi rotacié alapjan a kovetkez6 adédik:

3M07’ ~
Z

1 1 1
V X M(I‘) = <T‘5¢Mz — 5ZM¢> f' +(({9ZMT — aer) ¢ —+ ;((%(TM@) — a@Mr) 2 = ;8T(TM¢) = 7 (31)
2. Ekkor az atfolyé aram nagysaga, egyszeriien csak a keresztmetszetre vett feliileti integral:
R 37“2
I= 27r/ dr Moﬁ =27 MyR. (32)
0
3. Az integrédlis Ampere torvény alapjén r < R esetén:
" 3(r')? r3 r?
27r/ dr’ My (RQ) = QWMOE =2mrMy(r) - M = Moﬁgo. (33)
0

4. Most az polarizalt aram ismeretében hasonléan meg lehet mondani a méangeses indukcié vektort, mivel nicsnenek
szabaddaramok, a kovetkz6 adddik, illetve hasonld szimmetriai megfontolasokbdl

3(7"')2 r3 r?
m 27T,UOMOE =2nrBy,(r) » B = ,quoﬁgo, (34)

27T/.L0 / dT/ M()
0

ha r < R.



A hengeren kiviil pedig, egyszerlien visszakapjuk az Ampere torvénybdl az egyenes vezetd terét, viszont itt
figyelembe kell venniink a megjelend feliileti aramokat is, amit az elektrosztatikdhoz hasonléan a magnesezettésg
feliileti értékébdl adhatunk meg

K =M x n(R) = Myz, (35)
ahonnan az indukciévektor:
B_ QMOMORgb. (36)
r
5. A vektorpotencidl esetiinkben kénnyen szarmaztathaté az indukciévektorbdl, mivel V x A = —9,. A, ¢, ahonnan
A, =2uoMoIn(r/R), har > R (37)
A, = MOM()%, har <R (38)

ahol masodik tagban 6gy vélaszottuk meg a kosntans eltolast, hogy a hataron folytonos maradjon a vektorpo-
tencidl.

A vektorpotencidl divergencidja:
V-A=0,A,=0, (39)

vagyis Coulomb mértékben vagyunk.

V. SIKLAP ES DIPOLUS

Egy 2a vastagsagu siklapban J = Jyz dram folyik. A siklapot felezi az yz sik, azaz x = —a és x = a sikok k6z6tt
van. Egy magneses dipélus m = mX van az origéban.

1. Hatérozza meg a dipdlusra hat6 er6t!
2. Hatarozza meg a dipdlusra haté erét, ha a dipflmomentum m = mgy!

3. Az elektrosztatikus esetben F = V(p-E) és F = (p- V)E ekvivalensek, de ez nem igaz a mdgneses analégjukra.
Miért? Szdmolja ki a (m - V)B kifejezést a fenti két esetre!

Megoldas:

1. El6szor az indukcié vektort hatarozzuk meg! Tudjuk, hogy egy z-re, meréleges sikban, x = a-ban atfoly6 feliileti
dramsliriiség altal keltett tér ~ B = poKsgn(z — a) y, ahol K = kz = Jydx 2. Ezeket felosszegezve egyszeriien
a sikon kiviili tér:

By = poJoasgn(z) y, ha |z| > a (40)

Mig a bels6 tér hasonlé médon szamolhatd, ki de figyelembe kell venniink, hogy egy adott x pontban a két oldalon
folyé daramok ellentétes iranyu teret keltenek, vagyis ekkor Osszesen egy 2x magassagu térfogat tartomany fogja
jelenteni a kiilonbséget:

By = poJory (41)

Most kiszamoljuk ez alapjan és az el6addson levezetett formula segitségével az origéba helyezett m = mgy
dipdlusra haté erét:

F= grad(m . Bb) = F;, = mkal(Bb)k 0 = mkuojoéméi,g =0 (42)

r—

mivel m-nek csak = irdnyd komponense van, my = d,1mo.



2. m = mygy irdnyud dipdlus esetén trivialisan

F; = mppoJodr,20;2 = mopoJodi e = F = mopgJoX

(43)

3. Elektrosztatikdban egy toltéseloszlasra haté erd altalanos kifejezésébdl kiindulva a kovetkezé moddon tudjuk

megadni az oriban 1évé dipdlusra haté erét egy tetszoleges kiils6 tért esetén

F; = / d®r p(r) Ei(r) = / d®r p(r)(E;(0) + 10, E;(0)) = / d*r = QEy(0) +(pV) E;(0)
A feladatban kiirt egyenl6ség a kdvetkezé mddon lathaté be:

pl(ﬁlEi — @El) = plf‘:lik(rOt E)k =0

(44)

(45)

mivel az elektromos tér rotacié mentes, vagyis pj0, E; = p10; E; < (pV) E = V(pE). Léathatd, hogy ha elvetjiik a
rotdciémentességet, akkor a fenti ll{tds nem lesz igaz! Vagyis magnetosztatika esetén nem igaz, hogy (mV) B =
V(mB), ahol ismét felirhatjuk a dipélusra haté erét egy altaldnos drameloszldsbdl szérmaztatva tetszdleges

kiils6 elektromos tér esetén:
F, = /dSrJ(r) x B(r) =--- = 9;mB; = 0;(mB)
illetve a fentebbi érvelés valoban nem allja meg a helyét, mivel
ml(alBi — 0;B;) = myey(rot B)k = LoMmi€likJk <:>(II’1V) B — V(mB) =poJ X m
A mi esetlinkben a két dipélus irdnyra:

(mV) B = {moaxﬂoJoﬁﬂf’ = mopoJoy, m = moX

modypoJory = 0, m = mqgy

Lathatoan éppen forditott médon kapjuk meg az eredményeket!

VI. DIAMAGNESESSEG NAfV MODELLJE

Vegyiik egy elektron pélydjat az atommag koriil korpalydnak. Az elektront magat vegyiik egy koraramnak:

e ev
I=7=%r
azaz a palyahoz rendelhet6 dipdlmomentum
m= flevRZ.
2
A keringé elektronra hat az atommag vonzereje, azaz
1 e? v?

—— =M—.
e R? ‘R
Ha az anyagot magneses térbe helyezziik, egy tovabbi erd, a Lorentz eré is hat az elektronra, igy

1 €2 2

+evB =me.—,

4meg R? R
ahol ¥ a magneses eré hatasara moédosult sebesség.

1. Mutassa meg, hogy ha Av = v — v, akkor

Av — eRB .
2me

Irja fel a dipSlmomentum valtozését (Am) is, a magneses tér (B) fiiggvényében!

(46)

(51)

(52)



2. A fenti modell alapjan adjon egy becslést a réz szuszceptibilitdsara (xm,)! A mért érték y,, = —9.7 x 1076,
Handbook of Chemistry and Physics, 67th ed. (Boca Raton: CRC Press, Inc., 1986).

Megoldas:

1. Elektronok kordrama, mint klasszikus részecskék kormozgésa, I = 7 = 525, amihez m = f%evRZ, mig a

. ” 7 ’ ’” ’ 2 2 . ’ 7o 7’
keringd elektronra haté vonzderd az atommag altal ﬁ% = My, amihez még a Lorentz erd is tdrsulhat,
Osszességében a kovetkezdt adva:

1 e? - 02
Treg 2 T B =My (54)
A maégneses tér nélkiili sebesség konnyedén megadhaté v = \/#W’ mig v a kovetkezoképpen adhaté meg
egy masodfoku egyenlet megoldasaként:

o= OR (R 2 p“ bR, < (55)
b= ~
2me 2me dmegRme ~ 2m.  \/AmeoRm,’
ahonnan Av ~ $88 — Am = —LleAvRz = —%i

2. Ehhez sziikségiink van a réz anyagsfirfiségére, ami A =~ 103 1/m3, ahonnan AM = N m = x,, ~ poNAm ~
N S ahol R~ 1,3510710 = y,, ~ 5 x 1076,

Me




