Példak: Magnetosztatikai alapok

Megjegyzés: az Osszes konkrétan kiszamolt vektorpotencialrdl és magneses mezordl érdemes rajzot késziteni!

I. ELMELETI OSSZEFOGLALO

e Biot-savart torvény
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Kihaszndlva, hogy |rr:7rr;l|3 = —V(#), illetve, hogy tetsz6leges f(r) esetén (j(r') x Vf(r)); = eujiOf =

[r—r’]

—ak (G- e = =V x (§(r') - f(r)).

B(r) =Vx & /d3r/ j(r/), =V X A(I’) = A(r) = Ho /d?’r' j(r’) (2)
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Eléadason tanultakbdl ilyenkor rogtén kovetkezik, hogy V - A(r) = 0. Azonban, mivel az egyetlen dolog, ami
fizikai tartalommal bir a V x A(r) = B, ezt azonban nem csak a fenti vektorpotenciél elégiti ki, mivel tetszéleges
X skaldrtér esetén V x (Vy) = 0, azaz mindig élhetiink egy mértékszabadsdggal

A'(r) = A(r) + Vy. (3)

A Biot-Savart torvénybdl levezetett képlet fontos tovabbi tulajdonsaga, hogy V x B = pyj, illetve V - B = 0.
Tovabba a vektorpotencial fenti specialis alakjabdl régton lathato, hogy

AAuM¢¢A( >Lhﬂrﬂf (4)
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Azaz, "agy viselkedik mint a Laplace-egyenlet, csak vektoros alakban”

e Forditott iranybdl vizsgdlva a magneses teret a kovetkez6t mondhatjuk: feltessziik, hogy tudjuk V- B = 0 és
V x B = pugj, amibdl rogton kovetkezik, hogy kereshetd

B=VxA (5)

alakban. Azonban ebbél még kordntsem kovetkezik, hogy V - A = 0, csupan ismét azt tudjuk, hogy tetszéleges
A’ = A + Vy teljesiti a megkovetelt osszefliggést. Coulomb mértéknek nevezziik, amikor teljesiil a V- A =0
Osszefiiggés. Ekkor felhasznélva a szintén elore ismert V x B = poj Osszefliggést azt kapjuk, hogy

Vx(VXA)=V(V-A)—AA = poj = AA = —p1j (6)

amely Poisson egyenlet partikularis megolddséat egyszertien meg tudjuk adni

Mn—@/&ﬂiﬁf (7)
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Vegytik észre, hogy a mértékszabadsag alakja az elektromos skalar potencial esetén joval korlatozotabb volt,

mivel ott csa kegy kosntans elotlas erejéig kaptuk vissza ugyanaza fizikai mennyiséget és igy mindig érvényes
és ®'(r) = O(r) + D¢

/
r

volt az analég médon megadott alakja a partikularis megoldasnak, ®(r) = £ [ d3r’ =

e Biot-Savart torvény egyenes vezetd esetén, d3r’j(r’) = dr'Il

mn:ﬂﬂ/mdiif (8)
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II. A VEKTORPOTENCIAL REKONSTRUKCIOJA

Vegylik észre a formalis analégiat a magnetosztatika Maxwell-egyenletei

rot B(r) = uoj(r) div B(r) =0 (9)

és a vektorpotencidlra Coulomb-mértékben érvényes Osszefiiggések:

rot A(r) = B(r) div A(r) =0 (10)

kozott!

1.

frja fel a Biot-Savart torvény analégjat arra, hogyan lehet a vektorpotencialt elééllitani a mégneses mez6 is-
meretében!

Megoldas:
Tudjuk, hogy egy dr’ infinitezimdlis nagysagu szakaszban atfolyé dram a kovetkezd mégneses teret kelti:
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amit, ha gy frunk fel, hogy a szakasz darab drama egy dA’ feliileten 4tfoly6 j(r') feliileti dramsfirtiséghdl ered
és Osszegzunk a vizsgélt elrendezés minden szakasz darabjara, a kovetkezot kapjuk:

B(r) = @/d%’w. (12)
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Ezzel analég médon adhaté meg a vektorpotencidl, ahol csak le kell cserélniink a poj(r) tagot B(r)-re:

A= L [ BELKCr) o [ gy Q)2 Xl o) 1)
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Vegyiik észre, hogy ha fenti egyenletbe beirjuk B(r) integralis alakjét, akkor a

. Mi az Ampere-féle gerjesztési torvény megfeleléje?

Megoldas:
Az Ampere-térvény az integrélis alakja a Biot-Savart torvénynek:

rot B(r) = poj(r) = /FderotB(r) = drB(r) = MO/Fdej(r) = pol . (14)
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Ismét lecserélve a ppj(r) tagot B(r)-re a kovetkezd analdg kifejezést kapjuk:

- drA(r) = /Fd fB(r) . (15)

III. VEGTELEN HOSSZU SZOLENOID ES TOROID

Adott egy R sugaru, kor keresztmetszetli szolenoid, melynek tengelye a z koordindtatengely. A végtelen hosszinak
vehet6 tekercs belsejében a magneses térerdsség ismert és homogénnek tekinthetd, az egységnyi hosszra esé menetszama
pedig n.

1.
2.

Mennyi a magneses indukcié a tekercs belsejében és azon kiviil?

Hatarozza meg a vektorpotencialt a tekercsen beliil és kiviill Készitsen dbrat a magneses mezérol és a vektor-
potencialrol!

. Szamolja ki a vektorpotencial roticiéjat a tekercsen beliil és kiviill Ertelmezze az eredményt!

. Tegyiik fel, hogy a szolenoid keresztmetszete nem kor alaki! Mutassa meg, hogy a magneses tér a magneses tér

egy végtelen hosszi szolenoidon beliil a tengellyel parhuzamos, a keresztmetszet alakjatol fliggetleniil. Mekkora
a tér nagysaga kiviil, illetve belil?



5. Hatdrozza meg egy toroid tekercs (zart kor alakba hajlitott szolenoid) mégneses terét! Homogén-e ez a mezd?

Megoldas:

1. A mégneses tér a mi kozelitésiinkben &dllandénak és z irdnytnak vehetd, B(r) = Bz. Ekkor haszniljuk az
Ampere-torvényt a tér nagysigdnak meghatirozasihoz, amihez tekintsiik azt a y zart gérbét, ami parhuzamos
a z tengellyel és a merdlegesen folytatddik a tekercsen kiviil, majd a maésik parhuzamos része nagyon messze
van a tekercstol, annak érdekében, hogy a tekercsen kiviili részein nulldnak vehessiik j6 kozelitéssel a mégneses
teret:

%dr B(r) = LB = ugLnl = B(r) = ponlz. (16)
8!

A tekercsen kiviili teret pedig egy olyan «y gorbére valé vonalintegréallal adhatjuk meg, ahol a gorbe egy r > R
sugaru koncentrikus kor és meroleges a z tengelyre. Ekkor az atfolyé dram egyszeriien csak a tekercsen végig
foly6 I arammal egyenl6:

pol

yg rB(r) mrB, = o (r) -

(17)

ahol @ =(cos ¢, sin @, 0), illetve a rendszer szimmetridja miatt feltehettiik, hogy ekkor B(r) || 4.
2. A vektorpotencidlhoz alkalmazzuk az Ampere-térvény analdgjat a tekercsen belill egy r < R sugard korre:

pwonlr
2

fdr A(r) =2nrA, =mr’B = A, = % = A(r) = p, har <R, (18)

illetve ki kell szamitanunk ehhez még a tekercsen kiviili ¢ irdnyud térbol ered6 vektorpotencialt is, nevezziik ez
utébbit As(r)-nek, ami azonban a terkecsen beliil fliggetlen r-t6l és csak egy konstans eltoldst okoz a vektorpo-
tencidlban, amit rogzit a folytonossagi hatarfeltétel. Ez onnan lathatd, hogy ismét véve a kordbban a méangeses
indukci6 vektornal hasznalt gorbét annak a tekerccsel parhuzamos r-nél 1évé rész ad jarulékot, azonban a tekerc-
sen beliil a koriil 6lelt magneses fluxus nem ad jarulékot, igy nem fiigg att6l, hogy milyen r < R-nél helyezkedik

el a gérbe parhuzamos része.
A tekercsen kiviil, » > R esetén figyelembe kell venniink mind a tekecs teljes 7R? B fluxusét, ami ad egy “O"IR

jarulékot, a z iranyud tagban, mind a mostmar r fliggd jarulékot, ami a B,-bdl adédik
20/ / NOI r ol r
drA) = 1A, — [ @ Bw)=L [ a'B, =8> m ( ) = A (r) = 22 n(—) . (19)
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ahol a logaritmusban 1év6 konstanst ugy valaszottuk meg, hogy a vektorpotencidl z komponense folytonosan
tlinjon el az r = R-ben:

pol (r ) . ponIR?
Alr)=—"—In(—= —_ 2
(r) 2T . R Zt 2r ® (20)
3. A rotécié szamoldshoz hasznaljuk a rotacié henger koordinata rendszerbeli alakjaval:
1 . L1 .
rot A(r) = (p(’?@AZ - (‘LAW) p+(0.A, —0,A.) ¢+ ;(ap(pAp) —0,A,) 7. (21)

A tekercs belsejében csak A, komponensiink van, ami csak r-tdl fligg, azaz a rotaciébol csak az %&(TAW) = ponl
tag fog megmaradni, ami z irdnyu és igy helyesen visszkaptuk a magneses teret beliil! Most a kiils6 tartomanyban
az 10,(rA,) = 0 helyesen zérust ad, mig a —0, A, = “7‘;5 , ami a rotdcié képlete alapjdn ¢ irdnyu, ami egyezik
a kordbban kapott magneses térrel.

4. Nem kor keresztmetszetil, de végtelen hosszi szolenoid esetén az Ampere térvényt ugyanarra a -y gorbére felirva,
mint a koralakindl ugyanazok a kozelitések miikédnek. Ugyanigy a szolenoidon kiviil az Ampere-térvényben
csak az r > R, ahol most R a szolenoid maximalis szélessége, kor altal korbezart dramot kell tekinteni.



5. Toroid tekercs esetén, aminek a bels6é sugara a, ha r < o visszakapjuk a sima I aramu korvezet6 esetét, ahol
egy Rdp ¢ irdanyl szakasz arama a kor kozéppontjaban

pol 1
dB, = —— 22
4 R (22)
infinitezimélis z irdnyu jarulékot ad, amit he felosszegziink a szog szernt a teljes eredmény:
MOI
B= 23

Szintén az a > R hataresetben a toroid belsejében egyszeriien egy a < r < a + R sugari korre irjuk fel az
Ampere-torvényt, ami a kdvetkezdt adja:

Ina |
polha . (24)

r

%drB(r) = 2mrB = 2manuol = B(r) =

Az R < a hatéreset egyben ekkor azt is indikalja, hogy a toroidon kiviil, » > a4+ R nincs magneses teriink, mivel
a toroidban egymassal ellentétesen foly6é aramok az a < R feltétel miatt “"nagyon kozel vannak egyméshoz”, igy
minden a nagysagrendli pontban a jarulékuk jo kozelitéssel kiejtik egymast!

IV. EGYENES ARAMVONAL

Adott a z-tengely mentén egy végtelen hosszu egyenes I dramvonal.

1. frja fel a vektorpotenciél integralkifejezését és szamitsa ki az eredményt! (Segitség: érdemes észrevenni a
vonaltoltéssel valé analdgiat!)

2. Hatarozza meg a vektorpotencidl ismeretében a mégneses indukciét!

Megoldas:
A vektorpotencial kifejezhetd az elektromos potencidllal analég médon Coulomb mértékben, VA(r) = 0, a kovetkezd
modon:

s()
rotrot A(r) = —AA(r) + graddivA(r) = —AA(r) = uoj = A(r) = Z—O /dgr’ ;(r 3/| (25)
= _

Esetiinkben d®r’ j(r') = I dr’ = Idz %, ahonnan az integral a vonaltdl r tavolsdgra a kovetkezd alakot olti:

/lof ol o0
= / m Eash(z) ‘700 . (26)

Lathaté médon ez az integral nem fligg r-t6l, illetve a két hatarértékben az eredmény végtelen, ami egy teljesen téves
eredmény, mivel tudjuk, hogy ennek a vektorpotencialnak a rotaciéja egy nem zérus és véges magneses teret kell, hogy
adjon! A hiba onnan ered, hogy a vonal végtelensége miatt bejohettek végtelen nagy konstansok a kifejezésbe, amik
Velfedték” a valds r fliggést!

Vegyiink egy 2L hossziisdgi vonalvezetot, ahol most az integral a kovetkezd alakot olti, amikor r tavolsigra és z
magassagban akarjuk megadni a vektorpotencidl értékét (az dltaldnossdg megcsorbitdsa nélkiil elegendd csak a z = 0-
ban vizsgdlni a problémaét):

T L— z)/r 1
A, (r) = Eo8

L 1 Mof ol
dz = :—(ash(( —2)/r) —(ash(=(L = 2) /1)))
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(27)
ahol az utolsé 1épésben az L — z ~ L kozelitéssel éltiink, illetve ahol az utolsé tag valéban, bar tartalmaz r fiiggést,

eltlinik, ahogyan L — oo, tovabbé az els6 tag tartalmaz egy végtelen konstanst, amit azonban elhagyhatunk, hiszen
agy is kinulldzédna a rotacié képzés utan. Ekkor lathatéan teljesiilni fog a vektorpotencidl és a magneses tér kozotti



Oszefliggés, hiszen esetiinkben, amikor csak az A, (r) komponens nem zérus, rot A = —9, 4, = —‘;%TI@T In(r/L) ¢ =
I I ~

£ o = B(r) = £2¢.

Teljesen analdg eset tarul elénk a vonal toltés esetén, ha exlicit integraldssal akarjuk meghatérozni, csupan a ’%FI >

1 7?50 megfeleltetéssel kell élniink, ahol A a homogén vonaltoltés siirtiség. Azonban a végtelen konstansok elhagyédsa a

elektromos potencidl esetén is megengedett 1épés, tehat minden ugyanigy miidédik mint fentebb a vektorpotencidl
esetén.

V. KORALAKU ARAMHUROK TERE A TENGELYE MENTEN

Adott az zy-sikban egy R sugarid, koralakd daramhurok, amelyben I aram folyik. A kor kézéppontja az origéban
van. Hatdrozza meg a vektorpotencidlt és a méagneses indukciét a z tengely mentén!

Megoldas:
Hasznaljuk ismét a vektorpotencialra a korabban levezetett integrél kifejezést, ahol most d3r’ j(r') = IRdyp ¢, illetve
a z tengely mentén |r — r'| = V22 + R%:

27
ol R 1 .
A(z) = dp————=¢p =0 28
O e et (25)
mivel fo% dpp = 0. Ebb6 lazonban még nem tudjuk szarmaztatni a mégneses indukciévektort, mivel, hogy

mindhdarom véltozé szerint tudjuk képezni a rotaciéban a vektorpotencial parcialis derivaltjati, ahhoz ismerntink
kellene mind az 7, mind a ¢ fliggését (vagy legaldbb is a dr értéknél, ha a derivédtlakat r = 0-nal akarjuk kiszdmolni).
A korrekt eredményhez ki kell szdmolnunk explicit integrdldssal a mégneses teret, ahol ismét |r — r'| = V R? + 22,
illetve r — ' = 2z — R+, ahonnan a Biot-savart torvény a kovetkezét adja a z tengely mentén:
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(29)

Léthatéan kaptunk az integrdl kifejezésen belill egy latszélag ¥ = (cos¢,singp,0) irdnyd tagot is, ami azonban
f02 "dp(cos p,sinp,0) = 0 médon nulldra integralédik, illetve kaptunk még egy extra jarulékot, amit a vektorpo-
tencialbdl csak akkor kaphattunk volna meg, ha figyelembe vessziik annak tetszéleges r fliggését is.

VI. VEGTELEN SIKLAP EGYENLETES FELULETI ARAMSURUSEGGEL

Adott egy végtelen kiterjedésti, vezets siklap az xy-sikban. A vezetd lapon x irdnyban dllandé nagysagu K feliileti
dramstliriiség folyik. Hatdrozza meg a B(r) magneses indukciét mindenhol a térben!

Megoldas:

Legfontosabb megfigyelés a rendszer x, y-bel kétdimenzids eltolasi invariancidja alapjan, hogy a tér nem fiigghet z, y-
tol! Illetve, mivel az aram végtelen nagy kiterjedésii a magneses tér a z valtozétol sem fiigghet, mivel mindegy milyen
messze vagyunk a siktél, mindig ugyanazok lesznek az dramok jarulékai adott pontban. Tovabba azon feliil, hogy
a Biot-Savart torvény alapjan a méagneses térnek nem lehet z iranyu komponense, az is vildgos, hogy z irdnyd sem
lehet, mivel barmely pontban a ponttdl jobbra és balra 1év6 térrész aramai éppen ellentétes z irdnyu komponenseket
adnak! Ezen feliil az alsé és fels6 féltérben is ugyankkora lesz a tér nagysaga, de ellentétes iranyban fognak mutatni.
Tehat B = —Bsgn(z)y, illetve a z fiiggetlenség miatt elég egy tetszéleges | hosszii h magas téglalap alaki gorbén
alkalmazni az Ampere-torvényt az z > 0 térrészben

toK

ygdrB:2lB:u0lK:>B:— v. (30)

Mig a z < 0 térrészben az ellentétes koriiljards miatt a fenti eredmény (—1)-szeresét kapjuk, amivel kifejezhetd a teljes
megoldés:

B= —MOngn(z)y. (31)



Explicit integralassal is eljuthatunk ehhez az eredményhez, vegyiink y > 0 esetén egy dy vastagdsu szakaszt, amin az
atfoly6 aram ekkor dI = Kdy. Ekkor az altala keltett magneses tér nagysaga az y = 0, z magassagban a vonalvezetére
levezetett formula alapjan, ami a rendszer 2 dimenziés transzlacids invaridncidja miatt egy tetszéleges pont a térben:

4B — Mo Kdy
2 2 + 22

Ekkor azonban figyelembe véve a hasonlé nagysagi y < 0 infinitezimalis szakaszdarabbdl eredd jarulékot a térnek csak
y irdnyu komponense marad, amihez venniink kell az y,z = 0 és a y = 0, z pontot 6sszekotd szakasz és az y tengely

tal bezdrt sz . (s e h fnitezimal; Anvi k .
altal bezart szog szinuszat, sinp = T ahonnan az infinitezimalis y iranyu komponens:
Y24z

(32)

_ ko K|
T Y2+ 22 Y

dB, = (33)

ahol egy 2-es faktorral vettiik figyelembe, hogy ugyanolyan jarulék addédik mind az y > 0, mind az y < 0 tar-
tomanyokbdl. Innen a kovetkezo integrallal kapjuk meg a magneses tér y komponensét:

po [, K|z Ho sgn(z) AN oK
By(z) = =/ dyy2 e R zarctg(;) ‘0 =—=3 sgn(z) . (34)




