Példak: Laplace egyenlet, valtozdszeparacio

I. POTENCIAL FOLDELT FEMLAPOK KOZOTT

1. Két végtelen hosszi foldelt fémlap egymédssal parhuzamosan, az egyik y = 0-nél az xz-sikon, a mésik y = a-nal
helyezkedik el. Mindketté6 x > 0 részre terjed ki, z < 0 részen vdkuum van. A végiiket x = 0-nal lezarja
egy végtelen hosszu szalag, amelynek a vastagsidga a, a z irdnyban végtelen, és az y irdnyban az 0 < y < a
tartomanyon terjed ki. A szalag a két fémlaptdl elszigetelt, a potencidlja Vj(y). Szdmolja ki a potencidlt a
hérom feliilet (két fémlap és szalag) &ltal kozrezért térfogaton. (Javaslat: el8szor rajzolja le a rendszert!)
Megoldas:

Laplace/Poisson (inhomogén Laplace) egyenlet megolddsa adott peremfelétel mellett egyértelmii:

Ayw:—é (1)

de /p( )

Ennek ismerjiik a partikuldris megolddsat, ®,(r) = =t

hatarfeltétel specifikdlasa altal tudjuk megadni:

47r€0 mig a homogén megoldast az adott

Adp(r) = 04 hatarfeltétel: @y (r) (2)

res

Descartes koordinata-rendszerben, 2 dimenziéban, a kovetkez6é médon tudunk eljarni, alkalmazva a vdltozészepardcio
mdédszerét, azaz ®(z,y) = X(x) Y (y):

sote = (24 22 Yot o

O(z,y) = X(2)Y (y) = (A®(z,y))/P(r) =

92X (z) N 92Y (y) ®)

X@ Y@

Az utolsé egyenlet baloldaldn az els tag csak x-t6l fiigg, a masodik tag csak y-tdl, igy mindkettd csak egy-
egy konstans lehet, pontosabban egymas —1-szeresei. 02X (r) = v X (z), (?SY(y) = —vY(y). A v egyiitthat6t
pedig a hatarfeltétel alapjan tudjuk meghatdrozni. Az egyik feltételiink, hogy az x — oo limeszben el kell
tlinnie a potencidlnak, ®(xz — co) = 0, ami csak pozitiv -t eredményezhet, illetve exponencidlisan lecsengd
X(x) ~ e 7"-et, ekkor irjuk inkébb a kényelmesebb v = a?, aminek kovetkeztében 92Y (y) = —a®Y (y). Most
hatdrozzuk meg « értékét a ®(z,y =0,a) =0 — Y (y = 0,a) = 0 alapjan:

0%y

i —a?Y — Y (y) = Asin(ay) + Beos(ay) + Y (y = 0,a) =0 4)
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=-Yy=0,a)=0—=a= 7—><ny ZAe a sm(;y) (5)

ahol, mivel tetszéleges n-re teljesiilnie kell, azoknak altaldnosan venntink kell egy linedr kombinécidjat, ahol az
egytutthatokat a ®(0,y) = Vy(y) fogja meghatdrozni, amihez felhasznéljuk az ortogonalitdsi szabdlyt, azaz hogy

foa dysin(“Zy) sin (22 y) = §,ma/2
ZA 51n(—y // dy sin —y)
2

5/0 dysin(Ty) Vo(y) = Am

Vagyis megadtuk egy integralként az A,, egylitthatdkat.

2. Egy végtelen hosszi téglalap alapi fémesd (a téglalap oldalai a és b) az x = 0-ndl kezdddik, és az = tengely
pozitiv irdnyaban végtelen. Az x = 0 végén egy kis téglalap alaku szigeteld a potencidlt Vo (y, z) értéken tartja.
A téglalap egyik a hosszusagu oldala a z-tengelyen, a masik a z-tengellyel parhuzamosan, y = b-nél taldlhato,
az egyik b hosszisagu oldala pedig az y tengelyen, a mésik pedig az y tengellyel parhuzamosan a z = a-nél



taldlhaté. Szdmolja ki a potencidlt a hdrom felillet &ltal kozrezart térfogaton! (Javaslat: elészor rajzolja le a
rendszert!)

Megoldas:

Most hasonléan jarunk el, csak 3 dimenziéban:

92X (x) 02Y(y) L22()

Ad(x,y,2) =0 — D(z,y,2) = X(2)Y(y)Z(2) = A®(z,y,2) = P(z,y,2) =0 — X@) + V) 20)

Most 2 fiiggetlen konstanst kell bevezetniink oly médon, hogy 02X /X = a2+ 32, 3§Y/Y =-a? 0?7/7 = -3
Ekkor a kévetkezé megolddsok adédnak a hdrom egyvaltozés fiiggvényre:

X(Z‘) ~e Vv B2 +a’z

Y(y) ~ sin(By)
Z(z) ~ sin(az)

Most meghatarozzuk « és 3 lehetséges értékeit a hatarfeltételek alapjan:

O(z,y=0,b,2) =0 — a,, = n%
®(z,y,2=0,a) =0 — B, = %
n2

m2
(2,9, z Z Apme ™V TirT sin(%z) sin(%y)

n,m=0

Most ismét, mivel ismerjiik a potencidlt a ®(z = 0,y,2) = Vo(y, 2) értékeknél, illetve most egy duplaintegral

forméjaban alkalmazva az ortogonalitasi azonossagot, fo fo dzdy sm( z) sin(%y) sm( z) sin(mTl”y) Snn’ Ommr ab/4:

®(0,y,2) = i Apm sin(%z) sin(%y) = Vo(y,z)/ /a /b dz dy sin(%y) sin(%y)
0o Jo

n,m=0

Apm = % /Oa /Ob dx dy sin(%x) Siﬂ(%g) Vo(y, 2)

. Két végtelen hosszu foldelt fémlap egymaédssal és az xz-sikkal parhuzamosan, az egyik y = 0-nal, a masik y = a-
nél, helyezkedik el. Mindkét fémlap szegélye x = 0-nal van, és csak az = > 0 tartomanyban terjednek ki.
A z = 0-ndl taldlhat6 szegélyiiket lezarja egy végtelen hosszi szalag, amely a két fémlapoktdl elszigetelt, és
amelynek a potencidlja Vp, ha 0 < y < a/2, és —Vj ha a/2 < y < a. Szdmolja ki a potenciélt a hdrom feliilet
altal kozrezart térfogaton. (Javaslat: eldszor rajzolja le a rendszert!)

Megoldas:

Ismét két dimenziéban dolgozunk, hasonlé elrendezés esetén, mint az elsé példaban, vagyis rogton felirhatjuk a
megoldast a kovetkezd alakban:

(8)

=Y e E (1) ©)
n=0

4,=2 / aysin("Ty) Vo) (10)

a

Most azonban ismerjiik a hatarfelételben mgjelend potencidl potnosa alakjat, amit beirva az A,, egyiitthatdkat
definidlé integralba, a kovetkezo adddik:

25 aon(15) - [ arn(22)) - Bz )

Konynen meg lehet mutatni, hogy ez a kifejezés csak akkor nem ad nullat, ha n = 4k + 2 alaku, vagyis

4V,
0 j O, 4k+2 (12)

Ay =———
2k + 1)m



4. Egy téglalap-alapu végtelen csé négy oldalabdl harom foldelt fémlap. Ezek az y = 0, y = a, és x = 0-nél
helyezkednek el. A negyedik, z = b-nél elhelyezkedd V (y) potencidlon van. A c¢s8 a z irdnyban, mind a pozitiv
és negativ iranyokban végtelen. Vezesse le a potencialt!

Megoldas:
Ismét a kétdimenzids megoldést kell alkalmaznunk és ismét a két foldelési feltétel miatt, ®(z,y = 0,a) =0 —
Y(y = 0,a) =0, az 0;Y = —?Y differencidlegyenlet megoldésaként ~ sin(®7¥) alaku fiiggvényt fogunk

nwm)

kapni, illetve most a 92X = a?X egyenlet megoldasit a X (z) ~ sinh( alakban kell keresniink, hogy ki
tudjuk elégiteni a ®(0,y) = 0 feltételt. Ekkor a teljes megoldds az altaldnos egylitthatdkkal, majd azokat az
ortogonalitasi feltételbol meghatarozva:

O(x,y) = i A, Sinh(?) sin(%y) (13)
n=0

O(x=0by) = i A, sinh(TLZLrb) sin(%) =V (y) (14)

n=0

A, = 2"?)/0 dz sin(@> V(y) (15)

a sinh( a

II. LAPLACE-EGYENLET GOMBKOORDINATAKBAN

Gombkoordinatakban a Laplace egyenlet alakja

10 [ ,00 1 9 (. 09 1 0%®
7’725 (’f‘ aT') + 7"2 SiHQ% (sm@(%) + 7712 Sinzgw = 0 (16)

Azimutéalis szimmetria esetén nincs ¢-fliggés. Ebben az esetben a megoldas felirhato

®(r,0) = R(r)©(0) (17)
alakban.
e Mutassa meg, hogy az
B
— Al
R(r) = Ar' + T (18)
a radidlis rész altalanos megoldasa.
Megoldas:
Ha nines azimutéalis szogfiiggése az utolsé tag kiesik és ekkor ismét osszunk le mindent a ®(r,0) = R(r)©(0)-val:
10 /([ 4,0R 1 0 00
—— —_— —— 1 07 = 1
Rar(r 8r>+®sin989(8m aa) 0 (19)

Vagyis mivel ismét mindkét tag csak kiilénboz8 véltozoktdl fiiggenek, 2 (r?2) = aR, lathaté, hogy mind az r',

mind az r~¢+1) éppen Gnmagéval lesz ardnyos a differencigloperator hatdsa utén:

a 2M — l

or <T or =+ 1)Ar 20
d [ ,0(Br— 1) —(141)

o <7n — ) = I+ 1)Ar —sa=Ill+1) (21)

A O-fiiggb rész altaldnos megolddsai a Legendre polinémok, ©(0) = Pj(cos ). Az elsé néhdny Legendre polinom:

Py(x 1 (22)
Pi(x) = x (23)
Py(x) = (32° —1)/2 (24)
Py(z) = (5% —3z)/2. (25)



A Legendre polinomokra igaz, hogy

2
T2+1

/_ R(@)P()da . (26)

1. Adott egy R sugari gémbhéj, amelynek a feliiletén a potencidl ®q(f). Hatdrozza meg a potencidlt a gdmbon
beliil!
Megoldas:
A gémbon beliili potencidlhoz a radidlis részbdl csak az Ar! tagot tekinthetjiik, mivel nem lehet a potencisl
szinguldris az origéban, ®(r — 0) < co. Ekkor az altaldnos megoldés:

O(r,0) = > A Py(cos 6) (27)
=0

®(R,0) = >  A;R'Pi(cos6) = o (0) (28)
=0

Most hasznaljuk a Legendre polinomok ortogonalitasi relacidjat, azaz

C2+1

L 2+1 [
=2 / A0 sin 0o () Py (cos 0) — 21 / dz By(x) Bo () (29
0 -1

2R!

2. Adott egy semleges R sugart fémgomb, amelyet E = Fyz (homogén) kiils6 elektromos térbe helyeziink.
Hatdrozza meg a potencidlt a gombon kivil! (Segitség: csak a Py(z) és a Pj(x) Legendre polinomokra van
sziikség.)

Megoldas:

Ekkor a hatérfeltételt a feliileten a kiils§ tér altal keltett potencidl értékével vessziik figyelembe, ®(R) =
EyR cos 8, illetve mivel nincs féldelve a gomb, dltalanosa egy konstans Vj potencidlja is lehet. A gémbon kiviili
potencidl meghatérozdsahoz csak a ~ Br—(+1_es tagot kell tekinteniink, mivel tovabbi hatarfeltételiink, hogy a
potencidl a végtelen tdvolban sem divergalhat, ®(r — 00) < co. Vagyis az altaldnos kifejtés a kovetkezOképpen
néz ki:

o(r,0) => B~ "V P(cosh), ®(R,0) = EgRcosd (30)
=0

Léthat6, hogy a P;(cos ) Legendre polinomok fiiggetlensége miatt csak a Py(cosf) és a Pji(cos@) johet szdba,
ami a hatarfeltétel alapjan ki kell, hogy elégitse:

EO R3 Eo R3Z

BoR™' + BiR?Py(cost) = EgRcosf + Vy — By = EgR?, By =V, — ®(r) = 3 cosf+ Vo =

+ Vo
(31)

r3

ami ldthatéan egy dipdlus potenciélja, ahogyan megkaptuk a 4. Gyakorlat/IV. példaja altal is.



