Példak: Tikortoltés moédszer, Laplace egyenlet

I. PONTTOLTES FOLDELT VEZETO KOZELEBEN

A z-tengelyen két pont toltés helyezkedik el, ¢ nagysdgi z = 3d pontban, —2¢ nagysdgu pedig a z = d pontban.
Az xy-sik alatti (z < 0) teret homogén f6ldelt vezetd tolti ki. Mekkora eré hat a ¢ toltésre?
Megoldas:
A homogén foldelt vezetében a toltéselrendez6dés gy fog mddosulni, illetve annyi extra toltést fog felszivni a 7 f61dbél”,
hogy a fémfeliilet ekvipotencidlis legyen, azaz a felszinen zérus legyen az elektromos tér tangencialis komponense,
precizen megfogalmazva:
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mivel z és y felelnek meg a tangencialis iranynak. Ezt a tiikortoltések mddszerével tudjuk kvantifikdlni, vagyis fel-
hasznaljuk az elektrosztatika egyértelmiiségét, azaz adott hatarfeltétel mellett a AP = _? Poisson egyenlet megoldasa

egy konstans eltolds erejéig egyértelmiil! Tehat mindegy milyen elrendezéssel realizalédik a rendszer, amig ugyanazok
a hatérfeltételek vannak érvényben, az eredmény valtozatlan marad, mig a konstans eltoldst mlndlg ugy hatarozzuk
meg, hogy azzal a potencidl folytonos maradjon! Ennek megfeleléen a foldelt fém dltal meghatdrozott hatarfeltételt
prébaljuk meg kielégiteni gy, hogy a fémet helyettesitjiik két ponttdltéssel, melyek olyan er6vonalképet hoznak létre,
amik teljesitik a "merdGlegességi feltételt” a z = 0 sikon!

Ehhez vegyiink éppen z = —d és z = —3d-ben ellentétes nagysigu toltéseket, melyek a kovetkezo potencidlt keltik
tetszOleges z esetén és 2 = x2 + y? jelolést alkalmazva:
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Lathatd, hogy tetszdleges tangencidlis irany kiszamithato a ‘g‘f modon, ami csak a fémfeliileten lesz nulla, igazolva a

helyette51t0 kép érvényességét.
Ekkor a ¢ toltésre 3 masik toltés ereje hat:
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II. TOLTES FOLDELT FEMGOMB KOZELEBEN

q nagysagu ponttoltés egy foldelt R sugari fémgoémb koézéppontjatol a tdvolsdgra van, ahol a > R.

1. Szamolja ki a potencialt a gémbon kiviill
Megoldas:
Ismét alkalmazzuk azon elvet, hogy a gomb feliilletén érvényes hatarfeltételt kielégithetjiik egy megfeleléen
elhelyezett tikortoltéssel is, ehhez vegylink a’ tdvolsigra egy ¢’ nagysdgu tiikortoltést a gombon beliil o’ < R,
ekkor a potencial:
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Ekkor az ekvipotencialitas kielégiilése pont az jelenti, hogy ®(R,0) = all. = 0, vagyis nem fligg a 6 szogtél és
legkényelmesebb médon 0-nak vélasztottuk meg! Ekkor a feltétel alpjan:
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mivel minden #-ra igaznak kell lennie, az érték csak egy 0 fliggetlen konstans lehet! Ekkor vélasszunk 6 = 7-t
és 0 = 0-at, amihez a kovetlez6 konstans értékek tartoznak:
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ahonnan a ponttoltés értéke § = m-nél szamolva:
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Ezekkel az értékekkel a potencial a tér egy tetszéleges pontjdban:
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2. Szamolja ki a gombon indukalt feliileti toltésstliriséget a gombi 0-sz6g fliggvényében. Integrélja ki ezt a kifejezést,
azaz, szamolja ki a teljes, a gomb feliiletén, indukalt toltést! (Utmutatds: az integral értékét explicit szdmolds
nélkiil is meg lehet mondani Maxwell térvényei alapjin!)

Megoldas:
Alkalmazzuk az integrédlis Gauss-tételt egy infinitezimélis dA feliiletli h <« R magassdgu téglatestre a gomb
felszinén, ami igy sziikségszeriien korbe 6lel cd A nagysagu toltést:
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3. Mi a kiilonbség, ha a gomb nem foldelt, hanem izolalt?
Megoldas:
Ha a gomb izolélt az eredményiinket ki kell egésziteni egy az origéba rakott —q’ nagysdgi toltéssel, hogy az
OssztOltés és a hatarfeltétel is érvényben maradjon! Tehat minden kordbbi egyenletiinkh6z hozza kell venniink
egy origébeli %q nagysagu ponttolés hatasat:
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III. TOLTES EGY DEREKSZOGU UREGBEN

A tér egy részét foldelt vezetd tolti ki, a kovetkezOképen. A z-tengellyel parhuzamosan nézve, tetszoleges z-nél az xy
stk pozitiv negyede iires, viszont az 6sszes tobbi negyedet kitolti a vezets anyag. Az anyagot hatdrold két sikfeliilet az xz
és az yz tengelyeken taldlhatok, derékszogben taldlkoznak egymassal. A z-tengelyen haladva a rendszer szimmetrikus
(transzldciés szimmetria), azaz, az elrendezés valtozatlan a z-tengely mentén.

Az xy sikra, z = 0-ban az (a, b, 0) pontban egy ¢ nagysiagi ponttoltést helyeziink el.

1. Szamolja ki a potencidlt az xy sik pozitiv negyedében!

Megoldas:

Ekkor el6szor is biztositanunk kell, hogy mind az y > 0 tengely mentén, mind az = > 0 tengely mentén kielégiiljon
a feltétel, miszerint ekvpotencialisnak kell lennie ezen feliileteknek, vagyis venniink kell egy —q tiikortoltést a
(a,—b,0) és a(—a,b,0) pontokban, ekkor azonban a —b-nél 1év6 t6ltés elrontja a hatédrfeltételt az = > 0 tengely
mentén és forditva a —a-ban évd toltés elrontja a hatarfeltételt az y > 0 tengely mentén! a megoldédst az
jelenit, ha bevezetiink még egy, ¢ nagysagu, titkkorttoltést a (—a, —b,0) pontban, ami &ltal két-két toltés par
ekvipotencislissa teszi mind az x, mind az y tengelyeket! Ekkor a potencial:

O(r) = kq + - -




2. Mekkora er6 hat a ¢ toltésre?

Megoldas:
A két —q toltés dltal hatd er6k mergélegesek egymésra, mig a harmadik az els§ kettd eredéjével parhuzamosan
mutat:
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Ahonnan az ered¢ erd:

=5 (@i o) (@ #)Y) (1)

3. Mekkora munka kell ahhoz, hogy a g toltést a végtelenbdl az (a,b,0) pontra helyezziik?
Megoldas:
Ezt legegyszeriibben igy adhatjuk meg, ha a toltést el0szor végig az X vektorral parhuzamosan mozgatjuk, majd
az y-al parhuzamosan hozzuk be a kivant pontba

Jorr = (- ok [T ) ) - (i) @

IV. VEZETO GOMB KONSTANS ELEKTROMOS TERBEN

Az R sugart foldelt vezet6é gomb konstans elektromos térben problémaja is megoldhaté a tiikortoltés modszerrel.
Legyen a gomb kozéppontja az origd. Helyezzlink egy —q toltést a z tengelyre az origétdl a > R tévolsdgban, valamint
egy +q toltést a z = —a pontra. A gémbon kiviili tér meghatarozhatd, mint a két eredeti toltés, és a két tikortoltés
tere. Ahhoz hogy konstans teret hozzunk létre a gomb koriili tartomanyban, a két eredeti toltéssel a végtelenbe kell
tartani (a —g-val a +o0-be, a +¢-val a —oo-be), gy hogy kozben q/a? konstans.

Hatarozza meg a gombon kiviili potencidlt és elektromos teret, ha egy R sugart vezetd foldelt gombot E erosségi
konstans elektromos térbe helyeziink! Az eredeti tér a +z irdnyba mutat.

Megoldas:
Tudjuk a 2. Gyakorlat/I/b feladatél hogy a két végteleniil messzi végteleniil nagy pontoltés tere az origé kozelében
E=-8 qz teret kelt, ahol a Ly = 7 rogzitett!. Ekkor vegyiik a gombon beliili tiikortoltéseket, mint helyettesitd

elrendezest amiknek a nagysaga és pozicidja +q' = FL£ 7 di = i , aminek hatdsara a teret ki tudjuk szamolni,
mint négy toltes tereinek szuperpozicidja, észben tartva, hogy q — oo d — 00, ;m = const., az origétél nem til
messze:
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A mésodik tagban ismét Végre kell hajtanunk egy sorfejtést, hogy megjelenjen a véges értékli  paraméter,
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1 tehat a nulladrendli tagok ki fognak esni és végeredményben a kovetkez6 addédik:

Sy T (T2+z2)3/2 d )

Ui p-r
®(r) =~ 8— — 19
)~ 5Lzt B (19)
ahol lathatéan egy dipdlus terét kaptuk vissza a gombon belili tiikkortoltésekbol, ahol p = —k"RS, ahonnan a
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térerésség, felhasznalva, hogy —VEF
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Ha a gomb feliiletén a potencial Vj, miként mdédosulnak a fenti mennyiségek?
Megoldas:
Ezesetben egy olyan ponttoltést kell még beraknunk a kézéppontba, ami biztositja a Vjy potencidlt a gémb felszinén,

qg= RX o ami dltal a teljes potencial kiegésziil egy extra jarulékkal é(r) = RXO, illetve a térerdésség jarulék, E(r) =
Aot
V. KET VEGTELEN HOSSZU VONALTOLTES
Adott egy —\ és egy \ toltéssiiriiségli végtelen palca, amelyek a z-tengellyel parhuzamosak, és az © = —a, valamint

az r = a pontokat metszik. Bizonyitsa be, hogy ennek a toltéselrendezésnek az ekvipotencidlis feliiletei hengerek!
Szémolja ki a hengerek sugarait és tengelyeinek koordinatait!

Megoldas:

A Gauss-tétel alapjan tudjuk, hogy egy ilyen pélca tere E(r) = 2”“1‘ henger koordinatdkban, r
a potencial:

2 = 22 + y?, ahonnan

O(r) = 2Xk ln<:j0[) ,re =1\/(xF a)2 + 12 (21)

Tehét a teljes potencial:
O(r) = 20k In (”) (22)
r_

Vagyis olyan x,y-okat kell keresniink, amire a fenti kifejezés allandé, azaz r. = Cr_ — 22 — 2za + a® + y? =

, 2
C%z? + 2C%za + C%a® + C?y?, ahol C egy tetszSleges konstans. Atrendezve az egyenletet és bevezetve az b = S+
valtozdt a kovetkezd egyenlet adodik

2® +y? + 2abx + b*a® = (b° — 1) @® — (x4 ba)® + 1 =(v”—1)a® (23)

ami nyilvanvaléan egy kor egyenletének felel meg! A hengerek korrdinatai y = 0, illetve x = ba, ahol a bevezetett b

paramétert a —+ = C' paraméterbdl szarmaztattuk, ami kifejezhets a potenciallal, 2A\kInC =V — C = eBE — b=
v

e2F+L Hilletve a hengerek sugara (b2 — 1) a

exk —

VI. PONTTOLTES KET SIKFELULET KOZOTT

Két foldelt végtelen sikfeliiletet a tavolsdgra helyeziink egymastol. A sikok parhuzamosak. A két sik kozé, az egyik
stktol x tdvolsdgra egy ponttoltést helyeziink. Mekkora a g-ra haté er6? Ellendrizze az a — 0o, és az x = a/2 eseteket!
Megoldas:

A két fémlapnal egyszerre kell teljesiilnie a hatarfeltételnek, vagyis, hogy a tolés altal keltett erévonalak merdlegesek
a felszinén. Ekkor el6szor tiikrozziik a g toltést az alsé siklapra, ekkor az alsé siklap ekvipotencidlissa vélik és 0sszesen
lesz egy (g,x) és egy (—q, —x) toltésparunk, majd ismételjiik meg ezt a fels§ siklapra is, ami ad egy (—¢,2a — )
tiikrotoltést, ekkor azonban a két tiikortoltés terei nem adnak ekvipotencidlis jarulékot a fémfeliileten, vagyis az alsé
siklap tikortoltését tiikkrozniink kell a felsore és forditva, a fels6 lap tiikkortoltését tiikrozniink kell az alséra. Ami ad
egy (q,x—2a) és egy (q,2x+a) toltéspart, amiket aztdn ismét tokrozniink kell a kordbbi mddon, vagyis az alsé lap alatt
megjelent t0ltést a fels6 lapra és a fels6 lap felettit az alsé fémlapra. Lathatd, hogy az el6szor az alsé lapra tiikrozott
t6ltésbol induld toltések a kovetkezd az eredeti toltéstél mért tavolsdgokkal fognak menni: r; = z — (—x),ry =

2a+x—x,r3=2—(—2a—2),r1 =2(da+x)—x, -+ = rop = 2ka, gor, = ¢, rog+1 = 2ka+2x, gag+1 = —q. Hasonld
modon a fels6 laprodl inditott tiikrozések a kovetkezd tavolsagokat adjék: ry = 2a — 2x,79 = 2a,r3 =4a -+ — rop =
2ka,qor, = q, 12841 = 2(k + 1)a — 22 ,q = —¢q. Innen mar ki tudjuk szdmitani az erét hiszen tudjuk a tavolsagokat:
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amit nem tudunk zart alakban kiszdmolni, azonban tekintsiink két jellegzetes/szemléletes hatdrestet, x = a/2, ekkor a
masodik felirds altal 1atszodik, hogy a szummaéaban minden tag éppen kinullazédik, ezért a vart médon F' = 0 ad6dik!
A miésik hatar esetben a — oo csak az els6 tagot hagyjuk meg a szummébdl, minden mas el van nyomva 1/a?-el
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ami azt is jelzi, hogy ebben a hataresetben csak az alsé lemez jatszik szerepet!



