Példak: Eltolasi aram, megmaradasi tételek

I. ELMELETI OSSZEFOGLALO

1. Eltolasi-aram:
A negyedik Maxwell egyenlet a harmadik mintajara kiegészithet6 egy az elektromos tér megvéltozasabol adédé
jarulékkal:

) OE
V X B = puoj+ Hogo 5, (1)

Léthat6, hogy ha egy elektromos tér ~ E(wt) médon lassan valtozik az id6ben, akkor a gerjesztett mdgneses tér

a Faraday-torvany alapjan ~ w-val lesz ardnyos, aminek kdévetkeztében az %—? ~ w?/c?. Vagyis lathaté, hogy

ha nem elég nagy a frekvencia, akkor jé kozelitéssel elhagyhaté a f%—? tag, illetve forditva is igaz, ha kezdetben
a magneses tért kezdjiik el idoben valtoztatni. Ezt nevezziik kvazistaciondrius hataresetnek.

2. Elektroméagneses tér impulzus mérlegegyenlete:
Az impulzus megvaltozasanak silirisége pE + j x B, melyet a elektromos és a magneses terek segitségével
egy mérlegegyenlet alakjdba irhatunk, ismét rendre ”forrds’4’slirtiség iddderivéltja” +”beiramlé impulzus
aramstriiség”:

Ovgi + 8]‘Tij + pE; +(v x B)l =0 (2)

(DE + BH) 62] — EZD] — HiBja illetve

ahol mindent az ¢. impulzus komponensre irtunk fel, ahol T;; = %

g =D x B.

II. SIKKONDENZATOR TOLTES KOZBEN (A TIPUSU)

A 1. abraban adott két fémlap amely egy aramkorben egy sikkondenzatort képez, vékony huzalokkal bekdtve,
amelyek aramot vezetnek a siklapokba. Az [ aram &allandd, a kondenzator sugara a, és a fémlapok kozotti rés
szélessége w << a. Az dram oly médon folyik a siklapokba, hogy a toltéseloszlds egy adott pillanatban egyenletesnek
tekinthet6. ¢ = 0 id6ben a fémlapokon jelenlévé toltés nulla.

1. Mekkora az elektromos tér a siklapok kozott egy adott ¢ idében?

2. Mekkora a teljes eltolasi daram egy s sugard koron beliil, amelynek kézéppontja az elrendezés forgdstengelye, és
amelyik a két stk kozott félaton van? Mekkora a méagneses tér ugyanezen kor keriiletén?

3. Ismételje meg az el6z6 feladatot, de most a szamoldst a 2. abran mutatott henger feliileten végezze! Megjegyzés:
az eltoldsi dram ezen a feliileten keresztiil zérus, és a hengeren beliili &ramnak két komponense van.

Megoldas:

1. A lemezeken megjelend toltés egyszeriien ardnyos a befolyé drammal, Q(t) = It, ahonnan a sikkondenzétoroknédl

alkalamzott egyszer(i kozelitéssel az elektromos tér E(t) = % = 5%4

2. Elotlasi aram definicié szerint a 4. Maxwell egyenelt szerint:

) oD
rot B = poj + Ho~ar (3)
Esetiinben az eltoldsi aram nem fiigg a helytél %—? = %i. Ekkor az adott s sugaru kor keriiltetén ismét az

Ampere-torvény segitségével tudjuk kiszdmitani a magneses teret:

ws2I pols
B = p 4
= oA P (4)

%drB =27sB = po



FIG. 1. Kondenzétor elrendezés, toltés kozben.

3. Ekkor a kondenzatoron megjelend idében valtozé feliileti toltésslirtiséget a kovetkezdképpen irjuk fel:

I-1(s)
)= ——~"7¢ 5
o) =" (5)
ahol I’(s) a lemezeken merdlegesen athaldé dram s sugérndl dram, mig a I — I'(s) széfolyik a kondenzdtor
lemezeken, illetve ekkor természetesen I'(a) = 0. Ekkor mivel a feliileti toltéssiirliség dllandé marad a
kovetkezével paraméterezhetjiik a lemezeken keresztiilfolyé dramot Bs? = I — I'(s), hozzdvéve azt, hogy
I'(a) = 0= B =1/a?, amibdl a feliileti toltéssiirtiség:
Ié; I
)=t =—t 6
olt) = St = — (6)

III. HUZAL, KET IRANYBAN FOLYO ARAMMAL (B TiPUSU)
Egy végtelen hosszi huzalon I(t) = Iy cos(wt) dram folyik. A huzalt egy a sugart henger veszi koril, amelynek a
feliletén —1I(t) dram folyik. Feltételezziik, hogy a tér nulldhoz tart az r — oo limeszben.
1. Kvézistacionéarius kozelitésben hatdrozza meg az indukélt elektromos térerdsséget!
2. Hatarozza meg az eltoldsi aram siiriiségét!

3. Integrélja a fenti eredményt, hogy megkapja a teljes eltolasi aramot!

I, = / J, - df. (7)



FIG. 2. Kondenzator elrendezés, t6ltés kozben.

4. Hasonlitsa Gssze az I4-t és az I-t. Mi az ardnyuk? Hatéarozza meg, milyen kell legyen a frekvencia, hogy az
eltoldsi dram elérje a vezet8ben folyé I dram 1%-4t, amennyiben a = 1 mm!

A fentiek alapjan vajon miért nem fedezte fel Faraday az eltoldsi aramot? (Megjegyzés: maga Maxwell is az
eltoldsi aram fogalmét puszta elméleti alapon vezette le.)

Megoldas:

1. Felhasznalva az Ampere torvényt ekkor az dram altal keltett magneses tér csak az a sugaru hengeren beliil van
jelen, és értéke a ”szokasos” mddon:

Cy= Sy os(wt), har <a (8)

OB(t) _ polow

Ekkor a véltozd magneses tér altal generalt elektromos tér a rot E = — sin(wt) alapjén szamithaté

ot~ 2mr
ki, aminek csak z irdnyt, r fiiggd komponense van, ahonnan a rotcié rot E = -0, E,(r) ¢ = “gfror‘” sin(wt) @ =
E.(r)= —% In(L) sin(wt), ahol a logaritmus hasdban 1év8 konstanst tigy vélasztottuk meg, hogy az elektro-

mos tér a hengeren kiviil nulla legyen, hiszen ott méngeses tér sincs jelen! A kvéazistacionarius kozelités feltétel
ekkor ott jelenik meg, hogy kell6en kicsi frekvencia esetén a valtozé elektromos tér altal generalt mégneses tér
maéar elhanyagolhatéan pici!

2. Az elotldsi aram definicié szerint

_ 0D _ _MOEOIOW2

Ja 5 —ar ln(g) cos(wt) z 9)



3. A teljes eltolasi aramhoz a henger keresztmetszetére kell venniink az eltolasi aramstirliség feliileti integraljat,
azaz

2

a T 2
I; = /deJd = —pogolow? Cos(wt)/ drrln(f) = W cos(wt) (10)
0 a

4. Innen a két dram nagysaganak ardnya akkor lesz egy szazalék, a = 10™3 mm esetén, ha a kovetkezd frekvencit
valasztjuk meg

Iy  posow?a®  w?a?

FEE = R 10722 /36 w? ~ 3 x 107 24w? = w/36 x 1018 = 6 x 10957 ! (11)

IV. KOAXIALIS KABEL TELJESITMENYE (A TiPUSU)

Egy hosszu koaxidlis kdabelben I dram folyik az a sugart henger feliilletén egyik irdnyban, a b sugarui henger
feliiletén az ellentétes irdnyban (3. dbra). A két vezetd kozotti potencidlkiilonbség V. Szédmolja ki a kdbelen &tfolyé
teljesitményt!

FIG. 3. Koaxiilis kabel.

Megoldas:
B=0,har<a (12)
pol
B=— 1
5 (13)
B=0,har>b (14)

Mig az elektromos tér, hasonlé nédon 3 részre oszthaté a kabelen beliil, ahol ismét csak a belso részben lesz nem zérus
az értéke. V potencidlkiilonbség esetén a térerdsség a hengerszimmetrikus elrendezés miatt biztosan E ~ © alakii lesz,

a konstans faktort pedig az hatdrozza meg, hogy tudjuk az integrilja a- tol b-ig V-t ad, azaz fab dr % =V & FE=

v e
TTob/a) ahonnan a teljes térerdsség:

E=0,har<a (15)
v

E= rln(b/a)r (16)

E=0,har>b (17)

Innen megadhaté definicié szerint a Poyting vektor, azaz az elektromdgneses tér altalszallitott energia dramssiliriiség:

% 1 1V
= E H N _—
S 8 rin(b/a) 27r 2rIn(b/a) r?

X @= z (18)



Ekkor az atfolyé teljesitmény egyszeriien csak a Poyting vektor feliileti integralja arra a feliiletre, amelyiken atfolyik:

§£d2fS:27r/bdrrIV:IV (19)
a 272 1n(b/a)

V. EGYENLETES TOLTESU GOMB (A TiPUSU)

Adott egy egyenletesen toltott (@), R sugard gdmbhéj. Hatdrozza meg a a gdmbhéj északi felére haté eredd erét a
Maxwell-féle fesziiltségtenzor alkalmazasaval!
Megoldas:
Elektromagneses tér impulzus mérlegegyenlete:

Orgi + 0;Tij +(pE+J x B); =0 (20)

ahol g = D x B az impulzus striliség, 0;71;; pedig az impulzus dramstirliség, mig az utolsé tag az impulzus forras,
illetve ahol Ti; = 3(DE + BH) §;; — E;D; — H;B;. Esctimkben E = 2%, D = ¢E, B=H = 0. fgy g = 0,
vagyis ki tudjuk szamolni az er6t a fesziiltség tenzor segitségével:

QQ

T=—2
327T2€0R4

(03 — 2747) (21)

Ekkor az er6 stirliséget a felsé félgombre kell kiintegralnunk, amihez alkalmazzuk a Gauss-tételt a fesziiltség tenzor z.
komponensére:

8 2If| 7 @’ " ; NN Q /2 A
Fz:—/d I‘aszj:—¢d |f|?"szj:—WoR2/O c110s1n9(5zj7’j—27'27"]-):WOR4 ; dfsinfr, ”
QQ /2 Q2 ( )
27/ dfsinfcos) = ————
16meoR? J 16meo R2

mivel 7, = cosf definici6 alapjan. Illetve ahol a Gauss tétel a kdvetkez6képpen keriilt alkalmazasra, nevezziik el a
T.; vektorkomponenst T, vektormezének és felirva az infinitezimdlis (d*f); = d?|f|#;

/d3rVTZ - §1§d2\f|fj T. = gngIfIfj T. (23)



