4A ENERGIAMEGMARADAS BEVEZETO FIZIKA C

4. TEMAKOR: MUNKA, MECHANIKAI ES BELSO ENERGIA,
ENERGIAMEGMARADAS, BERNOULLI-EGYENLET
1. GYAKORLAT

Munka
Adott er6 altal egy testen végzett munka fligg az eré nagysagatdl és a test altal megtett
uttol, és attdl is, hogy az er6 mekkora szoget zar be az elmozdulds irdnyaval.

@ Vv -
M’ S
W =F s cos®
A munka mértékegysége: Joule [J] = [N-m] = [kg-m?/s?]

A 2B/1. feladat d) és e) részében azt szamoltuk ki, hogy mekkora nagysagu eré
szlikséges a testet a lejtével parhuzamosan, illetve vizszintesen tolva ahhoz, hogy a test
allandé sebességgel feljusson a lejté tetejére. Lattuk, hogy a sziikséges eré nagysaga
eltéré volt a két esetben, viszont surlédasmentes esetben a test ugyanolyan allapotban
keril fel a lejt6 tetejére mindkét esetben, tehat a végzett munka meg kell egyezzen. Ez
is szemlélteti, hogy nem a teljes er6 végez munkat, hanem az erének csak az
elmozdulas iranyaba esé komponense.
A surlédast elhanyagolva
a lejtével parhuzamos erd Fpsrh = mgsina,

az altala végzett munka Wparh = Fparh - 5 - €0s0° = mgsina - s;
a vizszintes eré Fy = mgsina/cosa,

az altala végzett munka W, = F, - s - cosa = (mgsina/cosa) - s - cosa = mgsina - s.
tehat Wpsrh = Wi
Fellletre meréleges erével nem lehetne feltolni a testet.

Az F er6nek csak az elmozdulas irdnyaba esé komponense végez munkat.

Ha ¢ =0, akkor cosao.=1 > W=Fs;

ha ¢ hegyesszog, akkor cosg@ >0 —» W >0;

ha ¢ =90°, akkor cosp=0 — W =0;

ha ¢ tompaszog, akkor cosp <0 — W<O.

ha ¢ =180°, akkor cosp=—1 - W=-Fs<0.
A kényszerer6k (felilet nyomoereje; kotél, rud altal kifejtett er6k) mindig merélegesek az
elmozdulas iranyara (¢ =90°) — a kényszerer6k altal végzett munka mindig zérus.
A csuUszasi surlddasi eré és a kozegellenallasi erd ellentétes irdnyu a sebességgel (¢ = 180°)
— az altaluk végzett munka negativ.
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A nehézségi erd altal végzett munka:
Ha egy a hajldsszogd lejtén lefelé megtesz s utat a test, akkor az dltala végzett munka
Wg = mg| - s = mgsina - (h/sina) = mgh

mg = mg-sina’

t"\
v &

A végzett munka nagysaga fliggetlen a lejt6 hajlasszogétél, csak az elért magassag szamit.

Ha a test a lejtdn felfelé halad, akkor a nehézségi erd altal végzett munka negativ:
Wg == mgh

mg

Ha mi toljuk fel a testet a lejtén, akkor nekiink ennek a munkanak a —1 -szeresét kell
végezniink a nehézségi eré ellenében (a surlédast most elhanyagoljuk). Ez a munka tehat
csak a lejt6 magassagatdl fligg. Kisebb hajlasszogl lejtén kisebb erét kell kifejteniink
hosszabb Uton, nagyobb hajlasszog(i lejtén nagyobb erét kell kifejtentink révidebb Uton.

Az mgh mennyiséget (a nehézségi er6hoz tartozd) helyzeti vagy potencialis energidanak
nevezzuk:
Epot = mgh.

Az energia munkavégz6-képesség, ha a test rendelkezik valamennyi energidval, akkor annak
csokkenésével parhuzamosan munkat tud végezni, pl. csigan atvetett fondl segitségével fel

tud emelni egy masik testet.

A munkat mindig egy adott erére szamoljuk, nem feltétleniil csak ennek az erének a hatdsara
mozog a test Uigy, ahogy mozog. A test mozgasat az eredd erd hatdrozza meg. irjuk fel most
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az eredd erd altal végzett munkat, majd fejezziik ki azt, hogy mekkora sebességre gyorsul fel
a test az eredé erd (az 6sszes erd) munkdjanak hatasara s uton!
We=Fes=mas
irjuk fel a gyorsulds és az s Uton elért végsebesség dsszefliggését:
Fe=ma — a=konst,éslegyenvo=0 — s=%kat? — t=\/?/a
—> v=at=a,/2s/a=V2sa — a=V2/(2s)
Helyettesitsiik be ezt a munka képletébe:
We=mas=m-v?/(2s)-s="mv?.
(Ugyanerre az eredményre jutunk akkor is, ha nem tesszlik fel, hogy a gyorsulas allando.)
Az %mv? mennyiséget a test mozgdasi vagy kinetikus energiajanak nevezzik:
Ekin = Yamv?2,
A mozgasi energia csokkenésével parhuzamosan a test munkat tud végezni, pl. masik testtel
vald Uitkdzés soran deformdciés munkat.

Ha a testre a nehézségi erdn kivil valamilyen mas er6 is hat, akkor az altala végzett munka
megvaltoztathatja a test helyzeti és / vagy mozgasi energiajat:
Wegyéb = AEpot + AEkin.
Pl. az dltalunk kifejtett er6 hatdsara emelkedhet, gyorsulhat vagy lassulhat a test; a surlédas
vagy a kdzegellendllds hatdsdra csokken a sebessége, tehat csokken a mozgasi energidja.
Ha a nehézségi erén kiviil mas er6 nem végez munkat a testen — tehat elhanyagolhato a
surlodas és a kdzegellenallds, és mi sem fejtiink ki er6t a testre —, azaz Wegyeb = 0, akkor
AEpot + AEkin = 0,
vagyis
Epot + Ekin = konst.
A helyzeti és a mozgasi energia 0sszege a test mechanikai energiaja:

Emech = Epot + Exin.

A mechanikai energia megmarad, azaz Emech = konst., ha a testen csak a nehézségi er6 végez
munkat (A testre hathat pl. felllet altal kifejtett nyomderd, de annak a munkaja zérus, mivel
meréleges az elmozduldsra; de surlédasi er6 nem hathat, mivel annak a munkaja mindig
negativ.)

A helyzeti energia atalakulhat mozgasi energiava, pl. hajitaskor a lefelé mozgd test h
magassaga csokken, azaz Epot = mgh csdkken, és ezzel parhuzamosan a sebessége né, azaz
Exin = ¥2mv? ng; illetve forditva is torténhet, a mozgasi energia atalakulhat helyzeti energiava,
pl. a felfelé mozgd test sebessége csokken, azaz Ewin = %smv? csokken, ezzel parhuzamosan a h
magassaga né, azaz Epor = mgh né.

Tobb test esetén a tobb testbdl allé rendszer 6sszes mechanikai energiaja marad meg.

Ha a surlédas vagy a kozegellenallas nem elhanyagolhatd, akkor a test veszit a sebességébdl,
vagy egy felfelé iranyuld mozgdsnal az elért maximalis magassaga kisebb lesz, vagyis veszit a
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mozgasi és / vagy helyzeti energiajabol. A surldédasi erd és a kozegellenallasi eré altal végzett
munka mindig negativ, ezért ezek csdkkentik a test ill. rendszer mechanikai energiajat.
Energiaveszteség Iéphet fel még deformacid esetén is. Ezekben az esetekben csokken a test
ill. rendszer mechanikai energidja, ami a testek egészének helyébdl és sebességébdl adddik.
De az energia nem vész el, csak dtalakul: a mechanikai energia csokkenésekor n6 a testek U
bels6 energidja, ami a testeket alkotd részecskék rendezetlen mozgdsabol és elektromos
er6khoz kapcsolddé potencialis energidjabdl adddik. Ezt is figyelembe véve felirhatjuk az
energia-megmaradast kib6vitve a test U bels6 energidjaval:

AEpot + AEkin + AU = AEmech + AU =0,
vagyis

Epot + Exin+ U =Emech + U = konst.
Elektromagneses eréket figyelembe véve az 6sszenergia még béviil az elektromagneses tér
energiajaval is.

Milyen folyamatok soran alakulhatnak at egymasba az egyes energiafajtak?

Emech —> Emech: munkavégzéssel; pl. hajitdsnal esés kozben a nehézségi eré altal végzett
munka noveli a mozgasi energiat (n6 a sebesség), mikdzben csdkken a helyzeti energia.

Emech — U: munkavégzéssel, pl. a surlddasi erd altal végzett munka noveli a test belsé
energidjat, ami a test h6mérsékletének ndvekedését okozza.
4A/K1 KISERLET: H6mérét dorzséliink eqgy kartonpapiron, a miiszerrél leolvashatd, hogy a
héméré melegszik.

U — Emech: munkavégzéssel, pl. egy dugattyuval elzart gaz kitaguldasakor a dugattyu (és az
arra helyezett test) helyzeti energiajat noveli, mikozben a gaz lehlil, tehat a bels6
energidja csokken.

U — U: héatadassal (h6kozléssel), pl. két eltéré hGmérsékletd test érintkezésekor a
melegebb h6t ad at a masiknak, lehlil, csokken a bels6 energidja; a masik felmelegszik, né
a belsé energiaja.
4A/K2 KISERLET: A mdr bemutatott kézzel melegitSs palack esetén a keziink felmelegiti a
palackba zdrt gazt (U — U); majd a gdz kitdgulva térfogati munkdt végez, amikor az alul
kivezetett U alaku csében levé vizoszlopot megemeli, ekézben a gaz lehiil (U — Emech).

A termodinamika f6tételei
. f6tétel:
Zart rendszer 6sszes energidja allandé:
Esss: = konst. (energiamegmaradas).
Nyilt rendszer 6sszes energidja munkavégzés vagy h6kozlés hatdsara valtozhat meg:
AEsss: =W +Q,
W: a rendszeren végzett munka,
Q: a rendszerrel kdzolt hé.
A ll. f6tétel lényege: mindig Iépnek fel veszteségek (entrdpia...).
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Idealis gaz bels6 energidja, térfogati munka

Idedlis gz belsé energiaja
f
=-nRT,
2

ahol f a molekuldk szabadsagi foka:
gombszimmetrikusra f = 3; hengeresre f = 5; egyébre f = 6.
Az idedlis gaz belsé energiadja tehat a h6mérsékletével aranyos.

Egy dugattydval bezart p1 nyomasu gaz az A felllet(li dugattyura Fny1=p1 A er6t fejt ki.
Ha a dugattyu nincs rogzitve, elmozdulhat, és a gz térfogata megné. Ha a dugattyu
elmozdulasa s, akkor a gaz térfogatdnak novekedése AV = Ass.
A gaz altal végzett (térfogati) munka:
Wegaz = Fny1 S = p1 A s =p1AV.
Amikor egy kiils6 er6 6sszenyomja a bezart gazt, akkor AV <0 — a gaz dltal végzett munka
negativ, Wgs, < 0.
Ha a folyamat kdzben a nyomds nem tekinthetd allanddnak, akkor a gaz altal végzett munka
Wes, = [pdV, amia p—V sikon a gérbe alatti teriilet.

A AEsss; = W + Q  Osszefliggésben W a rendszeren végzett munkat jelenti. Térfogati munka
esetén ez az ellentettje a gdz altal végzett Wgs, = p AV munkanak.

Kitdguldskor (AV > 0) a gaz végez térfogati munkat, vagyis a gaz altal végzett munka pozitiv:
Wes, > 0, és a gazon a kdrnyezete altal végzett munka negativ: W < 0;

a gaz 6sszenyomadddsakor (AV < 0) a kérnyezet végez a gadzon munkat, vagyis a kdrnyezet
altal végzett munka pozitiv: W > 0; és a gaz altal végzett munka negativ: Wgs,< 0.

Idedlis gaz bels6 energiaja megvaltozhat térfogati munkaval és hékozléssel:
AU=-pAV+Q
AV a gaz térfogatdnak névekedése (6sszenyomdskor negativ),
Q a gdzzal kozolt hé.

4A/1. Egy m = 45 g tomeg(i gumilabdat ho = 1,6 m magassagbdl leejtink (0
kezdGsebességgel).
a) Mekkora sebességgel érkezik le a padléra?

b) A padldn pattanaskor az energidja 80%-a marad meg. Milyen magasra emelkedik fel ezutan?

Megoldas:
a) Ha eltekinthetiink a kozegellenallds okozta veszteségtdl, akkor a labda 0sszes mechanikai

energidja végig allandd. Az energiamegmaradast Ugy irjuk fel, hogy megjeloljiik a mozgas
szakaszainak egyes pontjait, és az egyes allapotok mechanikai energidjanak egyenl&ségét
irjuk fel. Ebben a feladatban:
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- a labda elengedése el6tti allapotot jeldlje 0 index,
ekkor hp=1,6 m;
Vo =0;

- a labda foldre érkezésének pillanatat 1 index;
ekkor hy =0;
v1 és energiamegmaradassal szdmolhaté;

A labda 0 és 1 dllapotat 6sszehasonlitva:
Epot,0 + Exkin,0 = Epot,1 + Ekin,1

mgho+0=0+%m v —  vi=./2ghg = y/2:10 m/s2:1,6 m = 5,657 m/s.

b) Tokéletesen rugalmas Utkdzésnél a labda mechanikai energidja megmaradna, és ekkor
ugyanolyan magasra pattanna, mint amilyen magasrdél elengedtiik. A valodi tGtkozések nem
tokéletesen rugalmas ltkdzések, a mechanikai energia nem marad meg, hanem minden
Utkozésnél energiaveszteség Iép fel. A mechanikai energia megmaradé hanyadat e-nal szokas
jeldlni (tehat 1— a veszteség), jelen esetben € =0,8.
A labda visszapattanasa utani allapotok:
- a labda visszapattanasa utani pillanatot jeldlje 2 index,
ekkor hy =0;
v, értéke v és € értékébdl szamolhato;
- a labda felpattanva eléri a maximalis magassagot, ezt jeldlje 3 index,
ekkor vz = 0;
hs értéke energiamegmaradassal szamolhato v,-bél.
A labda 1 és 2 3llapotat 6sszehasonlitva:
€ Ekin,1 = Ekin,2 ,
azaz: eamvi>=% mvy2
A feladat megoldasahoz nem sziikséges, de ebbdl szamolhaté a labda visszapattanas
utdni sebességének nagysaga: v,=ve-v; = 5,060 m/s.
A labda 2 és 3 allapotat 6sszehasonlitva:
Epot,2 + Ekin,2 = Epot,3 + Ekin,3
O+¥%mvy2=mghs+0.
Ugyanakkor tudjuk, hogy Exin,2 = € Ekin,1 = € Epot,1 = € m g ho, ezt felhasznalva:
emgho=mghs,ahonnanh3=ghp=0,8-1,6 m=1,28 m.

4A/2. (MA 903.) Az dbra kétatomos p/10° Pa
molekuldju gazban végbemend folyamatot

ad meg. A molekuldk szdma 1,2-10%. 3 B
a) Mekkora a h6mérséklet az A, ill. a B
allapotban? 2 A
b) Mekkora hémennyiséget vesz fel a gaz a

folyamat soran? 30 45 V/dm3
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Megoldas:
Adatok:

n=1,2-102*/Na=1,2-10**/ 6:10% = 2 mol;

f=5 (kétatomos gaz);

és az abrardl leolvashato, hogy

pa =2-10° Pa; ps = 3-10° Pa;
Va=30dm3=3-102m3; Vg = 45 dm3=4,5-102 m>.

a)paVa=nRTa — Ta=paVa/(nR)=2-10"-3-102/(2-8,314) =360,8K;
Te=psVe/(nNR)=3-10°-4,5-102/(2 - 8,314) = 811,9 K.

b) AU=W+Q
AU a gdz bels6 energidjanak ndvekedése, W a gazon végzett munka, Q a gazzal kdzolt hé.
Mivel ebben a folyamatban a gaz kitagul, a gaz

altal végzett munka pozitiv, a gdzon végzett p/ 10° Pa

munka negativ, W < 0.
A gazon végzett munka allandé nyomads esetén B

W =—p AV képlettel szdmolhatd, most azonban a

nyomas is valtozik a gaz tagulasa kézben. llyenkor 2 A
a munka nagysagat a p — V sikon a gorbe alatti W
terilet (jelen esetben egy trapéz terilete) adja

meg. A negativ elGjelet is figyelembe véve a gdzon

30 45 V/dm®

végzett munka
W =—% (pa + ps) (Ve — Va) = —0,5 (2+3)-10° - (4,5-3) -1072 = —3750 J.
A gdz belsé energidjanak valtozasa

f f 5
AU=-nRAT=-nR(Ts~Ta)=> 28314 - (8119 - 360,8) = 18752..

A gazzal kdzolt hé
Q=AU - W = 18752 — (-3750) = 22502 J.

Bernoulli egyenlet

Fluidumok stacionarius aramlasa esetén mi lesz a megmaradd mennyiség?

Tegylik fel, hogy a fluidum sirlsége allandé (folyadékok esetén ez jo kozelités), és a

viszkozitdsa elhanyagolhato, tehat nem |ép fel a fluidum belsé6 surlédasabdl szarmazé

veszteség. Az dramlas stacionarius, azaz id6ben allandd (az aramlas sebessége eltéré lehet a

tér kiilonboz6 pontjain, de a tér egy adott pontjdban id6ben nem viltozik).

A fluidum egy részecskéjének mozgasat egy aramvonallal dbrazolhatjuk, és levezethetd, hogy
p+pgz+Y%pv?i=konst. egyaramvonal mentén. Ez a Bernoulli-egyenlet.

Ebbdl 1athatd, hogy egy aramvonal mentén a nyomas kisebb a nagyobb magassagokban és

ott, ahol nagyobb az aramldsi sebesség.
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Kiegészits anyag: a Bernoulli-egyenlet levezetése

A fluidum egy részecskéjének mozgasat egy aramvonallal dbrdzolhatjuk, és felvehetiink az

aramvonal mentén egy aramldsi csovet, ami a kornyezd részecskék dramlasat is mutatja.

Az abran jel6lt aramlasi cs6ben a fluidum dramlasakor a P1 és P, kozotti térfogat atmegy a Q1

és Q kozotti térfogatba.

Ekozben a kornyezete térfogati munkat végez rajta:

a P1Qa szakaszon a fluidum térfogata csokken AVi-gyel, a P,Q szakaszon pedig né AV,-vel,

igy a fluidumon végzett térfogati munka
W = p1AV1—p2AVz.

Belathato, hogy AV = AV,. Az dramlast

tekinthetjlik ugy, hogy a P,Qi kOz0s részt

P

elhagyjuk, és ugy tekintjliik, mintha a P1Q1

kozti térfogat ment volna at a P.Qa
térfogatba. z
A stacionarius aramlas miatt a P1Qa rész Am1

tomege és a P2Q; rész Am, tomege egyenl6,
mivel az id6egység alatt bearamld tomeg az aramlasi csé végén ki is aramlik. Mivel a fluidum
strlisége allando (p = Am1/ AV1 = Am; / AV, = konst.), ezért a P1Qi rész AV térfogata és a
P.Qa rész AV, térfogata is egyenld, tehdt AV, = AV, = AV.
A térfogati munka tehat

W = p1 AV — p2 AV = (p1 — p2) AV.
Az dramlas energiaviszonyait pedig ugy irhatjuk fel, hogy mikézben a Am tomeg az 1-es
allapotbdl a 2-es allapotba kertil
» megvaltozhat a helyzeti energidja, ha az dramldsi csé magassaga megvaltozik (z1-rél z2-re);
» megvaltozhat a mozgasi energiaja, ha a csé keresztmetszetének valtozasa miatt az

aramlas sebessége megvaltozik (vi-rél vo-re).

Felirhatjuk tehat, hogy

W = AEpot + AEkin.
A A... megvaltozasokat mindig ugy irjuk fel, hogy a késébbi értékbdl vonjuk ki a korabbi
értéket, tehat

AEpot = Epot2 —Epot1 =AM g zo—Am gzi=Am g (z2—21) = p AV g (22 — z1),

AEgin = Exin2 — Ekina = % Am v22 =% Am vi? = % Am (V22— vi2) = % p AV (V22— v42).
Ezeket behelyettesitve a W = AEpot + AEkin Osszefliggésbe

(p1—p2) AV=p AV g (z2—21) + %2 p AV (V22—Vvi?) —

pi—p2=pg(z2—z1) +%p (V22—Vvi?) —

pi+tpgzi+tlapvi’=p2+pga+Yipva?,
vagyis

p+pgz+%pv?=konst. egydaramlasicsé mentén.
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4A/K3 KISERLET: Felfiiggesztett pingponglabda és a fal kézétt elfujunk. A pingponglabda a fal
felé mozdul amiatt, hogy az dramlo levegé nyomdsa lecsékken.

4A/K4 KISERLET: Egymdstdl pdr cm-re felfiiggesztiink egy kilyukasztott kartonlapot és egy
sima papirlapot. Atfujunk a kartonpapiron levé lyukon. A papirlap a kartonlaphoz tapad,
mivel a befujt levegd a karton és a papirlap k6zétt nagy sebességgel dramlik oldalra, ami
miatt a nyomdsa lecsékken, és a papirlapot a tuloldalrdl a Iégkéri nyomds a kartonhoz
nyomja.

4A/K5 KISERLET: Hajszdrité folétt pingponglabddt tdncoltatunk. A pingponglabddt oldalra
kicsit meglokve nem esik le, hanem visszatdncol a hajszadrito cséve félé. Ennek az az oka,
hogy a hajszdritdobdl fiiggblegesen felfelé nagy sebességgel kiadramld levegé nyomdsa kisebb,
mint a normdl Iégkdéri nyomds, tehdt a pingponglabddnak oldal irdnyban egy nagyobb
nyomdsu levegd felé kellene elmozdulnia.

4A/3. Egy felll nyitott palack aljabdl kis vizszintes csévon keresztiil folyik ki a viz. A palackban
a vizszint magassaga a kifolyas magassagahoz képest H = 10 cm. A viz kifolydsi magassadga h =
40 cm-rel van a fold folott. Szamoljuk ki, mekkora a vizszintesen mért tavolsag a viz kifolyasi
csove alatti pont és a foldet érési pontja kozott!

Megoldas:
H=10cm=0,1m;h=40cm =0,4 m.
irjuk fel a Bernoulli egyenletet az dbran S~

pO . ,l
berajzolt dramldsi cs6re! A p + pgz + Yspv? vizsgalt

y o e | _— aramvonal
mennyiség egyenld az aramlasi csé két o
végpontjan, vagyis a viz tetejénél (0 index) H Po

és azon a ponton, ahol kifolyik a palackbdl = > Vi
(1 index):
Po+tpgzotYpvoi=pi+tpgut+h
pvi®. h
A vizszint teteje nyitott a légkorre, po a
légkori nyomas; és a kilépési pont is nyitott

a légkorre, ezért p1 = po.

A vizszint slllyedésének vo sebességét
elhanyagolhatjuk ahhoz a vi sebességhez képest, amivel a viz kilép a csévon, vo = 0.
Ha a z = O szintet a viz foldet érési magassaganal valasztjuk, akkor zo=H + h és z; = h.
Ezekkel

potpg(H+h)+0=po+pgh+¥pvi? — gH=vi?/2 —>

V1 =w/2gH .
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A viz kifolyasi sebessége tehat a folotte levs vizoszlop magassaganak gyokével aranyos, az
edény aljan 1évé kis nyildson ugyanakkora sebességgel folyik ki a viz, mintha H magassagbal
szabadon esett volna.

A szamértékeket behelyettesitve

v1=+/2-10-0,1 = 1,414 m/s.
A kilép6 viz tovabbi mozgasat vi1 kezd8sebességl vizszintes hajitdsnak tekinthetjuk,
h magassagbdl indulva a leérkezés ideje:

h-%gt2=0 — tn=./2h/g,
és ezzel kiszamolhato a vizszintesen megtett tavolsag:

d=vith=+/2gH -+/2h/g =2 VHh,

behelyettesitve

d=2+0,1-0,4=0,4 m.

4A/K6 KISERLET: Egy palack egymds alatt 3 helyen dt van lyukasztva, a lyukakban kis
vizszintes csévek vannak, amiken folyik ki a viz (a palack nincs lezdrva). Lathatd a vizsugarak
parabolapdlydjdan, hogy lefelé haladva egyre nagyobb a viz kezdésebessége.

4A/K7 KISERLET: Egy felfelé sz(ikiil6 edény aljdnak két pontjdrdl van kivezetve két csé, az
egyik helyen magas, a mdsik helyen alacsony félétte a vizoszlop. A viz ugyanakkora
sebességgel dramlik ki mindkét csévén, mert az dramvonal mindenhol felmegy a viz tetejéig.
(Az el6z6 anyagban Idttuk, hogy a nyomdsok is megegyeznek ezen a két ponton.)

SZIMULACIOK
hulldmvasut ill. gérdeszka palya, surlddéssal, energidval
https://phet.colorado.edu/en/simulation/legacy/energy-skate-park

hidrosztatikai nyomas; aramlas:
https://phet.colorado.edu/en/simulation/legacy/fluid-pressure-and-flow
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KIEGESZITO FELADAT ERDEKLODOKNEK

4A/4. Van két kis gumilabdank, az A labda tomege ma = 43,54 g, a B labda tomege

ms = 16,22 g. ho = 1,6 m magassagbdl ugy ejtjik le a két labdat, hogy elengedéskor a B labda
éppen az A labda folott van (Ossze is érnek a labdak). Milyen magasra pattanna fel a B labda
a labdak folddel vald Uitkdzése utan, ha eltekinthetnénk a kdzegellenallas okozta
veszteségtdl, és az Utkozéseket tokéletesen rugalmasnak tekinthetnénk?

Megoldas:
Ha eltekinthetlink a kozegellendllds okozta veszteségtdl, és az litkozéseket tokéletesen

rugalmasnak tekinthetjiik, akkor a két labda 6sszes mechanikai energiaja végig allandé. Az
energiamegmaradast ugy irjuk fel, hogy megjel6ljik a mozgas szakaszainak egyes pontjait, és
az egyes allapotok mechanikai energidjanak egyenldségét irjuk fel. Ebben a feladatban:
- a labddk elengedése el6tti allapotot jeldlje O index,
ekkor hAo = hBO = ho = 1,6 m;
Vao = Veo = 0;
- a labdak foldre érkezésének pillanatat 1 index;
ekkor hA1 = hBl = 0,'
va1 €s ve1 energiamegmaradassal szamolhato;
- az alsé (A) labda visszapattanasa utani pillanatot jeldlje 2 index,
ekkor haz = hg2 =0;
va2 = — Va1, mert tokéletesen rugalmasan visszapattan a foldrél,
vB2 = Vg1, mert még nem Utkozott a felfelé jovo A labddval;
- a két labda Uitkdzése utani pillanatot jeldlje 3 index,
ekkor hA3 = h33 = 0,'
va3 és vesz impulzus- és energiamegmaradassal szamolhato;
- a labdak felpattanva elérik a maximalis magassagot (nem egyszerre), ezt jeldlje 4 index,
ekkor vas = vea = 0;
has és hga energiamegmaraddssal szamolhaté.

A labdak sebessége foldet éréskor:
az A labda 0 és 1 allapotat 6sszehasonlitva:

Epot,a0 + Ekin,a0 = Epot,a1 + Ekin,A1

mMa g hao + 0 =0+ % ma va1? — Va1 =4/28hao =+/28hy,

ill. hasonldan a B labdara vg1 = +/2ghgy = +/28h,.

Az alsé labda folddel vald Gtkozését tokéletesen rugalmas litkozésnek feltételezve az (itk6zés
utan a sebességek nagysaga

VAZ = VAl = 1/ zgho |”. VBZ = VB]. = V ZghO °

A labddak sebessége az litkozésik utan:
A labdak tokéletesen rugalmasan Uitkdznek, ilyenkor megmarad
> a két test 0sszes mechanikai energidja:
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az Utkozés eldtt
Emech,A2 = Epota2 + Ekina2 =0+ % Ma Va2 €S Emech2 = Epotp2 + Eking2 = 0 + % Mg vp2?
Emech,AB2 = ¥ Ma Va22 + % Mg V2%

az Utkozés utdn hasonldan
Emech,AB3 =% ma VA32 +% mg VB32;

ezek egyenl6ek:
% ma VAz2 + % mg V[:_r.z2 =% ma V,I.\_v,2 +% ms V[:_r.32 (1)

» a két test 0sszes impulzusa.

Impulzusmegmaradas

A test ill. rendszer impulzusanak valtozasa a kiils6 erék eredGjének hatasara torténik:

M
2 - Fre.
At €

A test ill. rendszer impulzusa allando, ha a kils6 erék eredGje zérus. Jé kozelitéssel
allandénak tekinthetjiik az impulzust akkor is, ha egy nagyon rovid At id6 alatt
végbemend mozgdst vizsgdlunk, mint amilyen az (itk6zés is, mivel Al = Fye-At = 0.
Tehat feltessziik, hogy a rendszer litkozés el6tti és litkozés utdni impulzusa egyenlé.

Az impulzus vektormennyiség. Jelen esetben egy egyenes mentén mozognak a testek,
ezért egy skalar egyenletet irunk fel. Az egyenletbe nem irunk el6jeleket a sebességeknek,
de valasztunk egy pozitiv irdnyt — legyen ez a felfelé mutatdé irdny —, és a sebességek
értékének az elGjele az iranyuknak megfelel6 lesz.

A két labda 6sszes impulzusa az Utkozés el6tt
[aB2 = la2 + 12 = Ma vaz2 + Mg Vay;

az Uitkozés utan
laB3 = la3 + lg3 = Ma Va3 + Mg Va3;

ezek egyenlGek:

MA VA2 + MB VB2 = Ma Va3 + MaVes  (2)

Az (1) és (2) egyenletrendszerben a két ismeretlen vas és ves. Rendezziik az egyenleteket:
(1): ma (va2? = va3z?) = msg (ve3% — ver?)
mMa (Va2 — Va3)(Va2 + Vas) = mg (Va3 — vae2)(Ves + Vg2)

(2): ma (va2 —vas3) = mg (Va3 — Vva2)
Ezeket elosztva egymassal

Va2 + VA3 =VB3+Ve2 —> VA3 =Vp3+Ve2—Va2
Ezt helyettesitsiik be a (2) egyenletbe:

MA Va2 + Mp VB2 = Ma Ve3 + Ma VB2 — Ma Va2 + Mp Va3
Ebbdél kifejezhetd ves:
2mp vay + (Mg —mp) vy

mp + mpg

VB3 =
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Hasonld képletet kapunk vas-ra, ha vas kifejezését behelyettesitjik a vas = va3 + va2 — Va2
képletbe:

2 mg vgy + (Mp —mMp) Vap

ma + Mg .
A behelyettesitésnél Ggyelni kell arra, hogy vs: < 0, mert a felfelé iranyt vettiik fel pozitivnak,
és a B test sebessége még lefelé iranyult a két labda ltkozése el6tt.

Va3 =

Most megkaptuk a labdak titkdzés utani sebességét az itkozés elStti sebességlikkel
kifejezve. Fejezziik ki ezeket a sebességeket a labdak kiinduldsi magassagaval.
A va és vg; sebességek az elGjelet is figyelembe véve
VA2=\/?|’10 és V32=—\/?ho.
Behelyettesitve

_ 2ma /2gho + (Mg = Ma)(=y/28ho) _ 2 mp - (Mg —ma) _3ma-mg
VB3 = = \/ 28hg = e / 28hg.

ma + mg mp + mg

A szamértékeket beirva

3-43,54-16,22
VB3 = mw/ Zgho =1,914 2gh0 .

Az utolsé lépés kiszamolni azt, hogy ha a felsé labda ekkora sebességgel pattan fel a foldrdl,
akkor milyen magasra jut. Ezt megint energiamegmaradassal szamolhatjuk:

A B labda 3 és 4 dllapotat 6sszehasonlitva:
Epot,83 + Exkin,83 = Epot,84 + Ekin,B4
O+%mpves’=meghes+0 —
o= v/ (28) = (222" 2 o/ (2g) = (2270
mp + mpg ma + mpg
A szamértékeket behelyettesitve
hga =1,9142 ho= 3,665 - 1,6 = 5,863 m.

A kisérletet megcsindlva az lathatd, hogy ennél sokkal alacsonyabbra pattan fel a labda,
nagyjabadl 2,5 m magasra. A legnagyobb veszteséget az okozza, hogy az litkdzések nem
tekinthet6k tokéletesen rugalmas (itk6zésnek, amikor a mechanikai energia megmarad,
hanem minden Gtk6zésnél energiaveszteség |ép fel. A mechanikai energia megmaradd
hanyadat €-nal szokas jelolni (tehat 1—€ a veszteség).
Az also labda félddel vald Utkozésekor

ga12=(Yamavaz) / (amavai) <1 —  va2<va
A két labda Utkozésekor

€as23 = (A ma vazZ + % ms VB32) / (%5 ma va2Z + Y5 mg VBZZ) <1.

3 labda utkdzése: https://www.youtube.com/watch?v=2UHS883 P60
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