1B KINEMATIKA BEVEZETO FIZIKA C

1. TEMAKOR: KINEMATIKA
2. GYAKORLAT

Fiiggbleges hajitas, szabadesés

A foldfelszin kdzelében a nehézségi erd miatt minden testnek allandé nagysagu gyorsulasa
van fugg6legesen lefelé, ezért a fliggbleges hajitas és a szabadesés egyenletesen valtozd
mozgas.

Az 6sszes szamolasi feladatban g = 10 m/s? értékkel szamolunk.

A fligg6leges koordinatdra a szokdsos jelolés nem x, hanem z (ill. lehet y is, de a Fizikal —
Mechanika targy szamolasi feladataiban is z fogja jeldlni).

A z tengely felfelé mutat, ezért a = —g. A kezdGsebesség és a pillanatnyi sebesség el6jele attdl
fligg, hogy a test felfelé vagy lefelé mozog: felfelé pozitiv, lefelé negativ.

Ezzel tehdt v(t) = vo—gt és z =270+ vot — Jagt?

Szabadesésnél vo = 0, ezért v(t) =—gt és z=zo— Ygt?

FELADATOK

1B/1. (MA 94.) Legalabb milyen hosszu ejt6zsinért kell késziteniink, ha 5 koppanast
szeretnénk hallani egyenletes id6k6zonként, és az els6 golydt a fémlemeztSl 7 cm tdvolsagra
rogzitettuk?

Megoldas

Az 6sszes goly6 szabadesést végez adott magassagbdl, tehat zi = zoi — %gt?, i=1..5.

zoi a kiinduldsi magassag a fémlemezhez képest, vagyis a golydk akkor koppannak,

amikor z; = 0, tehat a kiindulasi magassagok az esés idejével kifejezve: zq = %gti.

A koppanasoknak egyenletesen kell kovetnilik egymast:

tr=t1+t1=21t1, t3=t2 +t1 =3 ty, ..., dltaldnosan ti = i-t1 (t1 a legalsd golyd leesésének ideje).
Ebbdl kifejezhetjlik a zoi kiinduldsi magassagok aranyat:

20i = /zg'(i't1)2 =2 -Vzgt12 =2 - z01.

A golydknak tehat négyzetesen ndvekvé magassagbdl kell indulniuk.

A legalsé golyé 7 cm magasrdl indul: zo1 = 0,07 m — a mésodik golyd zo, = 220,07 = 0,28 m
magasrol, a harmadik golyé zos = 3%:0,07 = 0,63 m magasrdl, a negyedik golyé zos = 42-0,07 =
1,12 m magasrdl, és az 6tddik golyd zos = 520,07 = 1,75 m magasrol.

[Nem kérdés, de kiszamolhatjuk a koppanasok kozott eltelt id6t:

201 = 1/zgt12 =0,07/m — t1=0,12 S.]

1B/K1 KISERLET: Kétélre egyenletes tdvolsdgban, ill. négyzetesen névekvé tdvolsdgban
flziink fel anyacsavarokat, és leejtve megfigyeljiik az anyacsavarok koppandsa kézott eltelt
idét. Fiillel is érzékelhetd a kiilonbség, de a hangot régzithetjiik is (pl. Audacity), és onnan
leolvashato a koppandsok kézétt eltelt id6.
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1B/2. (MA 108.) Egy lift 14,7 m/s sebességgel siillyed. A lift mellett leejtiink egy kovet.

a) Mikor és hol talalkozik a lift a kével, ha elég hosszu még lefelé a liftakna?

b) Mikor egyenl6 a k& és a lift sebessége?

Megoldds

A lift és a k6 helyét kell az id6 fliiggvényében felirni arra tigyelve, hogy azonos
koordinatarendszerben adjuk meg a helyliket. A z = 0 helyet mi valaszthatjuk meg ugy, hogy
a legegyszer(ibb legyen a szamolds: legyen pl. az a hely, ahonnan indul a lift és a ké&. igy
az egyenletesen sullyedd liftre  zjix(t) = virt (ahol viie = —14,7 m/s, mert lefelé mozog), és
a szabadesést végzl kére zis(t) = — Vagt? .

a) Akkor taldlkoznak, ha zir(t*) = zks(t*), vagyis vigt* = — Jagt*2.

A t*1 = 0 megoldas a kdzos kiindulasi dllapotra vonatkozik. A mdsik megoldas

t*, = — 2viin/g = — 2+(— 14,7)/10 = 2,94 s, ekkor éri utol a k& a liftet.

A taldlkozas helye kiszamolhaté barmelyik z(t) fliggvénybe vald behelyettesitéssel:

z2* = vipt*, =-14,7-2,94 =-43,22 m, ill. z* =-1gt*,> =-0,5-10-2,94? = —43,22 m;

tehat 43,22 m-rel lejjebb taldlkoznak.

b) A lift sebessége konstans: v =—14,7 m/s, a kéé pedig egyenletesen né: vis(t) = —gt.
vis(t’) = vire, ha —gt’ =vig — t' =—-vin/g =—(—14,7)/10=1,47 s.

[Egyébként ekkor nincsenek egymads mellett, a lift zjn(t’) = -14,7-1,47 =-21,61 m-nél, a k6
pedig zs(t’) =—0,5-10-1,47% = —10,80 m-nél van (még nem érte utol a liftet).]

Ferde hajitas

Ha tavolabbrél nézziik, ahogy egy egyenletesen haladé teherauté platdjan valaki leejt egy
testet, vagy fliggélegesen felfelé ill. lefelé elhajit, akkor azt latjuk, hogy a fliggbleges mozgas
koézben vizszintes irdnyban is elmozdul a test egyenletes sebességgel. Hasonldé mozgas jon
létre akkor is, ha a testet Ugy hajitjuk el, hogy mi adunk a testnek vizszintes irdnyu
sebességet. Ez a vizszintes irdnyu sebesség nem fog valtozni, mert a test g gyorsuldsa
fliggbleges, és mivel a g gyorsulasnak nincs vizszintes komponense, ezért a sebesség
vizszintes komponense allandé marad.

1B/K2 KISERLET: Két test egy idében indul azonos magassdgbdl: az eqyik vizszintes
kezddsebességgel, a mdsik kezdésebesség nélkiil szabadon esik. Egyszerre érnek féldet, ami
azt mutatja, hogy a vizszintesen meglékott test vizszintes irdnyu elmozduldsa nem
befolydsolja a fliggbleges irdnyu mozgdsat, a vizszintes és a fliggbleges irdnyu mozgdsok
egymadstdl fiiggetlenek.

A ferde hajitds tehat egy vizszintes irdnyu egyenletes mozgas és egy fliggbleges iranyu
egyenletesen valtozé mozgds ereddje.

Képletek:
A mozgas az x — z sikban torténik, a z tengely felfelé mutat.
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A test gyorsulasanak komponensei:

vizszintes: ax = 0;

fugg6bleges: a; = —g.
A kezdGsebesség nagysaga vo, a vizszintessel a szoget zar be. a pozitiv, ha ferdén felfelé
hajitunk, ill. o negativ, ha ferdén lefelé hajitunk. Ebbdl a kezdésebesség komponensei:
Vox = Vo COSOL, Voz = Vo SinaL.
A test sebességének komponensei:

vizszintes: vx = vox = konst.;

fliggbleges: v, = vo, — gt .
Ha v.>0, akkor a test emelkedik, ill. ha v,<0, akkor a test esik lefelé. Mivel gt el6jele negativ,
egy id6 utdn v, elGjele akkor is negativ lesz (azaz esik lefelé), ha vo, pozitiv volt (felfelé dobtuk
el a testet). Az elGjelek alkalmazasaval a hajitas felfelé ill. lefelé mutaté szakasza egyben
kezelhet6.
A test helyvektoranak komponensei:

vizszintes: X = Xo + Voxt ;

fuggdbleges: z = 7o + vost — ¥ogt?.
Ezek alapjan belathatd, hogy a hajitas palydja egy parabola (most nem vezetjiik le).
1B/K3 KISERLET: A locsolékanndbdl kifolyd viz dital leirt pdlya parabola.
1B/K4 KISERLET: A slagbdl kilévé viz dltal leirt pdlya parabola.

Specidlis esetek:

Fligg6leges hajitas:

sebessége: vizszintes: vy = 0; fliggbleges: v, = vo— gt ;

helyének komponensei: vizszintes: x = xo ; fliggbleges: z = zo + vot — %gt? .
Vizszintes hajitas:

sebessége: vizszintes: vx = vo = konst.; fliggbleges: v, = — gt ;

helyének komponensei: vizszintes: x = xo + Vot ; fliggbleges: z = zo — ¥agt? .

FELADATOK

1B/3. (MA 132.) Egy testet 25 m/s kezdGsebességgel, 60°-0s szdgben ferdén elhajitunk. Hol
van 2 s mulva, és mekkora a sebessége?

Megoldas

A test helyének vizszintes koordinataja x = xo + Voxt, fliggbleges koordinataja z = zo + vo,t —
%hgt?.

Xo €s zp valaszthatd zérusnak.

Vox = Vo €osaL = 25-c0s60° = 12,5 m/s; Vo = Vo sina. = 25-sin60° = 21,65 m/s, tehat

x(t) = 12,5t és z(t) = 21,65t — 5t2.

Behelyettesitve t = 2 s-ot x(2) =12,5-2=25m; z(2)=21,652—-5-22=23,30 m.

A test tehat vizszintesen mérve 25 m-t tavolodott az elhajitas helyétdl, és 23,30 m-rel van
magasabban annal a magassagnal, ahonnan elhajitottak.
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A test sebességének komponensei vy = vox = 25-c0s60° = 12,5 m/s (allandd), és

V;(t) = vo, — gt = 25-sin60° — 10t = 21,65 — 10t,

amit=2s-ndl v(2) =21,65-10-2 = 1,651 m/s (pozitiv, tehat a test még emelkedik).

[Hogy miért nem 1,65 m/s-ot irunk? Mert kerekitésnél a szamokat 4 értékes jeggyel irjuk le,
a szamolasokban viszont mindig a pontos értéket vissziik tovabb. A vo, = vosina = 25:s5in60°
értéke pontosabban megadva 21,65063509 m/s, ami 4 értékes jegyre kerekitve 21,65 m/s,
viszont a v(2) = 25:sin60° — 10-2 értéke pontosabban 1,650635095 m/s, ami 4 értékes jegyre
kerekitve 1,651 m/s.]

A test sebességének nagysaga Puthagorasz-tétellel: v(2) = V(12,52 + 1,6512) = 12,61 m/s.

1B/4. (MA 127.) Egy testet 60°-0s szogben ferdén elhajitunk 25 m/s kezdSsebességgel.
a) Mikor ér a palya tetGpontjara?
b) Milyen magasan van a tet6pont?
c) Mikor ér Ujra az elinditds magassagaba?
d) Milyen tavol ér Gjra az elinditas magassdgdaba?
Megoldas
a) A test az elhajitas utan egy ideig emelkedik, vagyis a sebességének a fliggbleges
komponense pozitiv, majd a palya tet6pontjat elérve esni kezd, vagyis a sebességének a
fliggbleges komponense negativ lesz. A pdlya tet6pontjan akkor van a test, amikor a
sebességének a fliggbleges komponense zérus. (A test nem all meg a palya legfelsé pontjan,
mert a vizszintes sebessége allandd; csak a fliggbleges sebessége lesz egy pillanatra zérus.)
Vz(t) = vo, — gt = vosina. — gt = 25-s5in60° — 10t = 21,65 — 10t;
Vo(th) =0 — th=Vo,/g= 2,165s.
b) A test helyének fiigg6leges koordinataja z = zo + vo.t — %4gt2.
2o valaszthatd zérusnak; z(t) = vost — %gt? = vo sino — %gt? = 21,65t — 5t2.
A palya csucspontjanak a magassagat ugy kapjuk meg, hogy ebbe behelyettesitjlik t, értékét:
h = z(tn) = 21,65t — 5tn? = 21,65-2,165 — 5-2,1652 = 23,44 m.
[Vagy megtehetjik, hogy el6szor a képleteket rendezziik, és h-t kifejezziik a
kezdGsebességgel:
h = vosth — %8th% = Vo - Vo/g — %28 (Vo./8)? = Yavo2/g = 0,5:(25-5in60°)%/10 = 23,44 m.]
c) Amikor a test az elhajitds magassagaba ér, akkor ugyanakkora a z koordinataja, mint az
elhajitaskor (zo = 0 volt a vdlasztasunk), tehat
z(td) = Vostd — ¥ogta® = 21,65t — 5t =0 —

ennek egyik megolddsa tq = 0, ami az indulas id6pontja,

masik megoldasa tq = 2vo,/g = 4,330 s.
Vegyiik észre, hogy ez az id6 kétszerese annak az id6nek, amennyi alatt a test a palya
csucspontjara ért, mivel a palya szimmetrikus.
d) Amikor a test azonos magassagba ér az elhajitas magassagdval, akkor az elhajitas helyétél
mért tavolsaga megegyezik az x koordinatdjanak valtozasaval. (A palya minden mas pontjan
a tavolsagot Plthagorasz-tétellel kellene szamolni, mivel mindkét koordinata valtozik.)
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d = x(td) — Xo = Voxtq = Vocosal-tyg .

Behelyettesitve tq értékét: d = 25-c0s60°-4,330 = 54,13 m.

[Vagy megtehetjiik, hogy el6szor a képleteket rendezziik, és d-t kifejezziik a
kezd6sebességgel:

d = vox'td = Vox(2Vo:/g) = vocosa-2-vo sina/g = vo?-sin(2a)/g = 252-sin120°/10 = 54,13 m.]

Impulzus
1B/K5 KISERLET: All6 kiskocsinak (itkézik egy mdsik kiskocsi v* sebességgel, majd

Osszetapadva mozognak tovadbb.

Ha a két kiskocsi témege megegyezik — az 6sszetapadt kocsik sebessége % v*.

Ha a mozgd kiskocsira rdtesziink egy akkora témeget, mint a kiskocsié, vagyis a mozgo
kiskocsinak kétszer akkora a témege, mint az dlléé — az 6sszetapadt kocsik sebessége % v*.
Ha az dllé kiskocsira tesziink egy akkora témeget, mint a kiskocsié, vagyis a mozgo
kiskocsinak fele akkora a tomege, mint az dlloé — az dsszetapadt kocsik sebessége % v*.

A kisérlet azt mutatja, hogy a két 6sszetapadt test sebességét nem csak a mozgé test
sebessége hatarozza meg, hanem a testek tomegei is.

IMPULZUS
a tdmeg és a sebesség szorzata:
I=mv
vektormennyiség, irdnya megegyezik v vektor irdnyaval;
mértékegysége: [kg-m/s].

AZ IMPULZUS MEGMARAD az itkdzések soran.

Egyetlen magara hagyott test (ami nincs kélcsénhatasban semmivel) egyenes vonalu
egyenletes mozgast végez, vagyis Ugy mozog, hogy sebességének se a nagysaga, se az iranya
nem valtozik, tehat a sebességvektora allandd, és igy az impulzusa is dllandd (nagysaga és
irdnya is).

Két test kdlcsOnhatdsba keriilhet egymassal. Ekkor az egyes testek sebessége — és igy
impulzusa — megvaltozhat, de a két test impulzusdnak az ereddje (vektori 6sszege)
ugyanakkora az litkozés el6tt és az litkozés utan, tehat a kettdjik eredd impulzusa
megmarad. Tobb testre is igaz, hogy az impulzusuk 6sszege megmarad a kélcsonhatasuk
el6tti és utani dllapotot 6sszehasonlitva. A testeket rendszernek tekintve az eredd impulzus
megmarad.

Az impulzus megmaraddsanak az a feltétele, hogy olyan rendszert vizsgaljunk, ami nincs
kolcsonhatasban a rendszeren kiviili testekkel.

Gyakorlati szempontbdl lehetséges, hogy a rendszer kdlcsonhatdsban van mds testekkel (pl.
a Fold vonzza, az asztal nyomja a testeket), de egyszerre tobb kélcsonhatas Iép fel, amik
kioltjdk egymast, az ereddjiik nulla. Masrészt az is lehetséges, hogy nem nulla az eredé (pl.
surléddas miatt), de az titk6zés olyan rovid ideig tart, hogy ennek a hatasat elhanyagolhatjuk.
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Az impulzus megmaradasa alkalmazhaté

- Utkozéseknél, ha két test 6sszeragadva egy testként mozog tovabb (rugalmatlan ttkozés);

- aforditott jelenségnél: ha egy tobb testbdl allé rendszer tobb részre vélik szét (pl.
kocsibdl kidobott tégla, robbands, rakéta);

- és akkor is, ha litkozés utan a két test kiilon testként mozog tovabb.

1B/5. (MA 535.) Rugdval 16kiink szét két golyot. Az egyik 1 kg és 8,75 m/s sebesség(i. A masik
3,7 m/s sebességet kapott. Mennyi ennek a golyénak a tomege?
Megoldds
Adatok:
Jeldlje a testek tomegét ma és mg: ma =1 kg, mg=7?;
a testek sebessége a szétlokddés elStt va1 = ve1 = 0;
a testek sebességének nagysaga a szétlokGdés utan |vaz| és |vez|:
|vaz2|= 8,75 m/s, |ve2|=3,7m/s.

A két testbdl és a rugdbdl allé rendszer ered6 impulzusa nem valtozik, mikdzben a rugé
szétloki Gket. A rugd tomege elhanyagolhatd a testek tomegéhez képest, ezért a két test
impulzusdnak Osszege egyezik meg a szétlokddés elbtti és utani dllapotban.

A szétlokédés el6tt a testek nyugalomban vannak, tehat az eredd impulzus zérus:
l1=0=mavar+ mpve1=0.

A szétlokédés utan az ered6 impulzus:

I2=ma Va2 + Mp Vs2 .
A sebességek egymassal ellentétes irdnyuak (egydimenzids vektorok), az elGjeliik fogja
mutatni a sebesség irdnyat. Ha az ma tdmeg( test sebességének az irdnyat vesszik
pozitivnak, akkor az mg tomeg( test sebessége negativ elGjell:
va2 = 8,75 m/s; ve2=—3,7 m/s (de természetesen vélaszthatnank a masik lehetséget is).

Az impulzus-megmaradast felirva:
li=12: mavaz+mpeve2=0
—  me=—(va2/Ve2) ma;
behelyettesitve
ms=—(8,75/(-3,7) ) - 1 =2,365 kg.

1B/6. Vizszintes asztallapon levd, h = 24 cm magas emelvényre helyezlink egy ruhacsipeszbe
fogott targyat. A ruhacsipesz tomege ma = 8,54 g, a targyé mg = 18,07 g (az adatok a feladat
utan kévetkez§ kisérletbdl szarmaznak). Szétlokédés utan leesnek az asztalra. Hogyan aranylik
egymashoz a leesési helyeik emelvény aljatdl mért tavolsaga?
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Megoldas
Az 1B/5. feladathoz hasonldan itt is teljesul az impulzus-megmaradas feltétele, tehat

felirhatjuk, hogy ma va2 + mg vez = 0, mert a szétlok&dés el6tt a ruhacsipesz és a test
nyugalomban voltak, tehat a bel6lik allé rendszer ered6 impulzusa zérus volt.

Szétlokédésiik utan rovid ideig (az emelvény széléig) mindkét test egyenes vonall egyenletes
mozgast végez, majd az emelvény szélét elérve vizszintes hajitasnak megfeleld
parabolapdlyan mozognak tovabb.

Vizsgaljuk el6szor a ruhacsipeszt. A vizszintes hajitdsdnak kezd6sebessége megegyezik a
szétlokddés utani sebességével, azaz vaox = Va2, €s Vao,; = 0. A koordindtarendszer origdjat az
emelvény szélére valasztva a ruhacsipesz helyének koordinatai:

Xa(t) = vaz t és za(t) = — Yagt?.

Mivel a két test fligg6leges mozgasa ugyanaz a szabadesés (bar ez lehet egymdshoz képest
id6ben eltolva, ha nem egyszerre érkeznek az emelvény széléhez), ezért az emelvény szélétdl
ugyanaz a t, id6 alatt fog mindketts az asztallapra érkezni. Ebbdl a leérkezési pont tavolsaga:

dszAZta .

Megjegyzés: ta értéke is kiszdmolhato. A fenti koordinatarendszerben ugyanis az asztallapra
érkezéskor a test z koordinataja éppen —h, azaz: za(ta) = — ¥%:gta? = —h, ahonnan az asztalra
érkezéshez szlikséges id6:

2h _ [2:024m _
ta—\/;— /10 —5=0,2191s.

Ez valéban nem fligg a kezdGsebességétdl, emiatt a masik targy is ugyanennyi idé alatt ér le

az asztalra.

Hasonl6an a csipeszbe fogott targy tavolsaga az asztalra érkezéskor: dg=|v,, [t, .

Az abszolutértékjelre azért van sziikség, mert ha feltesszik, hogy vaz pozitiv, akkor az
impulzus-megmaradas miatt ve2-nek negativnak kell lenni (azaz az ellentétes irdnyba mutat),
a tdvolsagot viszont pozitivnak definialjuk.

A két egyenletet elosztva egymadssal lathatd, hogy a két tavolsag hanyadosa: da/ds =
|va2/ve2|. Az ismeretlen sebességek aranya pedig az impulzus-megmaradasbdl szamolhato:
va2/Ve2 = — mg/ma, ezzel a tdvolsagok aranya éppen a tomegek aranyanak reciproka:

dA/dB = mB/mA = 2,116.

1B/K6 KISERLET: ruhacsipeszbe fogott ceruzahegyezét helyeziink egy emelvény tetejére. A

csipeszre rdiitve szétlékédnek, és megmeérjiik az elsé asztallapon pattandsuk tdvolsdgadt az
emelvény aljdnak szélétél.
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A videdbdl kikockazva ezek a tavolsagok da = 30 cm és dg = 13 cm. Ezek hanyadosa 2,308,
ami kozel van az imént kiszdmolt 2,116-hoz.

Az elméletileg vart és a kisérletileg meghatdrozott hanyadosok eltérésének oka a mérési
hiba. Ez egyrészt all az elméleti szamoldsban elhanyagolt jelenségek (pl. a surlédas az
emelvényen vagy a légellenallas) okozta eltérésbdl; masrészt a mérések leolvasasi hibajabdl,
ugyanis a viszonylag gyorsan mozgé testek az asztalon megpattannak, és nehéz szabad
szemmel megallapitani ennek a pontos helyét, illetve a videodn is két képkocka kdzott ér az
asztalra, emiatt a pontos helyet ekkor is csak becsilhetjik.

Vegylk észre, hogy itt éppen azokon a lépéseken mentiink keresztil, amirél az 1A anyag
bevezetésében beszéltiink. Kiindultunk a kiskocsis litkozéses kisérletekbdl, ezek alapjan
bevezettik az impulzust, és megfogalmaztuk az erre vonatkozé megmaradasi torvényt.
Ennek, és a hajitasrdl tanultaknak segitségével kiszamoltuk egy masik elrendezésben
szétlokddo testek tavolsaganak ardnydt, amit a masodik, ruhacsipeszes kisérlettel
ellenériztlink.

Plusz feladatok:

1B/7. (MA 544.) Terheléssel egyiitt 150 kg tomeg( kocsi 10 m/s sebességgel halad. A
kocsibdl menetiranyban kidobunk egy 30 kg tomegl(i Iadat, a talajhoz viszonyitott 15 m/s
sebességgel. Mekkora a kocsi sebessége a lada kidobdsa utan?

Megoldas

Adatok: mizda = 30 kg, Mkocsi = 150-30 = 120 kg;

a kidobas el6tt a kocsi és a lada sebessége megegyezik, mivel a lada még a kocsin van:
Vkocsi,1 = Vidda,1 = V1 = 10 m/s;

a kidobas utan a lada sebessége a talajhoz képest: vizda2 = 15 m/s.

Kérdés a lada kidobasa utan a kocsi sebessége a talajhoz képest: viocsi2 = ?

A kocsira és a ladara hato kiilsé er6k ereddje zérus (a felilet altal kifejtett nyomoderd
nagysaga éppen megegyezik a nehézségi erével), igy tehat teljesill az impulzus-megmaradas
feltétele. A kocsibdl és a [adabdl allo rendszer eredd impulzusa nem valtozik, mikézben a

ladat kidobjak.

Kidobas el6tt:
l1 = (Mkocsi + Miada) - V1 = (120+30)-10 = 1500 kg-m/s ;

Kidobas utan:
I2 = Mkocsi Vkocsi,2 + Miada Viada,2 = 120 Viocsi,2 + 30-15 = 120 Vkocsi2 + 450 kgm/s

lb=l1: 120 Vkoesi2 + 450 = 1500 —>  Vikosi2 = (1500-450) / 120 = 8,75 m/s .
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1B/8. (MA 538.) All6 vizben két csdnak egyenletesen halad egymas felé. Sebességiik kiilon-
kilén 0,6 m/s. Amikor egymas mellé érnek, az egyikrél a masikra 60 kg tomegli testet
tesznek at. Ezutan a masik csénak eredeti iranyaban 0,4 m/s sebességgel halad tovabb.
Mekkora ennek a masodik csonaknak a tomege, ha a viz ellendlldsa elhanyagolhat6?
Megoldds

A két csdnakbdl és a 60 kg tomeg testbdl allé rendszer ered6 impulzusa allandd. A feladat
megolddsa szempontjabdl most Iényegtelen, hogy mekkora tomeg(i csénakrol kerdilt at a
,masik” csénakra a 60 kg tomeg(i test, mert annak a csénaknak a tovabbi mozgdsaval nem
foglalkozunk. Az viszont Iényeges, hogy a 60 kg tomegl test mozgasban volt, és tudjuk a
sebességét.

Adatok:

Az ,,masik” (ismeretlen mcssnak tomegl) csdnak sebessége

az atrakas eldtt vessnak,1 = 0,6 m/s volt,

az atrakds utdn vessnak2 = 0,4 m/s lett (lelassult, mert egy szembdl érkezé testet tettek rd).
Az miest = 60 kg tomegl test sebessége

az atrakas el6tt ellentétes iranyu volt a csdnakéval, sebességének nagysaga 0,6 m/s volt,
tehat Viest1 =—0,6 m/s volt,

az atrakds utdn viest2 = 0,4 m/s lett (a csdnakkal egyutt halad).

Impulzus-megmaradast felirva a ,masik” csénakbdl és az atrakott testbdl allé rendszerre:
az atrakas el6tt:

l1 = Mcsénak Vesoénak,1 + Mtest Viest,1 = 0,6 Mesonak + 60'(—0,6) = 0,6 Mcsonak — 36 ;
az atrakas utan:

I2 = Mcsonak Vesonak,2 + Miest Veest,2 = 0,4 Mesonak + 60-0,4 = 0,4 Mesonak + 24 .

I]_ = IZ . 0,6 Mcsénak — 36 = 0,4 Mecsénak + 24 —> 0,2 Mecsénak = 60 —> Mcsénak = 300 kg.

1B/9. (MA 541.) m; tdmeg(i lapos kocsi a talajon nyugalomban van. m; témeg( személy (a
talajon torténé nekifutassal) v sebességgel rafut a kocsira, és ugyanilyen sebességgel fut le a
kocsirdl. Mi torténik a kocsival? A kocsi és a talaj kozotti surlédastdl eltekintlink.
Megoldas
A kocsibdl és a futdbadl allé rendszerre alkalmazhatjuk az impulzus-megmaradast.
Harom allapotot tudunk 6sszehasonlitani:
1.) Miel6tt a futd fellép a kocsira:
a futé sebessége: vrus1 =V ;
a kocsi sebessége zérus: Viocsi1 = 0.
2.) Mikozben a futd a kocsin fut végig:
a futo sebessége: viuts,2 = ? ismeretlen;
a kocsi sebessége: Viocsi2 = ? ismeretlen.
3.) Miutan a futd végigfutott a kocsin:
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a futd sebessége: vt 3 = v (ugyanolyan sebességgel fut, mint a kocsira futas el6tt);
a kocsi sebessége Viocsi3 = ? ismeretlen.
A 2.) dllapotrdl nem tudunk semmit, de az 1.) és 3.) allapotot dssze tudjuk hasonlitani.
l1=13: Mo V+ Miocsi - 0 = Meuts *+ V + Miocsi * Vkoesi,3 —>  Vkocsiz3 =0 .
Mivel a futd sebessége a kocsin vald atfutas el6tt és utdn megegyezik, ezért a kocsi
sebessége is meg kell egyezzen a futd athaladdsa el6tt és utan.
[A kocsi kbzben elmozdul valamennyit, mert a 2.) szakaszban mozgasban volt.]

SZIMULACIO, AMIVEL ERDEMES JATSZANI:

Utkozések: https://phet.colorado.edu/en/simulation/legacy/collision-lab

KIDOLGOZOTT GYAKORLO FELADATOK

1B/10. (MA 123.) Fiigg6legesen felfelé dobunk egy kdvet 20 m/s sebességgel.
a) Mekkora lesz a sebessége 3 s mulva?
b) Hol lesz ekkor a test?

c) Milyen irdnyban mozog ebben a pillanatban?

Megoldas
Fliggbleges hajitas

sebessége: v,(t) = vo — gt (vizszintesen vy = 0);

z koordinataja (ha a kiindulé koordinataja zo): z(t) = zo + vot — %gt? (és X = Xo).
Szamolhatnank ugy, hogy el&szor kiszamoljuk, mennyi ideig emelkedik, és milyen magasra
jut ezalatt, majd a maradék idGre a pdlya legmagasabb pontjardl induld szabadeséssel
szamolnank tovabb. Mivel azonban a sebességet a képletben el§jeles mennyiségként
kezeljlk, a felfelé ill. lefelé iranyuld mozgdst egyben szamolhatjuk: felfelé v, > 0, lefelé v, < 0,
a legfels6 ponton v, = 0.

Adatok: vo = 20 m/s (pozitiv, mert felfelé dobtuk el a testet); zo legyen O
— v(t)=20-10t; z(t) = 20t — 5t2.

a)t=3s: v(3)=20-10-3=-10 m/s.

c) v(3) el6jele negativ. — a test lefelé mozog.

b) z(3) =20-3-5-32=15m.
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-25 -

Nem volt kérdés, de kiszdmolhatd az emelkedés ideje: v(tn) =0: 20— 10th=0 — th=2s;
ezalatt z(tn) = 20-2 — 5-2? = 20 m magasra jutott, ez volt a maximalis magassag.

Az abran lathato, hogy a v,(t) fliggvény a z(t) derivaltja, v; aktualis értéke a z(t) érintGjének
meredekségével ardnyos:

t = 2 s-ndl z(t) érintdje vizszintes — ekkor v; = 0;

el6tte z(t) érint6jének meredeksége pozitiv — v, > 0;

utana z(t) érint6jének meredeksége negativ— v, < 0.

1B/11. (MA 536.) Egy 6sszenyomott rugé 0,2 kg és 0,3 kg tdmegd, eredetileg nyugvé
kiskocsikat ugy |0k szét, hogy azok 5 s alatt 60 cm tavolsagra jutnak egymastdl. A rugé
tomege és a surlddas elhanyagolhatd. Mekkora a kocsik sebessége?

Megoldas

Az 1B/5. feladathoz hasonldan itt is teljesul az impulzus-megmaradas feltétele, tehat
felirhatjuk, hogy ma va2 + mg ve; = 0, mert a szétlokédés el6tt a kocsik nyugalomban voltak,
tehat a két kocsibdl all6 rendszer eredd impulzusa zérus volt. Itt azonban nem ismerjik sem
az ma, sem az mg tomegU kocsinak a szétlokédés utdni sebességét (var-till. vea-t), de tudjuk,
hogy a megadott id6 alatt 6sszesen mennyit tdvolodtak egymastdl (d = 60 cm-t).

irjuk fel a testek x koordinatajat ugy, hogy a testek az origébdl indulnak. At id6 alatt
az ma tomegd test az xa koordinatdju pontba érkezik: xa = vaz At;

az mp tomegl test az xg koordinataju pontba érkezik: xg = vsz At;

és a két test kozott tavolsag d= | xa—xs | = |vaz — ve2|‘At.

Ez érvényes tetsz6leges irdnyu sebességekre, ha a sebességeket el6jelesen kezeljik.
Jelen esetben ellenkez6 irdnyba mozognak a kocsik.

Valasszuk ugy az elGjeleket, hogy vaz > 0 ésva2 <0, igy d = (va2 — ve2)-At.

Két egyenletiink van tehat:
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az impulzus-megmaradasra felirt mava; + mgve2 =0,
és az elmozduldsra felirt d = (va2 — ve2)-At.

Fejezzlik ki a masodikbdl va; -t:
vaz =d / At + vea,
és irjuk be az elsébe:

Ma Va2 + MpVe2 =ma (d/At+ve2 )+ mevea=ma-d/At+(ma+ms)ve2=0
ma d

—> Vg =— T—.
B2 mpa+mpg At

Adatok: ma=0,2kg; mg=0,3kg; At=5s;d=60cm=0,6 m.

Behelyettesitve

92 2% _ _04.0,12 =—0,048 m/s =— 4,8 cm/s,
0,2+0,3 5

va2 = 0,12 + (-0,048) = 0,072 m/s = 7,2 cm/s.

Vgy =—

Mik a gyakorlo feladatok a példatarbal?

e azl/1.fejezet minden feladata, kivéve a csillagosok;

e azl/2.fejezet minden feladata, kivéve a csillagosok;

e azl/3.fejezet minden feladata, kivéve a csillagosok;

e azl/14.fejezetbdl: 526., 527., 534. (kivéve erélokés), 537., 539., 540., 550.a), 555.
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KIEGESZITO FELADATOK ERDEKLODOKNEK

1B/12. (MA 6.) Egyenes palyan 36 km/h sebességgel haladé vasuti kocsi oldalait a palyara
merdGleges irdanyban kilStt [6vedék Gti at. A kimeneti nyilds 5 cm-rel van eltolédva a
menetirannyal ellentétesen a bemeneti nyilashoz képest. A kocsi falainak tavolsaga 2,5 m.
Mekkora a lovedék sebessége?

Megoldas
A vonat az x tengely mentén halad egyenletes vyonat sebességgel: x(t) = Xo + Vvonat t;

a golyd az y tengely mentén halad egyenletes vgoiys sebességgel: y(t) = yo + Vgolys t.
Vvonat = 36 km/h =10 m/s.
Origdnak vélasszuk azt a pontot, amikor a golyd éppen eléri a vonatot.

t* ideig tart, amig a golyé athalad a vonaton, ez alatt

a vonat Syonat =5 ¢cm = 0,05 m-t halad: Svonat = AXvonat(t*) = Vvonat t¥*;

a golyo altal megtett tdvolsag a vonat szélessége, Sgolys = 2,5 M: Sgolys = AYgolys(t™) = Vgolys t* .
A két egyenlet tehdt Svonat = Vvonat t* €S Sgolys = Vgolys t*.

Elosztva egymadssal a két egyenletet az id6 kiesik:

Sgolyé _ Vgolys

’
Svonat  Vvonat

amibdl a golyd sebessége
Vgolys = (Svonat/Sgolys) * Vvonat -
Behelyettesitve
Vgolys = (2,5/0,05) - 10 = 500 m/s.
[Nem kérdés, de kiszamolhatd a kozben eltelt id6: t* =0,05 m / (36/3,6 m/s) = 0,005 s.]
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1B/13. (MA 525.) Gombfocijaték kdzben a 2 g tomeg(i labda és az 1,2 dkg tomeg(i jatékos
utkozik, és ezt kovetden a labda keleti irdnyban mozog 5 m/s, a jatékos északra 0,5 m/s
sebességgel.

a) Mekkora és milyen irdnyu a jatékosbdl és labdabdl allé rendszer impulzusa?

b) Utkdzés el6tt mekkora és milyen irdnyu volt a labda sebessége, ha a jatékos sebessége az

utkozés eIottg m/s volt, és sebességének irdnya nem valtozott az (itkzés soran?

Vjatékos,2 T
Viabda,2

T Vjatékos,1

Megoldds
A labdabdl és a jatékosbdl allo rendszer impulzusa vektormennyiség, amit a labda ill. jatékos
egymasra meréleges sebessége alapjan tudunk kiszamolni.

A

y

V., s
jatékos,2 T
Viabda,2

T Vjatékos,1

X

Vegyiink fel egy koordinatarendszert Ugy, hogy az x tengely mutat a keleti, és az y tengely az
északi irdnyba.

Adatok: mjstekos = 1,2 dkg = 1,2:1072 kg; Miabda = 2 g = 2:1073 kg;

a sebességek nagysaga

Utk6zés utdn: vjstekos2 = 0,5 M/S; Viabda,2 = 5 m/s;

Utkozés elGtt: Vjstekos,1 = c M/S; Viabda,1 = ?

a) Utkdzés utdn

a labda x irdnyban mozog, az impulzusanak nagysaga
liabda,2 = Miabda Viabda2 = 2:1073 - 5 = 10-1073 kg-m/s;

a jatékos y irdnyban mozog, az impulzusanak nagysaga
ljstékos,2 = Miatékos Vjatékos,2 = 1,2:1072 - 0,5 = 6:1073 kg-m/s.
Tudjuk tehat az impulzus komponenseit:

llabda,2 = Ix2 €S ljstékos,2 = ly2 ,

és ebbdl kiszamolhatjuk az impulzus
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nagysagat Pithagorasz-tétellel:

I, = /Ixzz +1,,0 = \/(10-10‘3)2+ (6:10%)° = 11,66:10 kg-m/s ;

és az x tengellyel bezart sz6gét:

tgaz =12/l =6-102/10-10%=0,6 — o2=30,96°.
Az eredd impulzus tehat északkeleti irdnyba mutat, kelettel 30,96°-ot (északkal 59,04°-ot)
zér be, és a nagysaga 11,66-1072 kg-m/s.

b) Az impulzus-megmaradast vektor esetén komponensenként irhatjuk fel, vagyis az eredd
impulzus megmaradasa ugy teljesil, hogy mind a két komponense kiilon-kilon megmarad:
ki=lx2 és ly1=lyp.

Altaldnos esetben mind a két komponensben szerepelhet a labda és a jatékos impulzusa is,
ha a sebességek nem specialisan x ill. y irdnydak. Altaldnosan ugy kellett volna felirnunk az a)
rész megolddasat, hogy az litkdzés el6tt a jatékos sebességének x komponense Vjstékos x1 €S Y
komponense Vijsiekos,y1; illetve az Gtkdzés utdn vijstskosx2 €S Vjstekos,y2; €S hasonldan a labddra is,
tehat az impulzus-megmaradas komponensekben felirva igy néz ki:

Ix1 = Ix2 : Mistékos Vjatékos,x1 + Miabda Viabda,xl = Miatékos Viatékosx2 + Miabda Viabda,x2 €S

Iy = ly2 : Mijatékos Vjatékos,yl + Miabda Viabda,yl = Miatékos Vijatékos,y2 + Miabda Viabda,y2 -

Mivel a feladatunkban

a jatékos csak az y tengely mentén mozog az itk6zés el6tt és utdn is, igy
Vjatékos,x1 = 0, Vjatékos,x2 = o,

a labda az Utkdzés utan csak az x tengely mentén mozog, igy

Viabda,y2 = 0,

ezért a feladat adatait pontosabban lgy kellett volna felirni, hogy

a sebességek komponensei

Utkdzés utdn: Vistékosx2 = 0; Vijatékosy2 = 0,5 M/S; Viabdax2 =5 M/S; Viabday2 =0 ;

.. .. 7 77 1
Utk6zés elbtt: Vjstskosxt = 0; Vijstekos,y1 = c M/S; Viabdaxi = ?; Viabdayl = ?

A nem-zérus tagok tehat
Ix1 = Ix2 © Miabda Viabda,x1 = Miabda Viabda,x2 és

ly1 = ly2 : Miabda Viabda,y1 + Mijatékos Vjatékos,yl = Miatékos Vjatékos,y2 -

Az x komponensbdl azt 1atjuk, hogy a labda Utkozés el6tti sebességének x komponense
megegyezik az Utk6zés utanival: Viabdaxi = Viabdax2 = Viabda,2 = 5 m/s.

Utkodzés el8tt azonban a labda sebességének van y irdnyl komponense is, mert a jatékos y
iranyu sebessége (és igy impulzusa) megvaltozik az ttkozés soran. Ezt kifejezhetjiik a
masodik egyenletbdl:

Viabda,yl = (Vjétékos,yZ - Vjétékos,yl) * Mjatékos / Miabda -

Behelyettesitve
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Viabdayt = ( 0,5 —% )-1,2:102/2:1073 = 2 m/s.
A labda elvesztette azt az y iranyl sebességét, és az ennek megfeleld impulzusat atadta a
jatékosnak, aki ettdl felgyorsult (a sebessége megnétt é m/s-rél 0,5 m/s-ra).

A

y

Vjatékos,2 T
Viabda,2

T Vjatékos,1

Vliabda,1

X

A komponensekbdl kiszamolhatjuk a labda ttkdzés el6tti sebességének
nagysagat Plthagorasz-tétellel:

Viabda,1 = v/ Viabdax12 + Viabday1> = V 5>+ 2> = 5,385 m/s ;
és az x tengellyel bezart sz6gét:
tgP = Viabday1 / Viabdaxa=2/5=0,4 — [=21,80°.
A sebessége tehat északkeleti irdanyba mutat, kelettel 21,80°-ot (északkal 68,20°-ot) zar be,

és a nagysaga 5,385 m/s.
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