Fizika 1 — Mechanika orai feladatok megoldasa 9. hét

Forgémozgas, gordiilés

Vektorialis szorzat
Két vektor vektorialis szorzata:

c=axb

Két vektorhoz egy vektort rendel, aminek c a
nagysaga |axb|=|a|-|b|-sina (a a két vektor altal bezart sz6g);
irdnya

merdleges a két vektor altal kifeszitett sikra, és
abba az irdnyba mutat, amerre jobb kezlink k6zéps6 ujja mutat, ha a
hlvelykujjunk az a vektor irdnydba és a mutatéujjunk a b vektor irdnyaba mutat.
Parhuzamos vektorok vektorialis szorzata zérus.
A vektorialis szorzat antikommutativ, azaz ha a x b =c, akkor b xa=—c.

Forgatonyomaték, impulzusmomentum

Altaldnosan az a vektor nyomatéka (momentuma): r x a , ahol r a helyvektor.
A forgatonyomaték (M) az er6 momentuma: M=r x F

Az impulzusmomentum (L) az impulzus momentuma: L=rx p

Impulzusmomentum-tétel

L=Mm
Kiterjedt test (ill. pontrendszer) impulzusmomentumanak derivaltja egyenld a testre (ill. pontrendszerre)
haté er6k forgatényomatékanak eredéjével.

Impulzusmomentum-megmaradas
ha M =0, akkor L = konst.

Ha az er6k forgatényomatékanak eredGje zérus, akkor a test (ill. pontrendszer) impulzusmomentuma allando.

A gyakorlaton csak régzitett tengely koril elfordulé/forgd testekkel és gordiiléssel foglalkozunk.

Az egydimenzids halado és a rogzitett tengely koriili forgd mozgdas 6sszehasonlitasa:

egydimenzios haladé mozgas forgdmozgas rogzitett tengely koriil;
tiszta gordilés

m tomeg [kg] O tehetetlenségi nyomaték [kg-m?]

a gyorsulas [m/s?] B szoggyorsulas [s7?]

v sebesség [m/s] o szégsebesség [s7]

x helykoordinata; ill. s megtett ut [m] | ¢ szog, ill. -elfordulds [rad]

ma=F (Fazeredd erd) OB =M (M az ereds forgatényomaték)

Ferd [N] M forgatényomaték [N-m]
rogzitett tengely koril: M = kF, ahol k az er6kar

impulzus: impulzusmomentum:

p=mv [kg:m/s] L=0w [kg-m?/s]

impulzustétel: impulzusmomentum-tétel:

p =Fc (Fcakilsé erk eredéje) L=M

impulzus-megmaradas: impulzusmomentum-megmaradas:

ha F¢ = 0, akkor p = konst. ha M =0, akkor L =konst.

Ekin,tr = 1/ZmVZ [J] Ekin,forg = 1/2@(1)2 [J]

Ha a test tisztan gordil (nem csuszik meg), akkor a=Rp; v=Rw; s=Reo.
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Tehetetlenségi nyomaték

Egy m tomegd, a forgastengelytdl € tavolsagra l1évé tomegpont tehetetlenségi
nyomatéka egy rogzitett forgdstengelyre vonatkoztatva:

® =me2.
Mértékegysége [kg-m?].

—
~—

A tehetetlenségi nyomaték additiv.

Pontrendszer tehetetlenségi nyomatéka
0= (miBiz).

Kiterjedt test tehetetlenségi nyomatéka integrallal szdmithatd:
©=[8dm=[&*pdV.

Egy bonyolultabb test tehetetlenségi nyomatékat integralds nélkdil is kiszamithatjuk, ha felbonthaté olyan
részekre, amiknek ismerjik a tehetetlenségi nyomatékat.

Néhany fontos kiterjedt test tehetetlenségi nyomatéka:
m tomegl, homogén, allandé keresztmetszet( (vékony) L hosszu rad tehetetlenségi nyomatéka
a rudra meréleges tengelyre, ami a rud ...

... felez6pontjan, azaz a sulypontjan megy at: ... végpontjan megy at:
L/2 L/2 L
T |P
1
O =— mlL? ®p=lmL2
12 3
1
korong, ill. tdmor henger (SmR*)

m tomegd,

2
. tehetetlenségi nyomatéka J &
. h | 2 )
R sugard l engerpalast R

J a sulypontjan dtmené tengelyre

gémb

Steiner-tétel: parhuzamos forgastengelyeket tekintve a test tehetetlenségi nyomatéka a sulypontjan
atmend tengelyre a legkisebb, és
®p = O + Tm d?, ahol
®; az S sulyponton atmend tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték,
®p a P ponton atmend tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték,

Zm az 6ssztomeg,
d az S sulyponton atmend tengely és a P ponton atmendé masik tengely tdvolsaga.
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9/1. Az dbran lathatd 4 test egy elhanyagolhaté tomeg( keretre van rogzitve.
a) Szamoljuk ki a kerettel 6sszefogott testek

<
y

Y1, Y2, ill. ys tengelyekre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékat!

\
/)

[
\

A keretet vizszintes helyzetbe forditjuk, az y; forgdstengelyt

Y2 V]
c 1S

vizszintesen rogzitjiik, majd a keretet (az x tengelyt) elengedjiik,
igy a keret a testekkel a vizszintes helyzet( y; tengely kordil
fliggbleges sikban forogni kezd.

b) Adjuk meg a keret sz6ggyorsulasat a kiinduld helyzetben!

c) Adjuk meg a 4 kg-os és az 1 kg-os test gyorsuldsat a kiinduld 2my
helyzetben!

d) Mekkora a gravitacids erék forgatonyomatéka az
y1 tengelyre, amikor a keret a vizszintessel 30°-os szoget zar be? 4 kg

3 kg

1kg

e) Adjuk meg a keret szogsebességét a vizszintessel bezart sz6g 0
fliggvényében!

Megoldas

a) Mivel a keret tomege elhanyagolhato, csak a 4 testtel kell szamolnunk, és tudjuk, hogy pontrendszer

tehetetlenségi nyomatéka © = X(m&3?).

8, az egyes testek tavolsaga a forgastengelytdl jelen esetben az y, y,, ys forgastengely és az egyes testek

x koordinatdjabdl szamithatd, mert a forgastengelyek merélegesek az x tengelyre.

Az y; tengely az x; = 0 -ndl van, ezért az erre a tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték

szamitdsanal a forgastengelytSl mért tavolsagok
Lag=Xag—X1=1-0=1m;
Lig=X3g—X1=2-0=2m;
Lrig=Xog—X1=3-0=3m;
ig=Xig—X1=4-0=4m;

tehat
©y1=4-12 + 322+ 2:32+ 1.4? = 50 kgm?,

Az y; tengely az x, =2 m -nél van, ezért az erre a tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték

szamitdsanal a forgastengelytSl mért tavolsagok
Lag=Xag—X2=1-2=-1m;
Lakg =Xz g—X2=2-2=0m;
Lrig=Xog—X2=3-2=1m;
Lig=Xig—X2=4-2=2m;

tehat
©y2 = 4-(-1)2+3-0 + 2:12 + 1-22 = 10 kgm?

Az ys tengely az x3 = 3 m -nél van, ezért az erre a tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték

szamitdsanal a forgastengelytSl mért tavolsagok
Lakg=Xag—X3=1-3=-2m;
Bakg =Xzg—X3=2-3=-1m;
Lrig=Xog—X3=3-3=0m;
Lig=Xig—X3=4-3=1m;
tehat
O3 =4-(-2)%+3:(-1)2 +2:0° + 1-12 = 20 kgm?.
Lathatd, hogy az y, tengelyre a legkisebb a tehetetlenségi nyomaték.
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Szamoljuk ki a tomegkdzéppont x koordinatajat:
Xs = Z(ximi)/Z(m;) = (1-4+2-3+3-2+4-1)/(4+43+2+1) = 2 m.
A Steiner-tétel szerint a tomegkozépponton atmend tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték a
legkisebb (parhuzamos tengelyek esetén). Az y, tengely éppen az S tomegkdzépponton megy at, vagyis most
0,2 = O, és a szdmoldsunkban lattuk, hogy
®,1 =50 kgm? > O, =10kgm? < O3 =20kgm?
A masik két tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatékot szamolhatjuk a Steiner-tétel alkalmazasaval:
Op = O; + (Em;)d?,
ahol d az S sulyponton atmend tengely és a P ponton atmendé masik tengely tavolsaga.
A tomegkozéppont xs = 2 m, az ezen dtmend tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték
O =10 kgm?; az 8ssztdmeg Xm; = 4+3+2+1 =10 kg;
az y; tengely tavolsaga a sulyponton atmend y, tengelytél di= |xi—xs| = |0-2|=2m —
Oy1 = Os + (Xm;)d:? = 10 + 10-2% = 10 + 40 = 50 kgm?;
az ys tengely tavolsaga a sulyponton atmend y, tengelytél ds= [xs—xs| = [3-2|=1m —
Oy = O, + (Zm;)d3? = 10 + 10-12 = 10 + 10 = 20 kgm?.
Megjegyzés: Az yi ill. az y3 tengelyekre vonatkoztatott ®y; és ®,3 tehetetlenségi nyomatékok kdzoétt viszont
nem alkalmazhaté a Steiner-tétel, mert koziilik egyik sem a sulyponton atmené tengely!
pl. ®;3=20kgm?, d=3m: O # Oy +10-3%!
Ha pl. ®y3 ismeretében a Steiner-tétel alkalmazasaval szeretnénk kiszamolni ®,; értékét, akkor elészor
Xs meghatdrozasa utdn O értékét kell kiszamolni:
O3 = O+ (ZmM)d3> — Os=Oy3— (Im;)ds?=20-10-1>=20-10 =10 kgm?,
majd masodik lépésben mar alkalmazhaté a Steiner-tétel:
Oy1 = O + (Zm;)d;? = 10 + 10-22 = 10 + 40 = 50 kgm?.
Ennél a feladatnal ez utébbi szdmolds nem révidebb, mint a ® = X(m:2?) képlet alkalmazésa, de hasznos lehet
igy szamolni olyan bonyolultabb testeknél, amiknek nehéz lenne kiszdmolni a tehetetlenségi nyomatékat,
viszont ismert a tehetetlenségi nyomaték egy olyan tengelyre, ami nem a sulypontjan megy at.

b) Alkalmazzuk az impulzusmomentum-tételt: M =1L .

Merev test rogzitett tengely korili forgdsanal az impulzusmomentum
L=0Ow (O azadott tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték, ® a szogsebesség)
— L=0B (B aszdggyorsulas), tehat
M=0B (M az eredé forgatényomaték).

A forgatdnyomaték dltaldnos esetben M=rxF — anagysaga
M=kF.
k az er6kar, ami az er6n atmend egyenes és a forgdstengely tavolsaga:

[ =T ——— F Cm——————————— |

M
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Az egyes testekre az Fg gravitacios er6 fejt ki forgatdnyomatékot, F, fliggleges.
M=32(rixFg) —  M=Z(kmg) = Z(kmi) g

Y1 4kg 3kg 2kg 1kg
—© X
0 1m 2[m 3m  4|m

Fe

Fe  F F

Kiindulasi dllapotban az x tengely vizszintes —» FgLlr — k=xi — Mo=2Z(xm)g.
Behelyettesitve
Mo = Z(xim;) g = (1-4+2-3+3-2+4-1)-10 = 200 Nm.
Vagy felirhatjuk a forgatényomatékot az 6ssztomeggel és a tomegkozéppont koordinatdjaval is: mivel
Xs = Z(ximi)/Z(my), ezért Z(xim;) =Z(mi)xs — Mo=2Z(m;) Xsg=10-2-10 =200 Nm.

A tehetetlenségi nyomaték a megfeleld (y1) forgastengelyre: ® = @1 = 50 kgm?2. Mo = OB,
— vizszintes helyzetben Bo = Mo / ©y1 = 200/50 = 4 s sz6ggyorsuldssal indul a keret.

c) Az egyes pontok gyorsuldsa ai = R}, ahol R a kdrpalya sugara, a test tavolsdga a forgastengelytdl.
Itt most R; = x;.

A 4 kg-os testre as=x4f =1-4=4m/s?

az 1 kg-os testre a; = x1 B = 4-4 = 16 m/s? (ami nagyobb g-nél!)

d) Ha a keret a vizszinteshez képest 30°-ot elfordult:

akg 3kg | 2kg  lkg

ﬁJ(<

~

Az er6kar ki =x;coso;
a forgatonyomaték M, = Z(k; Fgi) = Z(xi cos@ mig) = Z(ximig) cose = Mocosp
—> Msge = Mocos30° = 200-cos30° = 173,2 Nm.

e) Két médon oldhatjuk meg a feladatot.
A szurkével irt részt nem kell tudni a zh-ra.

9/5



Ha a keret a tengely koril surléddasmentesen fordul el, akkor a
feladat megoldhatd energia-megmaraddssal:

Emecn = Epor + Bian org = konst. v, 4ke 3kg  2kg 1lkg

Epot = Mgz, a forgasi kinetikus energia Exinforg = %Ow?, tehat ~ . PN P . «
Emech = Mgz + %Ow? = konst. S0 1‘m 2m  3m

"""""""" Xs

A helyzeti energiat szdmolhatjuk az egyes tomegpontok helyzeti

energidjanak 6sszegeként, vagy gyorsabb, ha az 6ssztomeggel és a

tomegkozéppont koordindtajaval szdmolunk. Vegyiik pl. az indulé

helyzet vizszintes sikjanak magassagat a zérus pontnak (zso = 0), X
igy @ szogelfordulds esetén zs, = —xs Sine.

A k“ndulé helyzetben Epot = 0 éS m= 0 —> Ekin,forg = 0;
@ szogelfordulds esetén Epor = (M) g (—XsSiN@) €s  Exinforg = ¥ Oy1 0%, tehdt
0+0=-Z(M)gxssinp+% B> —> ©= Zz(n(gﬁsimp.

y1

Behelyettesitve: © = / Z(n;)¢5|n(p =,/2:10-10-2/50 ‘sing =,/8 sing s
vl

9/2. Aladar (32 kg) és Bozsi (22 kg) mérleghintazni mennek. A mérleghinta rudja 6,4 m hosszu és 10 kg
tomegd, allandé keresztmetszetl, homogén, és a felez6pontja alatt van alatdmasztva egy 40 cm magas
tartdval.

a) Hol van az Aladar + Bozsi + rud rendszer tomegkozéppontja, ha a gyerekek a rud végén llnek?

b) Mekkora a nehézségi eré forgatonyomatéka az aldtdmasztasi pontra a rud vizszintes helyzetében?

c) Mi torténik a vizszintes helyzetben, ha a gyerekeknek nem ér le a labuk?

d) Hova kell Gljon Aladar, hogy vizszintes helyzetben egyensulyban legyenek?

e) Ha megoldhato lenne, hogy az alatamasztast odébb toljuk, akkor hol kéne alatdmasztani a rudat, hogy
vizszintes helyzetben egyensulyban legyen, ha a gyerekek a rdd végén llnek?

ma =32 kg ‘mB=22kg

Megoldas:

a) Hol van az Aladar + Bozsi + rud rendszer tomegkozéppontja, ha a gyerekek a rid végén llnek?

A mérleghinta rudja homogén és allandd keresztmetszet(, ezért a tomegkozéppontja a rud felezGpontjaban
van.

A tomegkozéppont kiszamitasahoz vegyiink fel egy x tengelyt a rid mentén

pl. igy:
QmA=32kg Mrad = 10 kg ‘mB=22 kg

"~ X
L/28 3,2 m L=6,4m

ezzel a tomegkozéppont x koordinataja
Xs=(0-32 +3,2:10 + 6,4:22) / (32+10+22) = 2,7 m;
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vagy igy:
ma =32 kg Mrad = 10 kg mg =22 kg

X
~1/2=-3,2m L/2=3,2m

ezzel a tomegkozéppont x koordinataja
Xs=(-3,2:32+0:10 + 3,2-22) / (32+10+22) =-0,5 m.

Tehat a tomegkozéppont az aldtdmasztastdl 0,5 m-re van a nehezebb gyerek, Aladar felé
(Aladartél 2,7 m-re, Bozsit6l 3,7 m-re).
Az egyszer(iség kedvéért vizszintes helyzetben abrazoltuk a mérleghintat, de ferdén is felrajzolhatjuk:

-L/2=-3,2m

b) Mekkora a nehézségi er6 forgatényomatéka az aldtdmasztasi pontra a rud vizszintes helyzetében?
A tomegeket kis m-mel, a forgatdényomatékokat nagy M-mel jel6ljiik.
A forgatonyomatékot kétféleképpen is kiszdmolhatjuk:

> Az egyes testekre hato forgatényomatékok 6sszegeként:

az Aladarra haté mag nehézségi erd a hintat balra akarja forgatni (pozitiv forgasiranyba)
Ma = mag - (L/2) =32-10:3,2 = 1024 Nm;
a Bozsire haté meg nehézségi erd a hintat jobbra akarja forgatni (negativ forgdsiranyba)
Mg = —mgg - (L/2) =—22:10-3,2 =—704 Nm;
a rudra hatd mug nehézségi er6 forgatdnyomatéka zérus, mert az eré dtmegy az aldtdmasztasi ponton;
tehat a rendszer forgatdnyomatéka dsszesen
M = Ma + Mg + 0 = 320 Nm, balra (mivel az 6sszeg el6jele pozitiv).

» Arendszert alkoto testeket helyettesithetjik egyetlen pontszer( testtel, aminek tdmege az 6ssztomeg,
és a helye a rendszer tdmegkozéppontja, igy egy Iépésben szdmolhaté a forgatényomaték:

1 ks 1

Az er6kar a tomegkdzéppont és az aldtdmasztas tavolsaga, ks = 0,5 m:
M = (ma+mg+myuq)-g - ks = (32+422+10)-10 - 0,5 = 320 Nm, balra.
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c) Mivel az alatamasztas nem a tomegkozéppont alatt van, ezért a hinta vizszintes helyzetben nincs
egyensulyban. A tomegkozéppont az alatamasztastdl balra van, ezért a hinta elfordul balra:

Ahogy elfordul a rendszer, a témegkdzépponton atmend fliggdleges erévektoron atmend fliggbleges
egyenes egyre kozelebb keril a forgastengelyhez, csokken az er6kar — csdkken a forgatonyomaték.

Amikor Aladar oldaldn foldet ér a mérleghinta, a rendszer egyensulyban lesz, mivel a tomegkdzépponton
atmend nehézségi erd vektora a két alatdmasztdsi pont kozott van (az Aladar oldalan levé aldtamasztasi
pont koril jobbra, a kozépen levé aldtamasztasi pont koril balra inditana forgdmozgast).

Megjegyzés:

Ha Bozsi oldaldn ér foldet a rud, akkor a tomegkodzépponton dtmend nehézségi erd vektora mindkét
aldtdmasztdasi ponttdl balra van, mindkét pont koriil balra indit forgdmozgast, igy a rendszer elfordul balra:

d) Hova kell Gljon Aladar, hogy vizszintes helyzetben egyensulyban legyenek?
Akkor lesznek (vizszintes helyzetben) egyensulyban, ha a k6z6s tomegkozéppont éppen az alatdmasztas
folott van, igy az eredé forgatonyomaték zérus.

Ha ugy vesszik fel az X tengelyt, hogy az aldtamasztasnal van az origd, akkor Xs = 0 kell legyen:

QmA=32kg mMrid = 10 kg 9m3=22kg
X

Xa L/2=3,2m

Xs = (Xa-32 +0-10 + 3,2:22) / (32+10+22) =0 - Xa=-2,2m.

Ha ugy vesszik fel az x tengelyt, hogy a rud bal végénél van az origd, akkor xs = 3,2 m kell legyen:
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QmA=32 kg Mrag = 10 kg ‘m3=22 kg

7 X
0 XA L/2R 3,2 m L=6,4m

Xs = (Xa-32 + 3,2:10 + 6,4-22) / (32+10+22) = 3,2 - xa=1m.
Tehat Aladarnak 1 m-rel kdzelebb kell csisznia a rid kdzepe felé.

e) Ha megoldhatd lenne, hogy az aldtamasztast odébb toljuk, akkor hol kéne alatdmasztani a rudat, hogy
vizszintes helyzetben egyensulyban legyen, ha a gyerekek a rdd végén llnek?

A tomegkozéppont alatt, amit a b) részben mar kiszamoltunk, tehat a rud kézepétdl 0,5 m-rel balra.

9/3. Fluggdblegesen fellégatott m, témegd, € hosszisagd homogén rud alsé pontjahoz vizszintes v
sebességgel érkezve hozzatapad egy mg tomegl golyod.

a) Mekkora szogsebességgel indul a rid a hozzatapadt golyéval?

b) Maximum mekkora széggel lendil ki?

¢ L@
9_ ©
my, € § 2 § 4
” § w=0
w Ny ___ -
mg \ Wo """""yfh hmax
R . LR L
Megoldas

a) Utkozés utén a rud a hozzatapadt golydval a rud rogzitési pontja — mint rogzitett tengely — koril forgd
mozgdsba kezd. Az (itk6zésnél az impulzus nem marad meg, mert az Utkozés pillanataban a merev rud
kozvetitésével a rogzitési pontban fellép egy F: erd (ellentétben a matematikai ingdval, ahol a kétél nem
kozvetit erdt a rogzitési ponthoz), vagyis a rud + golyo rendszerre haté kiilsé erék ereddje nem zérus. Viszont
a kiils6 er6k forgatonyomatéka a rogzitési pontra az itk6zés pillanatdban zérus, igy a rdd + golyd rendszernek
a forgastengelyre vonatkoztatott impulzusmomentuma az (itk6zés el6tt ill. utdn megegyezik.
A rendszer impulzusmomentumanak csak a nagysagat felirva

— tkozés el6tt a golyd impulzusa p = mgv, ennek momentuma a forgastengelyre Lg = mgv £

(a rdd impulzusmomentuma pedig zérus),

—  Utkozés utan kozvetlendl a rdd + golyd rendszer impulzusmomentuma L= ®Owo.
® a rud + golyd rendszer tehetetlenségi nyomatéka a forgastengelyre, azaz a felfliggesztési pontra nézve:

a rud tehetetlenségi nyomatéka a végpontjara: Oaveg = %ML (Id. a tdblazatot a bevezetSben),

a golyd tehetetlenségi nyomatéka az € tavolsagra levs pontra: @goys = Mg, tehat

O = Oridveg + Ogoiyo = ¥sm L2 + mgL? .
Az impulzusmomentum-megmaradas:
Mg

v .. . .
-— aszogsebesség induldskor.
mg+m;/3 £

mgv € = (¥m L2 + mg8?) oo - W=

A golyd a rud végére tapadva
Vo = o = v-mg/(mg+¥%m;,) sebességgel indul, vagyis mg/(mgt+¥sm;)-ed részére lassul.
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b) Mivel a rud surlédasmentesen fordul, energia-megmaradassal szamithatjuk, milyen magasra lenddil ki:
Emech = Epot + Exinforg = 2M g z + %:0w? = konst.
Kdzvetlendl az Gtk6zés utdn  Exinforgo = %Owo? :
O =¥%mLmge2 és mo=mg/(¥sm+mg) - v/8  behelyettesitésével
Exinforg0 = %000 = ¥ (mLB24+m,82?) - [mg/(sm+mg) - v/R? = ... = % mg ﬁ V2.
Lathatd, hogy az Utkozés utdni Exnforgo = %Owmo? forgasi kinetikus energia kisebb, mint az (itkzés el6tti
Exintr = ¥amgv? kinetikus energia, mert az titkdzés rugalmatlan (a kiilénbség a deformaciés munka).
Az inga kiindulasi (fuggbleges) helyzetében a z=0 megfeleld vdlasztdsaval Egoto= 0, @ mechanikai energia tehat
mg 2

1
Emech,0 = Epoto + Eii =0+-m, —=— v
mech,0 pot,0 kin,forg,0 2 g mg+mr/3

A @max maximalis kilendilésnél
az mg tomeg emelkedése hmax = €(1—Ccos@max) [Id. az abrat];
a rud sulypontja a rud felénél van, igy a rud sulypontjanak emelkedése Y:hmax = %28(1-Cc0os@max), tehat
Epote_max = Mgg £(1— cose) + m.g %58(1—cose) = (mg+¥am,)g &(1-coso);
és ebben a helyzetben Einforg,e_max = O.

Az energia'megmaradéS: Epot,0 + Exin,forg,0 = Epot,e_max + Exin forg,e_max, aZaz Exinforg0 = Epote_max :
2

1 mg 2 m,2 v
-m, ——— v%=(mg+¥am,)g &(1—cos — cosoo=1—-——E— - —
2 8 mg+m;/3 (mg+¥am:)g & ?) 2(? + mg)-(?+ mg) gt

9/4. Két homogén, m tomeg(, € hosszu palca v sebességgel kbzeledik egymashoz vizszintes surlédasmentes
asztalon. A palcak merélegesek a sebességiikre, de az dbra szerint el vannak tolddva egymashoz képest.
Utk6zés utdn a két palca 6sszeragad. Hogy fognak mozogni?

2/2

) 2/2 2/2

\ 4

2/2

Megoldas
Az litkdzés kdzben a palcakra hato kiils6 er6k (mg és Fny) eredGje zérus,
igy érvényes az impulzus- és az impulzusmomentum-megmaradas is.

Az (itkOzés el6tt a két palca sebességének nagysaga v, de az iranyuk ellentétes, igy az 6sszes impulzusuk
Pe = mv +m(-v) =0;
az Osszeragadt két palca tomegkdzéppontjanak a sebessége az litkdzés utan u, az impulzusa
Py = (M+m)u;
az impulzus-megmaradast felirva
mv+m(-v)=0=(m+m)ju — u=0.
Mivel a két test tomege és sebessége egyenlG, az 6ssz-impulzus zérus, itkdzés utan az 6sszeragadt palcak
haladé mozgdst nem végeznek, vagyis a tomegkozéppont helyben marad.

A két palca 0sszeragadva az S tomegkdzéppont koril fog forogni allandd szogsebességgel.
A szbgsebességet az impulzusmomentum-megmaraddasbdl tudjuk kiszamolni:
Az (itkozés elStt haladd mozgdst végzd palcak impulzusdnak momentuma a tomegkdzéppontra, azaz a
majdani forgastengelyre
Le = rixmiva + r2xmpvs
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A tomegek és a sebességek nagysaga megegyezik, és a szimmetria miatt a palcak tomegkdzéppontjanak az
S tomegkozépponthoz (majdani forgastengelyhez) képest megadott helyvektoranak nagysaga is, tehat a két
tag nagysdga egyenld, de kérdés, hogy a vektorialis szorzatok el6jele megegyezik vagy ellentétes. Lathaté,
hogy mindkét pdlca ugyanolyan irdnyu forgdmozgasba kezdene egymagdban is az S pont koriil, tehat a
majdani forgdstengelyre vonatkoztatva mindkét tomeg esetében ugyanolyan el6jell a vektorialis szorzat.
(Ezt abbdl is belathatjuk, hogy va=-vi1 és r»=-r1.)

Az impulzus ,karja” ahhoz hasonldan szamolhaté, ahogyan az er6kar a forgatonyomatéknal: a
tomegkozéppont v sebességvektoran dtmend egyenes és a forgdstengely tavolsagat kell meghatdroznunk,
ami jelen esetben £/4, tehat |rxv|=v /4 ;igy

e
Le:2(mVZ).

Az (itk6zés utdn az 0sszetapadt, forgd mozgdst végz6 palcdk impulzusmomentuma:
L= on.
Fel kell irnunk az 6sszetapadt forgd palcak ® tehetetlenségi nyomatékat:
A forgastengely mindkét palcat % — % aranyban osztja. Egy palca tehetetlenségi nyomatéka erre a pontra

Steiner-tétellel szamolhatd: a sulyponton, vagyis a rud felénél &tmené tengelyre ®; = o me2(ld. a

bevezetdben), ehhez képest d = /4 tavolsagra van eltolddva a forgastengely, tehat
)2 itz
Op=—me?+ m(—) =lm€2; a két palcara © =L me.
12 4 48 24

Az (itk6zés utani impulzusmomentum tehat

7
Li=—m8?w.
24

Az impulzusmomentum-megmaradas:

2 12v . ol .
2 (mvz )= % me? o - o= ey lesz az 0sszeragadt pdlcdk szogsebessége.

Gyakorl6 feladatok a zh-ra

9/5. Elhanyagolhaté tomeg( 1 m hosszu rid két végén 5-5 kg tomeg( golydk vannak felerdsitve.

a) Szamitsuk ki a rad felezési pontjan atmend, a rddra merGleges tengelyekre vonatkoztatott tehetetlenségi
nyomatékot!

b) Mennyivel véltozik a tehetetlenségi nyomaték, ha a tengelyt a rid mentén 6nmagdval parhuzamosan

10 cm-rel eltoljuk? Fejezzik ki az Uj tehetetlenségi nyomatékot az eredeti nyomaték, a témeg és az eltolds
segitségével!

Megoldas
a) A rad tomege elhanyagolhatd, tehat csak a két golyd tehetetlenségi nyomatékat kell szamolni:

O, = X(mi&?) = 2:(5-0,5%) = 2,5 kgm?.
b) Az Ujtengelyre ®,=5-0,4>+5-0,6° = 2,6 kgm?, azaz a tehetetlenségi nyomaték 0,1 kgm?-tel né.
A Steiner-tétel szerint az S sulyponton atmend tengelyt parhuzamosan a P pontba tolva az Uj tehetetlenségi
nyomaték O, = O + (Em;)d?, ahol ®, az S sulyponton atmend tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi
nyomaték, d pedig a két tengely tavolsaga.
Az a) részben kiszamolt tehetetlenségi nyomaték a rud felezési pontjan, azaz a sulyponton megy at, igy a
Steiner-tételt alkalmazva: ®p = O+ (Em;)d?=2,5 + 10-0,12=2,6 kgm?, azaz (Zm;)d?=0,1 kgm>-tel nétt.
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9/6. Egyik végén (surlédasmentes) csukldval felfogott homogén rudat vizszintes helyzetbdl (kezdGsebesség
nélkil) elengediink.

Adjuk meg

a) a rud szoggyorsulasat,

b) a rud tomegkozéppontjanak gyorsulasat;

c) a rud rogzitetlen végpontjanak gyorsuldsat a kiindulasi pillanatra!

d) Adjuk meg a rud o szogsebességét a vizszintessel bezdrt ¢ szog fliggvényében!

Megoldas
a) rjuk fel az impulzusmomentum-tételt: M =L, ahol
a forgatényomaték M = F k;
F=mg;
a rud tomegkozéppontjaban haté mg er6 erékarja k =£/2 cos, ha a @ széget a vizszintestSl mérjik;
az impulzusmomentum L= Ow, a derivaltja L= ®p,
a rud tehetetlenségi nyomatéka a végpontjan atmend tengelyre ® :g mez;
— Fk=0B: mg(8/2cosp)=(1/3me?) B,
ebbdl a rud széggyorsuldsa
B=3/2gcoso /8. (*)

b) A rid tdmegkdzéppontja a forgastengelytél €/2 tavolsagra van, tehat a gyorsulasa
as=4£/2 B =3/4 g coseo.

c) A rud rogzitetlen végpontja a forgastengelytél € tavolsagra van, tehat a gyorsulasa
a=€p=3/2gcosp
Ez indulaskora=3/2g > g!

d)

VAGY:
A rud szégsebességét a vizszintessel bezart ¢ szoge fliggvényében megkaphatjuk energia-megmaraddasbdl is
(mivel a surlédast, kozegellendllast elhanyagolhatjuk). A rid helyzeti energidjat a tomegkdzéppontjanak
helyzetével adjuk meg. Legyen a helyzeti energia zérus a kezdd allapotban:

0 =-mg (£/2 sing) + % O w? = —mg (8/2 sing) + % (1/3me?) »?

—> =/3gsinp/L.
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9/7. Egy M témeg(, € hosszusagu palca egyik végét az asztalra helyezzik, majd fligg6leges helyzetbdl
elengedjiik. Az asztalon lévé vége nem csuszik meg.

a) Adjuk meg a rud szogsebességét a fliggGlegessel bezart sz6g fliggvényében!

b) Mekkora sebességgel ér az asztalra a palca vége?

Megoldas
Energia-megmaraddssal szamolhatunk.
a) A palca tomegkozéppontja kezdetben hy = €/2 magassagban van, majd forgas kozben h = £/2 cose
magassagban (¢ a fluggéblegessel bezart sz6g). Ahogy csdkken a palca helyzeti energidja, ugy né a forgasi
kinetikus energiaja:

mg €/2 cosp + 0 =mg £/2 cosp + ¥» Ow? = mg £/2 cosy + ¥2-1sme? »?

- W= /%(1—coscp) .

b) @ =90°, v =28w (mivel a palca nem csuszik meg az asztalon):
3gl .

Nem zh-feladatok

9/8. Szamitsuk ki egy R sugaru, homogén tomegeloszlasu korongnak a kbzéppontjan a korongra
merdlegesen allé tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékat!
Megoldas

O=[0¢>dm=[8*pdv
Ha M a korong témege, akkor a s(ir(isége p = M/V = M/(R*nD), ahol D a korong vastagsaga.
Hengerkoordinata-rendszert hasznalva a térfogatelem dV=D rde dr;

a térfogatelem tdvolsdga a forgdstengelyt6él € =r, tehat
®= [ fzn ‘- . Drdcpdr-Rz f (fzn dcp)dr-—2rtfR 3dr-y R———M R

Vegylk észre, hogy a tehetetlenségi nyomaték a korong vastagsagatol fliggetlen!

9/9. Hatarozzuk meg egy homogén egyenes kérhenger tehetetlenségi nyomatékat

a) a szimmetriatengelyre vonatkoztatva;

b) egy alkotéra vonatkoztatva!

Megoldas

a) Az el6z6 feladat eredményét felhaszndalhatjuk, hiszen a korhenger metszete is korong, és a korong

tehetetlenségi nyomatéka nem fliggott a korong vastagsagatol, azaz a henger magassagatol, vagyis
O, =% MR?.

b) A Steiner-tételt haszndlhatjuk. A két tengely tavolsaga R, tehat
Op = Os + MR? =% MR? + MR? = 3/2 MR2.

9/10. Szamitsuk ki egy R sugaru félgémb szimmetriatengelyére vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékat!
Megoldas
M témeg( félgémb sirlisége p = M/V = M/(2R31t/3) = 3M/(2R3n).
A félgombot dsszerakhatjuk a forgastengelyre merdleges korongokbdl, melyek

sugarar = \/ﬁ ,

térfogata dV = r’n dx = (R%=x?)7 dx,

tomege dm =p dV =3M/(2R%r) - (R*—x?)mt dx = 3M/(2R3) - (R*—x?) dx,

tehetetlenségi nyomatéka

d® =% dm r* =% [3M/(2R3) - (R>~x?) dx] - (R>~x?) = 3M/(4R3) - (R*—x?)? dx

A félgdmbre tehat

©=/do= [} 2% (R-x2) dx=.. =2 M R?.
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9/11. Egy M tomeg(, R sugaru korongot letesziink vizszintes sikra Ugy, hogy egy helyben o
szogsebességgel porog. Mit fog csindlni, ha a sikkal vald érintkezési pontjanal Fs surlédasi erd 1ép fel?
Megoldas
Az F, surlddasi er6 a korong forgasat fékezi (1), de ezzel a haladé mozgdsat gyorsitja (2), tehat
(1) ®B=-FsR, ahol © =% MR?
(2) Ma=F;, ahol Fs=puMg
Mivel a korong most nem gordiil, ezért most nem igaz, hogy a = BR !
A fentiekbdl
(1) %MR’B=—pMgR — B=-2ug/R
— a szogsebesség az id6 fliggvényében (t) = mo+ B t=wo— (2ug/R) t;
(2) Ma=uMg > a=ug
— a korong sebessége az id6 figgvényében v(t)=vo+at=pgt.
A korong szogsebessége csokken, sebessége ng, és attél a t* pillanattdl kezdve, amikor v(t*) = R o(t*)
teljesiil, a korong tisztdn gordilni fog:
R (wo—2pg/Rt*)=pgt* — t*=Rwo/3ug.

9/12. Egy M tdmeg(, R sugard korongot meglokiink vo kezdGsebességgel vizszintes sikon Ggy, hogy forgas
nélkul tisztan csuszik. Mikortdl fog tisztan gordilni?
Megoldas
A korongnak a sikkal valé érintkezési pontjanal fellépd Fs surlédasi eré a haladdé mozgast fékezi (1), de a
korong forgdsat gyorsitja (2).
(1) Ma=-F, Fs=pMg — a=-ug
(2) ®B=FsR, ahol ®=% MR? (mostnem igaz, hogya=BR!)
— akorong sebessége az id6 fliggvényében v(t) =vo—at =vo— gt
—> aszogsebesség az id6 fliggvényében (t) = wo+ Pt =2pg/Rt
Attdl a t* pillanattdl kezdve, amikor v(t*) = R o(t*) teljesil, a korong tisztan gordilni fog:
2ugt* =vo—pgt* — t¥=vo/3pg.
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