Fizika 1 — Mechanika orai feladatok megoldasa 7. hét

Eddigi ismeretek:
mozgasegyenlet mr = F(r,r,t)
— megoldasa: r(t), r(t) = v(t) , azaz a hely és a sebesség az idS fliggvényében.
Ebbdl kifejezhet6 a sebesség a hely fliggvényében, ha az id6t kikliszoboljik.

Munkatétel: a sebesség nagysaga és a test helye kozott ad dsszefliggést. Olyan esetekben,
amikor az id6ére nincs szlikséglink, csak a hely és a sebesség nagysaga kozotti 6sszefliggésre,
sokkal gyorsabb a szdmolds a munkatétel alkalmazdasaval.

Munkatétel
Mindig érvényes, akkor is, ha a testre hatnak nem konzervativ — cslszasi surlédasi,
kdzegellendllasi — erdk is.

Woessz = AEkin, ahol Az el6addason hasznalt jeloléssel:

Wsss; a testre hatd Osszes er6 altal végzett munka 6sszege  W. = AK, ahol

(azaz az ered6 erd dltal végzett munka); W. az ered6 erd altal végzett munka;

Exin = ¥amv? a mozgdsi energia; K = %2mv? a mozgasi energia;

AEkin = Exin, vég — Exin, kezds - AK =K, =Kz .
Munka
Altaldnos definicidja:
B
WAB— fA F * dr

Az er6nek az elmozdulds irdnydba esd vetilete végez munkat.
Allandé F er6 és egyenes vonali mozgds esetén
W =F - Ar (az er6vektor és az elmozduldsvektor skalarszorzata);
a nagysaga
W = |F| - |Ar| - cos¢ (¢ az erGvektor és az elmozdulasvektor altal bezart szog).
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Az egyes kolcsonhatasokban fellépd erdk altal végzett munka

eré

Fkozeg=—CV YV

r
Wiy = = f) v(r)? ds

(a sebesség)
ellentétes iranyu

kdlcsOnhatas erétorvény munka
nyomoéerd,
és egyéb zérus, mert az
sebességre erévektor és az
meréleges 0 elmozdulasvektor
kényszererdék merélegesek
(pl. koteél egymasra
korpalyanal)
a kezd6- és a
gravitacios er6 végpont helyétdl
a Fold Fe=—mgk W, 2, = —((mgzz) - (mgzl)) fugg, de az konzervativ
felszinén*** azokat 6sszekotd
uttél nem
a kezd6- és a
altalanos Foooy™Mmg |\ __ ( m)_( m) :c/?gpodnt helyetdl K ti
gravitacios er6 | & 2 TN T R ugs, deaz o |renzena
azokat 0sszekotd
attél nem
a kezd6- és a
végpont helyétdl
rugoerd Fr=—kxi W, 5=~ (G kxzz) - G kx12) ) flgg, de az konzervativ
azokat 0sszeko6td
attél nem
negativ, mert az
csliszasi . er6vektorlés az o
surlodasi erd Fs =— W Fny y W, r,=—HF, - s eImozduIa,\svektor disszipativ
(a sebesség)
ellentétes iranyu
negativ, mert az
kozegellenalldsi | T8 = 7PV [, =—b[?v(r)ds il erévektorésaz |
ill. ! elmozdulasvektor | disszipativ

***ElGadason mas a fliggbleges koordinata jelolése!

Fe=—mgj,
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Konzervativ erdk, potencialis energiak

kolcsonhatas erGtorvény helyzeti energia *** hol legyen Epot = 0?
gravitacios er6 a Fold F=—mek E = mez z =0 célszer(ien
;7 - t = . ,
felszinén 8 pot = M8 vélaszthato
altaldnos gravitaciés | F=—-y e, Epot = — Y2 a ,végtelen tavoli”
’ r r
erd pontban
rugéeré . a rugod nyugalmi
g F=—kxi Epot = ¥ kx? g0 nyug
hosszanal

***Az el6adason haszndlt jeldlés: a potencialis energiat U jeldli,
tehat U=mgy, ill. U=%kx? ill. U=—yT22

Az adott eré altal végzett munka szdmolasa a hozzd tartozé potencidlis energiabdl:

era n=-" AEpot = Epot(rl) - Epot(rZ) = Epot, kezdé — Epot, vég
Ekkora munkat végez az adott er6. Ha mi végziink munkat az adott erd ellenében, akkor ennek
ellentettjét kell venni.

Mechanikai energia:  Emech = Ekin + Epot
Epot @ megfelel6 tagokat tartalmazza (Id. a fenti tablazatot; lehet egyszerre tobb tag is benne).

Mechanikai energia megmaradas
Akkor érvényes, ha csak konzervativ er6k és kényszerer6k hatnak a testre.
Ilyenkor Emech @ mozgds sordn allando:

Emech(r) = konst. , Emech(rl) = Emech(rz) .

Ha fellépnek disszipativ er6k (surlédasi er6, kozegellenallasi erd) is, akkor a test mechanikai
energidja csokken; ilyenkor a mechanikai energia egy része bels6 energiava alakul, a test
melegszik.

A mechanikai energia csokken akkor is, ha fellép deformdaciés er6, ami a test maradandé
alakvaltozasat okozza (Id. kés6bb a rugalmatlan titk6zéseknél).

Alkalmazas ferde hajitasnal: % mv? + mgz = konst.
Zo magassagbol vo kezdGsebességgel induld test esetén az 6sszes energia
Emech,0 = 7% I’T\Vo2 +mg 2p.
Lathatd, hogy azonos magassagra visszaérve a sebesség nagysdga megegyezik a
kezdGsebességgel.
A palya legfelsd pontjan:  Emech, fent = ¥2 MVient®> + Mg (zot+h) ;
felirva az egyenl@séget a kiindulasi helyzettel:
Emech, fent = Emech, 0 : % meent2 +mg (ZO+h) =% mVO2 + Mg zo.
Felhaszndlva, hogy Vient = Vx (Mert Vient Vizszintes), és hogy Vvo? = v + Vo, :
Y% mvi? + mg (zoth) = % m(vi®+vo?) + mg o, egyszer(isités utan ( vx = konst. )
— h=vo2/(2g) megkapjuk a mar ismert képletet a hajitds magassagara.
Foldet éréskor z = 0 (ha zo a fold feletti magassagot jelenti): Emech, fold = ¥ MVssid® + 0 ;
felirva az egyenlGséget a kiindulasi helyzettel:
Emech, fold = Emech, 0 ¥ MVssia® + 0 = % mvo? + mg 2o
— Vg =/ Vo2 + 282, afoldet érés sebességének a nagysaga.
Surlédasmentes feliileten (sik vagy gorbiilt lejtén) mozgg, ill. kotél végéhez rogzitett test
esetén is érvényesek ezek az 6sszefiiggések, mivel a kényszerer6k munkaja zérus.
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Alkalmazas rezgémozgasnal: % mv? + % kx? = konst.

A rezgbmozgas egyensulyi helyzetében vizszintes helyzet(i rugéndl x =0 és Vv = Vmax
vl Emech, 0=" meaxz,'

A rezgmozgas széls6 helyzetében x=A és v=0
—  Emech a=% kAZ.

A két specialis eset egyenl6ségébbl Emech,0= Emech,a: % MVma® =% kA? —  vmax=A \/k/_m
=Am.

Altalanosan % mv2 + % kx? = % mVmad = % kAZ?,

tehat akar az amplitado, akar a maximalis sebesség ismeretében adott x kitéréshez v konnyen
szamolhatd.

7/1. Vizszintes surléddsmentes sikon 6 N nagysagu vizszintes erével
hiazunk egy 2 kg tomegli testet. Mekkora sebességre gyorsul 4 m-es |:|—> F

uton, ha 5 m/s-os kezd&sebességgel indul?

Megoldas
I. megoldds: a mozgdsegyenlet integraldsdval:
A test gyorsuldsa a = F/m =3 m/s?.
A sebesség v(t) =vo+at; vo=5m/s — v(t)=5+3t[m/s].
A megtett Ut s(t) = vot + %at? = 5t + 1,5t [m].
I.LA) folytatas: kiszdmoljuk az id6t:
Mennyi ideig tart a mozgas? s =4 m-t t; id6 alatt tesz meg: 5t1+1,5t12=4 — t1=2/3s.
Mennyi lesz a végsebesség? vi=5+3:(2/3) =7 m/s.
I.B) folytatds: kikiisz6bdljik az id6t:
Mivel a sebességre a hely fliggvényében van sziikségiink, a v(t) és s(t) fliggvényekbdl
elGallitjuk az s(v) ill. v(s) Osszefliggést:

V—Vp

V=Vvo+tat — t=

a
—  v=4/2as +Vvy2.

Behelyettesitve

vi=2:3:-4+5% = 7 m/s.

v—vo) + 1 a (v—vo)2 _ 2vgv-— 2vp2+ V2 - 2vgv + vg? _ v2 - vg?
2a 2a

1
- s=v0t+—at2=vo(
2 a 2 a

Il. megoldds: munkatétellel:

Fry
Wossz = AEkin
Wssz: —> F
A testre hat a gravitaciods er6, a felllet altal kifejtett nyoméeré,
és az az er6, amivel huzzuk a testet, tehat Fe

Wassz = Wg + Wny + WE.

A gravitacids erd és a felllet altal kifejtett nyomoderd merdleges az elmozdulas irdnyara
(p=90° — cos=0), igy altaluk végzett munka zérus, Wg=W,, =0.

Az altalunk kifejtett huzder6 az elmozdulds irdnydba mutat (¢=0 — cosp=1), igy a kifejtett
munka Wg = F s, tehat

Wt’)ssz =Fs.
AEin = Exin, vég — Exin, kezd6 = % vaég2 — % MVkezds® = ¥ mvi2 — % mve?.
Tehat
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F-s=%mviZ—% mvo
amibél

v1=+/2(F/m)-s +vy2.

Behelyettesitve vo=5m/s, F=6N, m=2kg, s=4m értékét
vi=+/2-(6/2)-4+52 =7 m/s.

7/2. Asztallaphoz rogzitett rugd nyugalmi allapotban éppen az asztal széléig ér. ImAavang
10 cm-rel 6sszenyomjuk, majd cérnaval 6sszekotjik (megfeszitett dllapotban). T
A rugo ilyen megfeszitéséhez 2,5 N er6 szlikséges. 1,25m}

A végéhez egy 10 g-os testet teszlink, majd elégetjik a cérnat.

Az asztal 1,25 m magas.

Mekkora sebességgel, és a vizszinteshez viszonyitva milyen szogben csapddik a padldra a test?
A surlodast hanyagoljuk el!

Megoldas
A rugdallandd, ha 10 cm-rel valé 6sszenyomashoz F = 2,5 N erd kell:
k=F/A2=25N/0,1m=25N/m.

A surlédas és a kozegellenallas elhanyagolhato, ezért energia-megmaradassal megoldhatjuk a
feladatot. Kétféle potencialis energiat is fel kell irnunk: egyrészt a test fligg6leges
koordinatajanak vdltozdsa miatt a nehézségi er6hoz tartozd potencialis energidt, masrészt a
rugd hosszdnak valtozdsa miatt a rugéer6hoz tartozoé potencidlis energiat:

Emech = Ekin + Epot, test + Epot, rugs = 2mv? + mgz + %kx? = konst.

Mivel a mozgasi energiaban a sebesség nagysdga van benne, igy ha a kezd6allapottdl a
végallapotig egy Iépésben irjuk fel az energia-megmaradast, akkor a test sebességének csak a
nagysagat kapjuk meg. Kérdés azonban a becsapddas szoge is, amihez a sebesség komponenseit
kell ismerni. Ezért most két [épésben szamolunk.

Az els6 |épésben (A — B) a vizszintes helyzet( rugo a testnek vizszintes sebességet ad.

A masodik |épés (B — C) egy vizszintes hajitds, amikor — mint tudjuk — a sebesség vizszintes
komponense allandé, a (fliggbleges) nehézségi er6 hatdsara pedig n6 a sebesség fliggbleges
komponense.

I EAMMAMAAMAAS EAMMMAMAA
A h=125m B C
Y N \ 4 [ )
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A — B lépés:
Ekin, At Epot, test, A+ Epot, rugéd, A = Ekin, B+ Epot, test,B T Epot, rugd, B
A test fliggbleges koordinatdja nem vdltozik,
Epot, test, A = Epot, test, 8 = Mgz = mgh = konst., ez kiesik az egyenletbdl, marad
Ekin, At Epot, rugéd, A = Ekin, B+ Epot, rugé, B -
A allapot:
az asztalon a rugd 6ssze van nyomva, a benne tarolt energia
Epot, rugé, A = 1/szA2 = ’/zk(A{’,)z = 1/2'25'0,12 =0,125J,

0,1
(arugd 10 cm-rel vald 6sszenyomasahoz mi W = foo'l kx dx = E kxz] = %-25-0,12 =0,125)
0

munkat végeztiink, a cérna elégetése utan ekkora munkat tud végezni a rugd a testen)
és a test nyugalombanvan,va=0 —
Ekin, A = ¥amva? = 0;
B allapot:
a rugé elérte a nyugalmi hosszat, xs=0 —
Epot, rugé, B = O,
és a test felgyorsult vg sebességre, ami vizszintes, ez lesz a vizszintes sebességkomponens
foldet éréskor is, jeloljik ezért vx-szel: ve=vx —>
Exin, 8 = Y2mv,2.
irjuk fel a mechanikai energia megmaraddsat:
¥%k(AR)% + 0 =0+ ¥smvy?,
amibdl a test (vizszintes) sebessége

vx=\/EAI= ’ >N -0,1m=5m/s.
m 0,01 kg

B — Clépés:
Ekin, 8 + Epot, test, 8 + Epot, rugs, B = Ekin, ¢ + Epot, test, ¢ + Epot, rugs, ¢
A masodik [épésben a rugd mar nem vesz részt (lehet, hogy a rugd 6nmagaban végez
rezgémozgast, de a testtel mar nem érintkezik, ezért nem tud rajta munkat végezni).
Epot, rugs, 8 = Epot, rugs, c = 0, marad

Ekin, B+ Epot, test, B = Ekin, ct+ Epot, test, C .
B allapot:
atestz=h=1,25 m magasan van,
Epot, test, 8 = mgh = 0,01:10-1,25 = 0,125 J,
és a sebessége vizszintes, vx=5m/s —
Exin, 8 = %mvy? = 0,5:0,01-5% = 0,125 J;
C allapot:
atestz=0m magasanvan —
Epot, test, C = 0;
és a sebességének vizszintes komponense most is vx =5 m/s, de a nehézségi er6 miatt van v;
fugg6leges komponense is, a sebességének a nagysaga v =+/v,2 +v,2 —
Ekin, c = ¥amv2 = Yam(vi? + v/2).
Tehat
%Bmv,® + mgh =%mv2 + 0,
illetve beirva, hogy vZ=v?2+v;2:
mvy + mgh = %am(vi® + v;2) + 0 .
Egyszer(sithetiink amvy? -tel, és marad
0+mgh=%mv2+0,
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amibdl latszik, hogy ebben a |épésben fliggileges sebességet nyer a test, aminek nagysaga
v, | = /2gh = V201,25 =5 m/s.
A fuggdleges sebességkomponens negativ, mert lefelé esik a test, tehat v, =-5m/s.
A test sebességvektora becsapddaskor
v=5i—-5k [m/s],
a sebességének nagysaga
v=/v2+v,2 =/52 + (=5)2 =7,071 m/s,
és a sebességének a vizszintessel bezart szoge
arc tg (vo/vx) = arc tg (-5/5) = arc tg(—1) = —45°.

Ha a kiinduldstdl a végallapotig egyben irjuk fel az energia-megmaradast:

Ekin, At Epot, test, A + Epot, rugd, A = Ekin, ct+ Epot, test,C + Epot, rugd, C
0 + mgh + %k(AR)? = mvi+ 0 + O

- v= /%(AI)2+2gh = 5v2 m/s, megkapjuk a sebesség nagysagat.

7/3. Egy €0 =30 cm hosszu, k = 20 N/m rugdallanddji rugd végére 35 dkg tomegli testet
rogzitlink. A rugot fliggélegesen logatjuk fel és ugy engedjiik el a testet, hogy az a rugd
felfliggesztési pontjatdl 38 cm-re van.

Toltsuk ki az alabbi tablazatot! A nehézségi erd potencialis energidja abban a magassagban
legyen zérus, ami a rezgés egyensulyi helyzete.

a test a test arugé a rugo+test
mozgasi potencialis potencialis rendszer
energiaja energiaja energiaja mechanikai
energidja

arezgés

legfelsd pontja

arezgés

egyensulyi

helyzete

arezgés

legalso pontja

Megoldas
A mechanikai energia 3 tagbdl all: a test mozgasi energidjabdl, a test fliggsleges koordinatajatol
flggd (a nehézségi er6hoz tartozd) potencialis energidbdl és a rugd megnyulasatoél figgé (a
rugdéer6hoz tartozé) potencialis energidbdl:

Emech = Ekin + Epot, test + Epot, rugs = %2 mv? + mgz + % kx? = konst.
A mechanikai energia megmaradasanak teljesiilnie kell, az utolsé oszlopban allando értéket kell
kapnunk.

A test mozgdsi energidjanak szamitasdhoz a test sebességére van sziikséglink.
Tudjuk, hogy a rezgés alsd és a fels6 pontjaban a test sebessége zérus, tehat ott Exin = 0.
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Az egyensulyi helyzetben a test sebessége maximalis, Exin = ¥2mvmax?. Ehhez vagy ismerniink kell
a Vmax Sebességet, vagy atalakithatjuk a képletet gy, hogy a mozgasi energiat az amplitudobol

tudjuk kiszamolni. Mivel vmax=Am = A\/k/m —

Ekin = ¥2MVmax® = Yam(A-y/ k/m)2 = %kA2,
k (és m) ismert, az A amplitudot elészor ki kell szamolni.

A test potencidlis energidja a feladat szbvege szerint az egyensulyi helyzetben zérus. Ahhoz,
hogy ki tudjuk szamolni az alsé ill. fels6 pontban, azt kell tudnunk, hogy mennyivel van a test
lejjebb ill. feljebb azokban a pontokban, tehat itt is az A amplitidéra lesz szlikséglink.

- e €rin
es
emax
fffffffff loo b
Fr lAees ------ v Aefelso
Fg 7777777777 St R S B Epot=0
..... A_______ / 2\ __éealsé
X

A rugo potencidlis energiajanak szamolasdhoz a rugd megnyulasara lesz sziikséglink mindharom
pontban. A rezgémozgas

egyensulyi helyzetében A€es = Xes = mg/Kk,

a legalsé pontban A€aiss = 8max — €0 = Xes + A,

a legfels6 pontban Affeiss = €min — €0 = Xes — A.

A rugd megnyulasa az egyensulyi helyzetben:
Xes = mg/k = 0,35-10/20 = 0,175 m,
itt van a rezgés egyensulyi helyzete.
Ekkor a test a rugo felfliggesztési pontjatdl €es = €0 + Xes = 0,30+0,175 = 0,475 m-re van.
Erre a pontra szimmetrikusan végez a test rezgémozgdst A amplitudéval.
A rezgést ugy inditottuk el, hogy a test a rugd felfliggesztési pontjatol 38 cm-re volt, ami jelen
esetben a rezgémozgas legfelsé pontja (mivel kezdGsebesség nélkil engedtik el a testet), ez a
rugd legrévidebb allapota, vagyis
Lmin=38cm=0,38 m,
tehat az amplitudé
A= 8es— €min=0,475-0,38 = 0,095 m.
A rezg6mozgas legalso pontja, azaz a rugd leghosszabb allapota
Lmax =Les + A=0,475+0,095=0,57 m.
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Ezek utdn ki tudjuk szamolni

» a test mozgasi energiajat az egyensulyi helyzetben:
Vmax = Ao = A-/k/m = 0,095-,/20/0,35 = 0,7181 m/s,
Ekin, max = ¥sMVmax® = % -0,35-0,71812% = 0,09025 J; vagy
Ekin, max = %:kA? = %4-20-0,0952 = 0,09025 J;

» a test potencialis energiajat a legfelsd és a legalsd pontban: Epot, test = mgh
a legfelsé pontban h = A, Epottest, fent = +mg-A = 0,35-10-0,095 = 0,3325 J,
a legalsé pontban h = —A, Epottest, lent = —mg-A = —0,3325 J;

» a rugd potencidlis energidjat: Epot, rugs = ¥2kx? = %k A2, AL =2-12¢
az egyensulyi helyzetben Afes = Xes = 0,175 M, Epot, rugs, es = ¥5-20-0,175% = 0,30625 J;
a legfelsé pontban A8min = 8min — €0 =0,38 — 0,30 = 0,08 M, Epot, rugs, fent = ¥2-20-0,08% = 0,064 J;
a legalsé pontban Amax = €max— €0 =0,57-0,30 = 0,27 m, Epot, rugs, lent = ¥2-20-0,27%2 = 0,729 J.

Toltsuk ki a tablazatot, és szamoljuk ki soronként az energidk 6sszegét:

a test a test arugod a rugo + test rendszer
mozgasi potencialis potencialis mechanikai energidja
energiaja energiaja energiaja

Emech =
Ekin = Yamv? Epot, test = mgh Epot, rugs = Vskx? _
= Ekin + Epot, test + Epot, rugs

arezgés

,, . 0 0,33251) 0,064 ] 0,3965J
legfelsd pontja

arezgés
egyensulyi 0,09025 J 0 0,30625J 0,3965J
helyzete

arezgés

. . 0 -0,3325) 0,729 0,3965)
legalso pontja

A rugo + test rendszer mechanikai energiaja allandé.

7/4.

a) Milyen magasra emelkedik a Hold felszinérél vo sebességgel fliggblegesen kil6tt test?
b) Mennyi legyen vy, hogy a test elhagyja a Hold vonzokorét?

A Hold sugara Ruold = 1888 km, a Hold felszinén a gravitaciés gyorsulds guod = 1,6 m/s?.

Megoldas
A feladat b) részében a test oda kell eljusson, ahol a gravitacios er6 zérus, ebbdl egyértelm,

. p Y " mM p P P
hogy az éltalanos gravitacios erével ( Fg=y—-) kell szamolnunk. Az a) részben eléfordulhat,
r

hogy a test csak olyan magassagba jut fel, ahol még alkalmazhatd az a kozelités, hogy a felszin
kdzelében allanddnak vehetjiik a gravitacids er6t ( Fg = mg ), de oldjuk meg ezt a kérdést is az
altalanos gravitaciés er6t hasznalva, ami pontos eredményt ad tetsz6leges magassagra.
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Az altalanos gravitacios er6 konzervativ, a hozza tartozo potencialis energia

m-Myoid

Epot=—7 , aholr atest tavolsaga jelen esetben a Holdnak a k6zéppontjatol.

A feladatot energia-megmaradast felirva oldhatjuk meg (a Holdnak nincs légkore):

‘Myold

m
Emech = Epot + Ekin =—7 + % mv? = konst.
r

a) A két allapot, amit 6sszehasonlitunk:
» atest vo sebességgel indul a Hold felszinérél, ahol r = Ruold , €s
» addig emelkedik, amig v =0 lesz, ott r = Ruola+ h  (h a Hold felszine f6lotti magassag).

Ezeket beirva

mM-Myold 1 2 M-Myold
—-y—— +-mvo'=—y—— +0.
RHold 2 RHold+h
Ebbdl kifejezhetjlik azt a magassdgot, ahol a test elvesziti a sebességét:

h= — RHold.
1 VOZ Hold

RHold 27 MHold
A feladatban nincs megadva a Hold témege, viszont meg van adva ghold értéke, amit fel tudunk
haszndlni. Tudjuk, hogy g-t gy vezettiik be, hogy

_ Miold
Bhold = VR, 27

RHold
ebbdl
¥ MHold = 8Hold RHold?.
A Hold adatai: Ruold = 1888 km = 1,888:10° m, ghold = 1,6 m/s?, tehat
Y Miiold = 8101 RHold” = 1,6 - (1,888:10°)% = 5,703-102 m3s2.
Most mar be tudunk helyettesiteni a magassag képletébe, hogy megkapjuk a maximalis
magassagot a vo m/s-ban kifejezett kezdGsebesség fliggvényében:

1
= - .106
h=—o7 2 1,888-106 [m].

1,888-10° 1,141.1013

b) Hol hagyja el a test a Hold vonzékorét? Mivel a Hold altal a testre kifejtett eré nagysaga
mM-Mhold
Fg, Hold =~ 7 rzHo

forditottan aranyos a tavolsaggal (pontosabban a négyzetével), igy csak végtelen tavolsagban
csokken zérusra, ezért ahhoz, hogy a test elhagyja a Hold vonzdkorét, az kell, hogy , végtelen
tdvolra” jusson ( r — o ); az ehhez szlikséges kezdGsebesség az Un. szOkési sebesség (mas néven
masodik kozmikus sebesség) Vakozm,Hold-

Ezt a sebességet is energia-megmaradasbdl szamolhatjuk.

A két allapot, amit 6sszehasonlitunk:

» atest vo sebességgel indul a Hold felszinérél, ahol r = Ruold , €s

> eljut ,végtelen tavolra” (r — ), ahol az E,y = -7y potencialis energia értéke zérus.

m-Myo|d
-
Mivel a minimalis szokési sebességet akarjuk kiszamolni, ehhez elég, ha a végtelen tavolba
zérus sebességgel , érkezik meg” a test, azaz Exin = 0.

Felirva az energia-megmaradast:

M-Mpoig , 1 2 _
- + - MVkozm, Hold™ = 0+0 ’
Ruold 2
amibdl

27 Mo
Vakozm, Hold = /ﬁ = /28 oqRoa =2 - 1,6 - 1,888-10° = 2,458 km/s .
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Gyakorlé feladatok zh-ra

7/5. 10 m magas, 45° hajlasszogl lejté tetejérdl 2 kg tomegl( test csuszik le. A lejtén vald
mozgds kdzben a surlédas elhanyagolhatd. A lejtd kis gorbiilettel vizszintes, érdes sikba megy at,
amelyen a test surlodasi tényezbje p=0,2.

A lejt6 1abatol milyen messzire jut el a test?

Megoldas
I. megoldas: Kiszdmoljuk a test gyorsuldsat a lejtén, ill. a vizszintes surlddasos fellileten:
Alejtén aL=g-sina.
A surlédasos vizszintes sikon as=-ug.
I.LA) megoldds: A v(t) = vot+at ill. s(t) = vot+¥%at? képletekbdl kiszamoljuk a lejté aljara vald
megérkezés idejét és sebességét, majd a vizszintes sikon a megallds idejét és tavolsagat:
Alejtén aL=gsina és vo =0 — v =(gsina)t — s =%(g-sina)t?,
a lejt6 hossza s = h/sina, tehat alejté aljan h/sino = %(g-sina)-t> — tL=+/2h/g/ sina
- V.= \/Z_hg a test sebessége a lejté aljan, ill. a vizszintes sik kezdetén.
A surlédasos vizszintes sikon as=-ug és vos=v, = \/Z_hg -  Vs= \/Z_hg - pugt;
a megalldsig eltelt id6 \/2hg—pgt*=0 — t*=,/2hg/pu ,
ezzel a megallasig megtett it s = \/2_hg~t* - Yugt*2=2h/u—h/u=h/u=10/0,2 =50 m.
I.B) megoldds: Alkalmazhatjuk a 7/1. feladatban levezetett v =./2as+vy? és s = (v —vo?)/2a
Osszefliggéseket:

. h , 0v>2 -v2 2gh _h
Vi=y/2as+vp? = |2-gsina-——+0=/2gh, és s= ——= L=i=;=50m.

2ag —2ug  2ug

Il. megoldas: Munkatétellel, energia-megmaraddssal:
A lejtén a surldédas elhanyagolhatd, igy szdmolhatunk energia-megmaradassal:
Epot + Exin = mgz + ¥%smv? = konst.
a lejtd aljanak magassagat valasztva a helyzeti energia zérus szintjének
indulaskor z=h és v=0;
leérkezéskor z=0 és v=yv,, tehat
mgh +0=0+ % mv,?
—  vi2=2gh.
[Természetesen munkatétellel is szamolhatunk:
AEkin = Wassz:
AEkin =% mvi2 -0
Wess: = Wg + Why = Fgparh's + 0 = (mg-sina)-(h/sina) = mgh, vagyis
pmvi2—0=mgh — vi2=2gh.]
A vizszintes sikon vald csuszasnal energia-megmaradas nincs, de a munkatételt haszndlhatjuk:
AEkin = Wassz:
AExin=0—"% mv,?
Wossz = Ws = Fs:s:c0s180° = —umg-s, tehat
0—% mvi? =—umg-s
—  s=v?/(2ug).
vi? = 2gh behelyettesitésével
s = (2gh)/ /(2pug) = h/u=50 m.
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7/6. A f6utra becsatlakozd mellékiton a STOP tablanal varakozo autdba hatulrdl beleltkozik egy
masik autd. A két autd tomege megegyezik. Az litkdzésnél a két autd 6sszetapad (rugalmatlanul
Utkozik) és a két autébdl allé roncs surlddva tovabbcesuszik: dtcsuszik a 8 m széles féuton, majd
onnan tovabb a fuvon. Végil az litkdzés helyét6l 18 m-re all meg. A hatulrdl jové kocsi 11,4 m-es
féknyomot hagyott az litkozés el6tt. Mekkora sebességgel haladt, miel6tt fékezni kezdett? A
surlédasi egylitthaté az aszfalton 0,4, a flivon 0,5.

Megoldas

[A] a hatso kocsi vo kezdGsebességrél indul, s1 = 11,4 m-es Uton fékezi a surlddasi erd aszfalton,
ezutdn a sebessége vi lesz;

[B] a v1 sebességli autd tokéletesen rugalmatlanul Gitkozik az allé kocsival, az Gtkdzés utani kozos
sebességiik vy;

[C] a v2 kezdBsebességli két kocsibdl allo roncs az aszfalton s; = 8 m-t fékez6dik, ami utan a
sebessége vs;

[D] a v3 kezdGsebességli két kocsibdl allé roncs a flivon s3 = 10 m-t fékezddik, ami utan megall, va = 0.

A feladatot munkatétellel oldjuk meg: AEkin = Waess:.

A kocsikon a surlédasi eré végez munkat (a nehézségi erd és a talaj altal kifejtett nyomoeré
merdéleges a mozgas irdnyara, ezért az altaluk végzett munka zérus). A surldédasi er6 nagysaga
Fs=puFny=pumg — Ws=—umg-s = Wsss;.

A végsé allapottdl szamolunk visszafelé a kiinduld sebességig:
[D] %(m+m)va? — Ya(m+m)vs? = —psg (m+m)g-s3
— v32=0+2umgs3= =100 — v3=10m/s.
[C] %(m+m)vaZ — Ya(m+m)va? = —Haszfait (M+mM)g-s2
— V22 =Vv32+ 2 g Haszfat S2 = 100 + =164 —  v2=12,81 m/s.
[B] Az Gtkozésre az impulzus-megmaradast felirva:
mvi = (m+m)va — vi=2vy=2-12,81=25,61 m/s.
[A] 1/2I'TIV12 - ‘/sz02 = — Maszfalt ME*S1
— Vo2 = V12 + 2Massfalt 8:51 = 656 + 2:0,4-10-11,4 = 747,2 — vo=27,33 m/s =98,41 km/h.

7/7. Egy 30° hajlasszogl egyenes lejtén van egy m = 0,5 kg
tomegd test a lejt aljatdl 0,5 m tavolsagra (a lejtén mérve a

tavolsagot). A testnek vo = 2 m/s kezdGsebességet adunk

lefelé. A lejts (egy sima kis ivvel) vizszintes sikban folytatédik. n=0.2

A lejt6én a surlddas elhanyagolhatd, a vizszintes terepen a surlddasi egyitthaté u=0,2.

a) Hol all meg a test, ha a testet csak a surlédas fékezi?

b) A vizszintes sikon elhelyezlink egy k = 8 N/m rugdallanddju, €0 = 1,5 m hosszu rugoét a lejté
aljatdl 1,25 m-re, aminek a tulsé vége rogzitve van. Ahol a

s PRT s , , s s 7 . OISm
rugd elkezddédik, a sik surléddsa mar elhanyagolhaté. Mennyi 1=0 . 15m
a rugd maximalis 6sszenyomaddasa, amikor a test nekimegy? < MV
n=0,2 u=0

¢) Hogyan véltoznak az eredmények, ha a testet a lejtén
kezdetben nem lefelé, hanem felfelé inditjuk el?
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Megoldas
a) Alejtén — mivel a surlédas elhanyagolhatd — érvényes az energia-megmaradas, abbdl
kiszamolhatjuk a test vi1 sebességét a lejt6 aljdban. A 30°-os lejtén  h =0,5-5in30° = 0,25 m
magasrol indul a test. Ha a potencialis energia zéruspontjat a lejt6 aljaba rakjuk, akkor
Yaravo? + mgh = %emvi? + 0
—> vi=+/v? + 2gh =+/22 + 2-10-0,25 = 3 m/s.

A vizszintes sikon munkatételt alkalmazhatunk:

AExin ==Ws: 0-—Ymvi? = —umgs

— s=v1%/(2pg) = 3%/(2:0,2:10) = 2,25 m.
b) A vizszintes sik kezdetén vi =3 m/s most is.
A surlédas miatt a test a rugoig s1 = 1,25 m-en lassul, ezutan a sebessége v,. Ezt a sebességet
munkatétellel szamolhatjuk ki:

Varava? — Vamavi? = —umges:

— va=+/vi2—2ugs; =4/32-2:0,2:101,25 =2 m/s.

A rugé maximalis 6sszenyomdddasat energia-megmaraddassal szamolhatjuk a test + rugo rendszer

mechanikai energidjabal:

Emech = Ekin + Epot,rugs = smv? + ¥skx? = konst.

(az Epottest = mgz helyzeti energia allandd, felesleges bevenni az egyenletbe)
Kezdetben a rugd nincs 6sszenyomddva és a test sebessége v»,
a maximalis 6sszenyomddaskor a test sebessége zérus:

%mva2 + 0 = 0 + %ikXmax?

—  Xmax=+/MV,2/k = 4/0,5-22/8 = 0,5 m.
[vagy munkatétellel a rugd altal a testen végzett munkadbdl: 0 — amva? = — %akXmax? |
c) Sehogy, mert a test mozgasi energiaja fliggetlen attdl, hogy a test kezdetben felfelé vagy
lefelé indul el, tehat az energia-megmaradas ugyanugy teljesiil. (Ha felfelé indul el, akkor felfelé
haladva megall, majd Gjra gyorsul lefelé, és amikor az elindulas helyére visszaérkezik, akkor a
sebességének nagysaga ugyanakkora, mint a kezdGsebessége volt.)

7/8. Mennyivel nyult meg a rugds er6mérd rugdja a nyugalmi hosszhoz képest, ha a mutaté
a 40 N-os skalaponton all és a nyujtas kdzben 1,6 J munkat végeztiink?

Megoldas
Az 3ltalunk végzett munka a rugd altal végzett munkdnak az ellentettje, amit pedig ki tudunk
fejezni a rugd potencialis energidjaval:

Wi = =Wrygs = —(~AEpot) = AEpot = Epot,vég — Epot kezds = ¥ K Xveg? — 0 = %5 K Xveg? .
Nem ismerjik a rugdallandét, és most nem is tudjuk kiszamolni a megadott er6bél, mert a
megnyulast sem ismerjik. Felirhatjuk viszont, hogy

Fueg = K Xveg,
és ezt beirhatjuk a potencialis energiaba:

Wi = % k xveg® = % (K Xvag) Xveg = % Fueg Xveg.

7/13



Ebbdl mar kifejezhet6 a megnyulas:

Xvég = 2 Wi/ Fuég =2-1,6/40 = 0,08 m = 8 cm.
Megjegyzés: Ha egyszerlien W =Fs, azaz W =Fx képlettel szamolndank, akkor hamis
eredményt kapnank. Ez a képlet most azért nem alkalmazhatd, mert az F = kx er6 nem konstans
er6. A W =F x felirds azt az eredményt adna, mintha az F er6 végig akkora lenne, mint a
végallapotban, pedig az erd a nyujtds soran a megnyulassal egyenesen ardnyosan né zérusrél a
maximalis értékre, és emiatt a folyamat sordn végzett munka éppen a fele annak, mint a
végallapotban fellépd konstans er6nek megfelel6 munka lenne.

7/9. Asztallaphoz rogzitett rugd nyugalmi allapotban éppen az asztal széléig ér. 14 cm-rel
0sszenyomjuk, majd cérndval 6sszekotjik (megfeszitett allapotban). A rugd ilyen
megfeszitéséhez 4,2 N erd sziikséges. A végéhez egy 20 g-os testet teszlink, majd elégetjiik a
cérnat. Az asztal 1,0 m magas. A surlddas elhanyagolhatd. Toltsik ki az alabbi tablazatot:

a test mozgasi a test+rugd rendszer | a test+rugd rendszer
energidja potencialis energidja 0sszes mechanikai
energidja
arugé
O0sszenyomott

allapotaban

a test asztal szélére
valo érkezésekor

a test foldre
érkezésekor
(a becsapddas el6tt)

Megoldas

A rugdallanddé k = F/A2 =4,2/0,14 = 30 N/m.

A tablazat kitoltéséhez elég kiszamolni

» egyrészt az 6sszenyomott rugd potencidlis energiajat, és tudni, hogy ez alakul a test mozgasi
energiajava az asztal szélére valé megérkezésekor (a test sebessége ekkor vi),

» masrészt a test helyzeti energiajat az asztal magassagan, és tudni, hogy ez alakul mozgasi
energiava a foldre érkezéskor (a test sebessége ekkor v,).

a test+rugd
a test mozgasi a test+rugd rendszer rendszer 0sszes
energidja potencialis energidja mechanikai
energidja
arugo ¥%kx? + mgh =
dsszenyomott 0 =0,5-30-0,142 + 0,02-10-1 = 0,494 |
allapotaban =0,294+0,2=0,494)
a test asztal szélére smvq? =
valé érkezésekor =%kx?=0,294 ) mgh =0,2 0,494
a test foldre ¥mv,? = %ikx? + mgh =
erkezesek,or, ) = 0,294 +0,2 = 0,494 | 0 0,494 J
(a becsapddas el6tt)
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7/10. Hosszu fligg6leges cs6ben rugd van elhelyezve, amelynek a cs6 falaval vald surlddasa
elhanyagolhaté. A rugdéra 10 g tomeg( golyot helyezve 1 cm-rel 6sszenyomddik. Mennyivel
nyomadik dssze a rugd, ha a golydt a rugo tetejétdl szamitott 1 m magassagbal ejtjik ra?

Megoldas
A rugéallandé k=mg/A€1=0,01-10/0,01 =10 N/m.
A surlédas elhanyagolhaté, igy energia-megmaraddssal oldhatjuk meg a feladatot:
Epot,test + Ekin + Epot,rugs = Mgz + ¥%mv? + %:kx? = konst.
Legyen a nehézségi er6tér potencialis energiajanak zérus szintje abban a magassagban, ahol a
rugd teteje van, amikor a rugé nincs 6sszenyomva. igy a rugé potencidlis energidjaban szereplé
megnyulas és a test potencidlis energiajdban szerepl6 z koordinata egyenld lesz.
Kezdetben a golyé H magassagbodl indul kezdGsebesség nélkiil, és a rugd nincs 6sszenyomddva:
Emech,0 = mgH + %m-02 + %k-02 = mgH;
a rugd maximalis 6sszenyomddasakor a megnyulasa —A#;, ekkor a test ennyivel lejjebb van, és
egy pillanatra megall:
Emech2 = Mg:(—A82) + 4m-0% + ¥:k(-AL2)? = —-mgA8; + ¥:kAL,?,
tehat
mgH = —mgA{’,z + VzkAEzz.
Behelyettesitve
0,01-20-1 =-0,01-10-A8; + 0,5-20-A8,%, azaz 50 A2 —AL,-1=0,
aminek megoldasa A#;=0,1518 m=15,18 cm.

7/11. Hogy egy test a Foldet elhagyhassa, kb. 11,18 km/s kezdeti sebességre van szliksége. Ha
egy bolygdkozi szondat 13 km/s sebességgel inditanak el, mekkora lesz a Foldhoz viszonyitott
sebessége, amikor a F6ldt6l mar igen tavol van?

Megoldas
Energia-megmaradast irhatunk fel:
Mpgx 1
—yw + Emv2 = konst.
Induldskor r=Rrsig, és vo=13-10°m/s;
a ,Foldtél igen tavol” (r —» o) a potencidlis energia zérusnak tekinthetd, és a test sebessége vi:

m-Mgg 1 1
—y— 4 “mvy? =0+ -mv,2.
Rrsld 2 2
, . . M
v és Msig nincs megadva, de tudjuk, hogy yRF—‘“d = g-Rps1q, €226l
Fold

1 1
m-g-Rpsq + Emvoz =0+ Emvlz

- Vi = \/Vo2 — 28'Rps1q -
g =9,81 m/s? és Resia = 6370 km = 6,37-10° m behelyettesitéssel
vi= 1/13000% - 2-9,81-6,37-10° = 6635 m/s = 6,635 km/s.
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