Fizika 1 — Mechanika orai feladatok megoldasa 5. hét

Sikbeli polarkoordindta-rendszerben a test helyvektora, sebessége és gyorsuldsa altaldnos esetben:
r=rer
v=f=.=fe +rpeg

a=v=..= ('r'— r¢2)e,+(2f¢+rq‘>)eq,

Ha a test kdrpdlyan mozog, akkor r = konst., ezért a kormozgds egyetlen valtozéval,
a @ szogvaltozoval leirhatd.

@(t) megadja a test helyét a korvonalon; ¢ radidnban értendd (dimenzidmentes);
a szégsebesség w=¢ [s71];

aszoéggyorsulds B=w=¢ [s72].

Mivel r=konst. esetén =7 =0, ezért a fenti egyenletek egyszer(isddnek: a test
sebessége v =r( ey: érintd iranyu,
nagysaga vV=rp=rom;
gyorsuldsa a=-r(’ e, +rpe, aminek
sugdr (radialis) irdnyu komponense, a centripetalis gyorsulas a sebességvektor irdnyanak
valtozasat okozza, ez a korpalya kozepe felé mutat és nagysaga
acp = re? = v/r = vo;
érint6 (tangencialis) iranyd komponense a sebességvektor nagysagdnak valtozasat okozza,
nagysaga
ar=v=r=ro=rf .
Ha a: és v ugyanolyan iranyuak, akkor a test (sz0g)sebessége ng, ha ellentétesek, akkor csdkken.

Koérmozgas esetén a testre hato erbket sugar irdnyu, érintd irdnyu és a korpalya sikjara meréleges

komponensekre bontjuk (hengerkoordinata-rendszer).

» Akorpalya sikjara merdleges komponensek eredéje zérus kell legyen, mivel a test nem mozdul
ki abbdl a sikbdl.

» Az érint6 irdanyd komponensek eredgje hatarozza meg, hogy hogyan véltozik a sebesség
nagysaga. Lehetséges, hogy a: = 0, ekkor a test egyenletes kbrmozgast végez.

» A sugdr irdnyu komponensek ereddje soha nem lehet zérus (acp # 0 !!! ), hanem ez adja a test
centripetalis gyorsulasat (ami miatt a test sebességének iranya valtozik). A centripetalis
gyorsulds nagysaga a pillanatnyi (szog)sebességtdl fligg.

Kormozgas létrejohet kiilonboz6 kényszerer6k (nyomaderd, kotélerd, raderd), ill. a nehézségi eré
hatdsara. Vizszintes sikban fekvé korpalya esetén a nehézségi er6 meréleges a kérpalya sikjara, és a
kényszererd (ill. ferde felllet, kotél vagy rud esetén a fliggéleges komponense) ellensulyozza, igy a
nehézségi erd kozvetlenil nem befolyasolja a kormozgast. Fliggbleges sikban fekvé kdrpalya esetén
viszont a nehézségi er6nek van tangencialis komponense (kivéve az alsé és a fels6 pontot), ami
miatt a sebesség nagysaga valtozik.
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5/1. Asztalon m = 0,5 kg-os golyét € = 0,5 m-es fonalon vo = 5 m/s kezdGsebességgel meglokink ugy,
hogy a kezdGsebesség merdGleges a fonalra. A golyd és az asztal kozotti csuszasi surlédasi egylitthatd
n=0,2.

Mekkora lesz 2 s mulva a golyé sebessége és a fondler6?

Megoldas

A testre haté erdék:
Fg gravitacids er6
Fny az asztal dltal a golyodra kifejtett nyoméeré
F: fondlerd
Fs csuszasi surlddasi eré

A test mozgdasegyenlete vektori alakban ma=Fg+ Fay+ Fs+ Fs.

A mozgasegyenlet komponensei

1.) fuggdbleges iranyban, a korpalya sikjara merélegesen:
maL=Fny—Fg=Fny—mg;

2.) érint6 irdnyban: a surlédasi er6 a sebességgel ellentétes irdnyba mutat:

ma = —Fs;
3.) sugar irdnyban: a fondlers a kor kozéppontja felé mutat:
macp = Fr.

1.) A fligg6leges komponens esetén az a1 gyorsulds zérus kell legyen, mivel a golyd vizszintes sikban
mozog:

at=0 —> Fhy—mg=0 — Fy=mg.
A nyomader6 nagysagdra a surlddasi erénél lesz szikséglink.

2.) Az érint6 irdnyu komponensbdl tudjuk meg, hogy hogyan véltozik id6ben a golyd sebességének a
nagysaga, mivel a, = v .

A surlédasi eré nagysaga Fs = uFny = umg, tehat mai=—umg —

a tangencidlis gyorsulds
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at = —ug = konst.
Mivel a gyorsulds allando, ezért a sebesség
v(t) = vo—pg-t,
Vo és [ értékét behelyettesitve
v(t)=5-0,2:10t=5-2t.
A megadott 2 s mulva a sebesség v(2) =5-2-2=1m/s.
3.) A sugar iranyu komponensbdl Iatjuk, hogy a fondlerd nagysaga a centripetalis gyorsulassal
aranyos, ami a test sebességének négyzetével aranyos:
Fe=mag, = m? .
Jelen esetben r = 8, a korpdlya sugara éppen a fonal hossza.

Behelyettesitve a fonalerd az adott pillanatban
2

F=05-— =1N.
0,5

Megjegyzés

Mennyi lenne a test sebessége 3 s mulva? A fenti fliggvénybe behelyettesitve

v(3) =5-2:3=-1 m/s jonne ki, ami azt jelentené, hogy a goly6 az eredeti irdnnyal ellentétes
irdnyba mozog, ami lehetetlen.

A v(t) = vo— gt Osszefliggés csak addig érvényes, amig a test mozgdsban van, hiszen a gyorsulasat
a csUszasi surlodasi erd adta, ami csak mozgasban levé testre hat.

A sebesség az id6 fliggvényében zérusra csokkent =vo / (ug) =5/ 2 = 2,5 s alatt,

utana a testre nem hat mar a csuszasi surlodasi erd (és a kotélerd se, mivel v = 0); a testre hato erék
(a nehézségi er6 és a nyomoerd) eredéje zérus.

5/2. Egy R = 10 cm sugaru gomb belsejében a sugar fele magassagaban elhelyezkedd vizszintes
sikban egy golyd kering. Szamitsuk ki a keringési id6t!

Megoldas

A testre hatd erdk:
Fg gravitacids er6
Fny @ gdmb altal a golydra kifejtett nyomoerd
A test mozgdsegyenlete vektori alakban ma =Fg+ Fny .
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A nyomoer6 meréleges a gomb adott pontbeli érintdsikjara, tehat a gomb koézéppontja felé mutat.
Legyen a a nyomoderdnek a fliggblegessel bezart szoge, ezzel a nyomoderd

fliggbleges komponense Fny,. = Fny COsQL, és

vizszintes komponense Fny,r = Fny sina..
A nyomoder6 nagysagat nem tudjuk, de azt tudjuk, hogy mivel a golyé vizszintes sikban mozog, ezért
a fliggbleges komponensek ereddje zérus kell legyen; illetve hogy a nyomderé és a gravitacids eré
ereddje vizszintes kell legyen, és ez adja a test centripetalis gyorsulasat.
A mozgasegyenlet komponensei
1.) fugg6leges iranyban, a korpalya sikjara mer6legesen: ma. = Fny,, — mg = Fny cosa — mg = 0;
2.) sugar irdnyban: macp = Fny,r = Foy sinat ;
3.) érint6 irdnyban: a testre érint6 irdnyu eré nem hat, ma:=0.

A 3.) egyenletb6lar=v — v =konst., atest adllandd sebességgel kering.
Az 1.) egyenletbdl ki tudjuk fejezni a nyoméderé nagysdagat:
Fny = mg/cosa,
ezt a 2.) egyenletbe beirva kapjuk, hogy
macp = Mg sina/cosa = mg tga. (*),
amit kozvetlenl is leolvashatunk az abrardél. Az erék alkotta haromszog és a jobb oldalon bejelolt
haromszog hasonld haromszogek.

A feladat a golyd keringési idejét kérdezi, ezért a centripetdlis gyorsuldst most
acp = r? alakban irjuk fel.
r annak a korpalydnak sugara, amin a golyé kering (vizszintes sikban), ezt a gdmb R sugardval kell
kifejezniink:
r =R sina.
o felirhatd T a periddusiddvel kifejezve:
o =27n/T.
Ezeket behelyettesitve
acp = ro® =R sina-(2w/T)? .
irjuk ezt be a (*) egyenletbe, majd rendezziik T-re:
m R sino-(27/T)? = mg tga

=

cosa kifejezhet6 a jobb oldali haromszogbdl:
cosa. = (R/2) /R =% (vagyis o = 60°)

> T=2n /"'11'00'5 = 0,4443 s .

Egyéb keresztmetszet(i valyukra (parabola, stb.) Id. a gyakorlé és zh feladatokat!

5/3. Egy korhinta kup alaku, az alapkorének

sugara r =3 m, a kdzepén a magassaga h =2,2

m.

a) Milyen fordulatszamnal kezdenek el a h
korhinta Glései emelkedni?

b) Mekkora ekkor a kotélerd, ha a benne Gil6
gyerek tomege az Uléssel egylitt 36 kg?
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Megoldas
Fisina Fny COSQL

F
‘ (00 Fny
o

Fk cosa Fry sina

A testre (gyerek + Uilés) hato er6k:
Fg gravitacios erd,
Fny @ korhinta altal a testre kifejtett nyomoéerd,
Fr kotélerd.
A test mozgasegyenlete vektori alakban: ma =Fg+ Fx + Fny

A kotélerSt és a nyomoer6t vizszintes és fligglleges komponensekre kell bontani. (Azért nem az
oldalnézetben lejtének kinéz6 fellilettel parhuzamos és arra merdGleges komponensekre, mert a test
nem annak a sikjdban mozog, ez csak annak a kupos fellletnek a metszete, ami a vizszintes
kormozgast végz6 testet megtdmasztja.)
A kotéler6

fuggbleges komponense Fi;=Fgsina,

vizszintes komponense Fix = Fx cosa ;
a nyomoéerd

fliggbleges komponense Fnyx = Fny cOSQ,

vizszintes komponense  Fny,; = Fny Sina.

A mozgasegyenlet komponensei
1.) fligg6leges irdnyban, a kdrpalya sikjara merélegesen:
ma. = Fkz + Fny,z — Fg = Fk sina + Fny cosa— mg = 0;
2.) sugar iranyban :
Macp = Fi,r — Fny,r = Fikx — Fay,x = Fk cosa — Fry sina.
(a kotélerd vizszintes komponense az origd felé mutat, ezért pozitiv elGjel(,
a nyomoerd vizszintes komponense kifelé mutat, ezért negativ elgjell);
3.) érint6 irdnyban: a testre érint6 irdnyu er6 nem hat,
ma¢ = 0.
Az érint6 iranyu gyorsulast azért hagyhatjuk figyelmen kivil, mert nem azt vizsgaljuk, hogy a
fordulatszam fokozatosan ng, hanem kiilonb6z6 allandé (szog)sebességli allapotokat hasonlitunk
dssze. gy a 3.) egyenletb8l ar=v — v =konst., a test dllandd sebességgel kering.

Mivel a test vizszintes sikban kering korpalyan (azokat a fordulatszamokat vizsgdlva, amikor még
nem emelkedik el az (ilés a kdpos részrél), a gyorsuldsa a vizszintes siku korpalya kdzepe felé mutatd
centripetalis gyorsulas.

a) ElGszor vizsgaljuk meg altalanosan azokat a fordulatszamokat, aminél még nem emelkedik el a
test. Fejezzik ki a nyomoerdét a fordulatszam fliggvényében!
A flgg6leges iranyra felirt Fi sina + Fny cosa—mg =0 egyenletbdl
Fk = (mg — Fny cosa) / sina,
ezt behelyettesitve a sugdr irdnyba felirt mac, = Fx cosa — Fny sina.  egyenletbe
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mMacp = (Mg — Fny cosal) cosa / sina — Fny sina, =
=mg cosa / sina — Fny cosa - cosa / sinat — Fny sina - sinat / sinau =
=mg / tga — Fny / sina (cosa-cosa + sinasina) = mg/ tgou— Fny / sina. .

A centripetadlis gyorsuldst most a fordulatszammal kifejezve kell felirni:
Mac = mro? = mr(2nf)? ;

ezt behelyettesitve a fenti egyenletbe megkapjuk, hogyan fligg a nyomoderé a fordulatszamtol:
mr(2nf)? = mg/ tgo — Fny / sina
—  Fny= mgcosa — mr(27f)? sina .

Lathatd, hogy a nyomderd a nyugalmi mg coso értékrdl az 'f’ fordulatszam novelésével csokken.

Az Uilések akkor kezdenek el emelkedni, amikor Fny = O:
mg coso. — mr(2mfirit)? sinot =0
N fk ‘tz _ gcosa g
rl -

4n? rsine 4n?rtga

Hasznadljuk fel, hogy a kupfeliilet alapkoérének r sugara és a h magassaga van megadva, tehat
tga = h/r.

Ezt beirva

g g g
Freri 2 = = = —>
kit = 22 tga  4m2r (2) 4n2 h

1 g
fuir=— [2.
krit Al h

A kritikus fordulatszam tehat csak a kup alaku rész magassagatadl fligg.
Behelyettesitve

ficit =§[ /% -0,3393 s,

Mivel ebben a feladatban az a kritikus fordulatszdm volt a kérdés, amikor elkezd emelkedni az (ilés a
gyerekkel, azaz amikor Fny = 0, felirhattuk volna a mozgdsegyenletet ugy, hogy nem is tartalmazza a
nyomoeraét:

ma. = Fx sinocb—mg =0

macp = Fk cosa
A masodikbol

Fk=mg/sina,
ezt beirva az els6be

mr(2nfiit)? = (mg/sina) coso.,
amibdl kifejezhetd fiit (Id. feljebb).

b) A kotélerd kiszamolhatd a fliggdleges iranyra felirt
Fi sinat + Fny cosao—mg =0 egyenletbdl F. =0 esetén
m = 36 kg, a = arctg(h/r) = arctg(2,2/3) = 36,25° behelyettesitéssel:
Fx=mg / sino. = 608,8 N.
(Bonyolultabb megoldas, ha kifejezziik a kotélerét a fordulatszam fliggvényében, vagyis a
Fk = (mg — Fny cosal) / sina
kifejezésbe behelyettesitve az f-fel kifejezett nyomoerét:
Foy = mg cosa — mr(27f)? sina
— — — Fx=mg sino + mr cosa (27f)?,
majd behelyettesitjuk fii értékét.)
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Az aldbbi dbrasorozaton kovethetjuk, hogyan valtoznak az f fordulatszdm novelésével az erdk:

f = 0: Ebben a helyzetben a nyomderd nagysaga Fny = mg cosa; a nehézségi eré és a nyomaderd
ereddje a kupfelilet alja felé mutatd mgsina nagysagu er6 (mint egy sik lejté esetében), a kotélerd
pontosan ezzel egyenl6 nagysagu, tehat a 3 er6 eredGje zérus.

A nyomoer6 és a kotéler6 vizszintes komponense egyenlé nagysagu.

Fny cOsa

Fk sinat Fny

N

Fk cosa Fny sina

0 < f < fiit: A rendszer forgasban van, ezért a testre hato erék ereddje a korpdlya kozepe felé kell
mutasson. Ez azt jelenti, hogy a kotélerének a befelé mutatd Fkcosa komponense nagyobb kell
legyen, mint a nyomderdének a kifelé mutatd Fnysina komponense. Mivel a kényszererdk irdnya
adott, igy maga a kotélerd nagyobb lesz, és ez igaz lesz a fliggbleges komponensére is. A kotélers és
a nyomoerd fliggbleges komponenseinek dsszege viszont konstans (mg-vel egyenld), a nyoméderé
kisebb lesz.

Fk cosa Fny sina

A vizszintes komponensek ereddje (Fkcosa— Fnysina) macp-vel egyenld, tehat fligg a test sebességétdl
(acp = v3/r). Minél nagyobb a fordulatszam, vagyis minél nagyobb a test sebessége, annal nagyobb
kell legyen az Fkcoso— Fnysina kiildnbség, tehat a kotélerd egyre nagyobb, a nyoméderd egyre kisebb.

Fk sina

Fi Fny cosa

Fk cosa Fny sina

f = firie: A kotéler6 eléri azt a nagysagot, amikor a fligg6leges komponense (Fksina) éppen mg-vel
egyenld, ezért a nyomoderd fliggdleges komponense zérus, azaz a nyomoderd nagysaga zérus.

Fk sina
Fk

<

Fk cosa




f > firit: A fordulatszam tovabbi novelésével a kétélerd vizszintes komponensének egyre nagyobbnak
kell lenni, mivel Frcosa = macp, és acp a fordulatszam négyzetével aranyosan né. A kotélerd
fliggbleges komponense viszont tovabbra is mg nagysagu marad. Ezért a kotél irdnya valtozik, a test
elemelkedik a fellletrdl és csak a kotél tartja. (,Kupinga, Id. az 5/9. feladatot.)

Fk sina
Fi

Fkx cosa

5/4. Fuiggbleges sikban korpalyan haladé reptil6gép sebessége 1080 km/h.

a) Mekkora legyen a korpdlya sugara, hogy a legfels6 pontban a piléta ,sulytalan” legyen?

b) Es mekkora legyen a korpalya sugara, ha azt szeretnénk elérni, hogy a piléta 'g’ gyorsuldst
érezzen a talpa felé?

Ebben az esetben a piléta azt 1atna, hogy amit elenged, a laba felé esik; ha vizet 6nt, akkor az a laba
felé folyik, és meg is tudja inni a poharbdl, ahogy ezt az alabbi videdn is lehet latni:

https://www.youtube.com/watch?v=g99ho ExApU

Megoldas v =1080 km/h =300 m/s

Suly: az az er6, amivel a test az alatamasztdst nyomja, vagy a felfiiggesztést huzza.

a) Mivel a pildta sulytalan, azaz a replil6gép b) A legfels6 pontban a pilota fejjel lefelé Gl
nem hat ra nyomoerdvel, ezért a legfelsé a gépben, és abban a helyzetben azt érzi,
pontban a pildtara csak egyetlen er6 hat, a hogy az Ulés ugyanugy nyomja, mint amikor
nehézségi erd: nyugalomban van a féldon (vagyis a feje

ma =mg iranyaba), tehat a replil6gép fliggblegesen
A pildta korpalyan mozog, gyorsulasa a lefelé nyomja 6t.
korpalya kézéppontja felé mutato ma = mg + Fny
centripetalis gyorsulas, tehat Mivel a nyoméderd éppen mg nagysagu:

mg = mac, = mv2/R mg + Fny = 2mMg = mag, = mv?/R

— R= v¥/g=9000 m. —  R=Vv%/2g = 4500 m.
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https://www.youtube.com/watch?v=g99ho_ExApU

5/5. Az o hajlasszogli egyenes lejté érintd iranyban csatlakozik az R sugaru
koriv keresztmetszetd valydhoz. A surlédas elhanyagolhatd. Egy testet
kezddsebesség nélkil elengediink a lejt6 H magassagu pontjabol. Adjuk
meg a testre haté nyomader6t tetsz6leges kiinduldsi H magassag esetén a
z koordinata fliggvényében a valyu jobb oldali (kékre szinezett) részére!
Megoldas
A testre a nehézségi er6 és a valyu altal kifejtett nyomder6 hat:

ma =mg + Fny
Miel6tt szamolni kezdenénk, gondoljuk végig, mit mondhatunk az erékrél.
Rajzoljuk be a nehézségi er6t a pdlya tobb jellegzetes pontjan:

-
|

mg

mg

}

mg
mg

és bontsuk fel sugar- és érint6 irdanyd komponensekre:

l me;

r

/\T .
mg

mg

mg;
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Tudjuk, hogy a nehézségi eré és a nyomoer6 eredGjének a sugarirdnyd komponense mindig befelé,
a kor kdzepe felé kell mutasson, és hogy a nagysaga macp, = m v2/r. Azt még nem tudjuk, hogy a
palya egyes pontjain mekkora a test sebessége, de egyel6re annyit vegylink figyelembe, hogy minél

lejjebb van a test, annal nagyobb a sebessége (felfelé haladva lassul az mg: komponens miatt),
vagyis annal nagyobb macp:

\l/ mgr

/\T .
)

mg

r

mg:

mg:

Ez alapjan be tudjuk rajzolni ardnyosan a hidnyzé nyomoderdéket is (mivel mg: és Fny eredje macp).

q Fny
\y Mgr F

< Fny
N
Fnj N
'\Fny e
mg/\Nnmr
Vmgr
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A szamolashoz fejezzik ki az mg, és mg: komponenseket a vizszintes helyzett6l mért el6jeles ¢
szoggel (felfelé pozitiv, lefelé negativ):

l mgr = mg
mg: = Mg Cos®
) @
mg: = mg sing

(p>0x
w’y l
mgt = mg

meg: =
mg cos | ¢’ |

4\mgr=mgsinlw’l

mgr=msg

Az dbran ¢’-vel jeloltlik a negativ szoget, de latni fogjuk, hogy az egyenletek felirasanal nincs
szerepe annak, hogy a sz0g pozitiv vagy negativ, nem kell kiilénb6z6 médon felirni az egyenleket az
alsd ill. felsé ivre, hanem az el6jelesen értelmezett -vel egyértelmiiek az egyenletek.

A mozgasegyenlet sugar- és érint6 iranyu komponenseinek felirdsakor az elGjeleket ugy kell
megvalasztani, hogy
érint6 iranyban a sebesség irdnya a pozitiv, vagyis a felfelé mutatd irdny (a pozitiv forgdsirany):
mar=-mgcos@ ill. mai=-mgcos|¢’| ;
sugdr iranyban befelé mutat a pozitiv irany:
a felsé iven
Macp = Fny + mg sine ,
az alsé iven
Macp = Fay —mg sin| ¢’ |.
Mivel @’ <0, ezért —sin|@’| =sing’,
és az érint§ iranyd komponensnél sincs eltérés, mivel cos|¢’| = cose,
ezért nem szikséges a ¢’ jel6lés, a tovabbiakban el is hagyjuk.
Tehat a vizszintes helyzettdl mért elGjeles ¢ szbggel, az a: és acp gyorsuldasokat behelyettesitve
mat = mRw = mRH =—-mgcosp (1)
mac = Mv?/R = mRw? = Fny + mg sing (2)

A (2) egyenletbdl kifejezhetjiik a nyomderst a @ szog fliggvényében:
Fry = macp —mg sing .
Mivel acp = V2/R = Rw?, tudnunk kell azt is, hogy adott helyen mekkora a test (szdg)sebessége.
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Az (1) egyenlet egy differencidlegyenlet, aminek megoldasa a ¢(t) fliggvény. Ezt derivélva
megkapjuk w(t)-t, és a két fliggvénybdl az id6t kikiiszobolve elvileg elGallithatd az w(p) fliggvény.
Sajnos az elsé differencidlegyenletnek nincs analitikus megolddsa, igy ez az Ut most nem jarhaté.
Ugyanakkor az elsé egyenletbdl kdzvetlenil az w(ep) fliggvényt meg tudnank hatarozni integraldssal
(Id. az 5/14. feladatot). Viszont mivel a surlédas elhanyagolhato, egyszeribben ki tudjuk fejezni a
sebességet a magassdggal energia-megmaradast felirva:

Epot + Exin = konst.: mgH+0=mgz+% mv? — v?=2g(H-z)

A centripetalis gyorsulds tehat
acp=Vv%/ R=2g(H-z)/R.

Ki kell még fejezniink sin-t is z-vel és R-rel:
sing = (z—R)/R..
[Az alsé iven sin|@’| = (R-z)/R, de ott @' <0 ész-R<O0, tehat |¢'|=—¢’ és |z—R| =—(z-R) = R-z.]

Helyettesitstink be mindent a nyomoderdre rendezett egyenletbe:

Fny = Macp —mg sing = m - 2g(H-z)/R — mg (z—R)/R = mg (2H-3z+R)/R,
vagy a z koordinatat kiemelve

Foy = (2H/R+1)mg—-3mg/R - z .
Lathatd, hogy z novekedésével csokken a nyomderd. Ha z = (2H+R)/3, akkor Fn, = 0. Ennél feljebb
nem jut el a test, hanem elvalik a valyu falatél; ez tehat megadja azt is, hogy minimum milyen
magassagbol kell elinditani a testet, hogy végigmenjen a valyun (nem elég 2R magassagbol
elinditani).
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Gyakorlé feladatok a zarthelyire

5/6. Korpalyan egyenletesen lassulé mozgdssal mozgd anyagi pont egy félkor megtétele kozben
elveszti sebessége felét. Hol all meg?

Megoldas
Nem tudunk sokat arrdl, hogy milyen feliileten, milyen eré hatdsara mozog ez a test. Legegyszer(ibb
esetként feltehetjlik, hogy kotél tartja korpdlyan, és vizszintes fellileten mozog. Mivel egyenletesen
lassuléd mozgast végez, a csUszasi surlddasi erd az, ami fékezi a mozgast.
Felirhatjuk a test mozgdasegyenletét az 6sszes erSt (nehézségi erd, a felllet altal kifejtett nyomaéerd6,
kotélerd, csuszasi surlddasi erd) figyelembe véve:
vektori alakban: ma=Fg+ Fay + Fc+ Fs
ill. a komponenseire bontva:
fuggbleges: Fhy—mg=0 — Fny=mg
sugar iranyud: macp = Fi
érintd iranyd: ma¢ = —Fs = —pF,y = —umg
Utébbibdl kapjuk meg, hogyan valtozik a test sebessége az id6ben:
— ar=V=-ug — V=Vo—ugt — s=vot—%ugt? (sazRsugard kérén megtett Gt)

Tudjuk, hogy

Vo

el6szor t1id6 alatt  a sebessége a felére csdkken: v(t1) = vo—ugti = B (2)
és megtesz egy félkort, azaz s1=s(t1) = vot1 — Yepgti2 =R (2)
majd valamennyi idé elteltével megall, jeloljik ezt az id6t ta-vel, ezalatt
a sebessége V?O -rél nulldra csokken:  v(tz) = V7° —pugt2=0 (3)
kérdés, mekkora utat tesz meg: sz =5s(t2) = V7° ty — Yaugty? =? (4)
A négy egyenletben ismeretlen vy, ti, t2 és s;.
Fejezzlk ki
1)-b6l tr-et:  t1 ===, ill.
(1) 1 1= 50
3)-b6l tot:  ty=-—2.
(3) 2 2550

Lathato, hogy t1 = t2: mivel a test gyorsuldsa (lassuldsa) allandd, ugyanannyi id6 alatt vesziti el a
sebességének a felét vo-rol V?O—re, mint %0 -rél 0-ra. A megtett Ut viszont nem egyenlé.

Helyettesitsiik be ti-et (2)-be:
2 2 2 2
—y o 1 ﬂ) = MoTvoT _3vo” _
1=V05,. oM (Zug 8ug 8ug R, ()
és to-t (4)-be:

2
_Yovo 1 (v_o) = 20’ -vo’ _ v’ (6)

Sy = = ,
2 2ug 2 2ug 8ug 8ug

(5)-bél kifejezhet6 a kezdGsebesség négyzete a gyorsulassal:
Vo© = gug R,
amit beirhatunk (6)-ba (vagy egyszerlien elosztjuk a két egyenletet egymassal):
8
vo? _ 3HBTR

nR
Syp= —= =—, tehat még egy hatod kort tesz meg a test.
2% 3" e 3 g egy g8

A feladatot végigszamolhatjuk Ugy is, hogy nem irjuk fel a gyorsulast a surlédasi er6bdl, hanem csak
annyit hasznalunk fel, hogy allandé a test gyorsuldsanak a nagysaga.
Szamolhatunk szogvaltozéval is:
B=konst. (B<0!) — w=wo+Pt — @=oot+ %Pt
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Tudjuk, hogy

el6szor tiid6 alatt  a szogsebessége a felére csdkken: o(t1) = wo + Bt1 = % (1)
és megtesz egy félkort, azaz Q1= 0(t1) = wot1 + BPt2=n  (2)
majd valamennyi id6 elteltével megall, jeloljik ezt az id6t tz-vel, ezalatt
a szogsebessége % -rél nulldra csokken: o(ty) = % +Bt2=0 (3)
kérdés, mekkora a szogelfordulas: @2 = ¢(t2) = % ty + %Pt2 =7? (4)
A négy egyenletben ismeretlen wo, t1, t2 és 2.
Fejezzik ki
P . __®o .
(1)-bél t1-et:  t1= 28 ill.
4 . _ 9
(3)-bél ta-t: = B

Helyettesitsik be ti-et (2)-be:
2 402 2 a2
o= oo (=52) +38(-5) = =5 ==, 6

28 2B 8B 8p
ill. to-t (4)-be:
2 2 2 2
=@ (_9)  1g(_©®)"_ 200" *+w0" _— o
=5 ( ZB)+ZB( 2[3) 8B 8g (6)

(5)-bdl kifejezhet6 a kezd6 szogsebesség a sz6ggyorsulassal:
(’002 = _gB T,
amit beirhatunk (6)-ba (vagy egyszertien elosztjuk a két egyenletet egymassal):

0)02 _§Bn s P , .
0,=- i —;—B=§ , tehat még egy hatod kort tesz meg a test.

5/7. Egy o szbgsebességgel forgo vizszintes korongon egy m témeg(i anyagi pont helyezkedik el. A
tapadasi surlodasi tényez6 L. Milyen r sugaron beltl marad a koronghoz képest nyugalomban a
fenti tomegpont?

Megoldas
A testre hat flggblegesen, a kormozgas sikjara mer6legesen a nehézségi erd és a korong altal kifejtett
nyomoerd, ezeknek az eredGje zérus; és a tapadasi surlddasi eré, ami a korpdlya origdja felé mutat
(ha nem hatna tapadasi surlédasi erd, akkor a test nem maradna korpalydn, hanem tévolodna az
origotadl). A tapadasi surlddasi er6 adja a test centripetalis gyorsulasat.

ma =mg + Fny + F¢

maL=Fy—-mg=0 — Fny=mg

macp = Ft
Tudjuk, hogy Ft < Fimax = it Fny = pit mg.
A centripetalis gyorsuldst kifejezziik a szogsebességgel:

Macp = Mro?’ .
Ezekbdl

) Hy 8
mro®<mwmg —> r< ——.
()
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5/8. Milyen ¢ szoggel kell az R = 50 m sugaru kanyarban az Uttestet megdonteni, ha a rajta haladd
autdk sebessége 72 km/h? A cél az, hogy 6nos esében (amikor p = 0) se csusszanak meg
oldalirdnyban az autok.

Megoldas
A nehézségi er6 és a (lejt6 sikjara merGleges)
nyomoer6 ereddje vizszintesen a kdrpalya kozepe felé
mutat és a test centripetdlis gyorsuldsat adja.

ma = Fg + Fny

A fligg6leges komponensek:
ma.l = Fayz—mg=Fnycos@—mg=0
—  Foy=mg/cose

A sugdr irdnyd komponens:
Macp = Fnyx = Fny Sing@ = (mg/cos®) sing = mg tge
(mac = mg tgy leolvashatd az dbrardlis.)

A centripetdlis gyorsuldst kifejezziik a sebességgel:
mac, = mv?/R,

tehat
mv2/R = mg tgo
— tgp=v?*/(gR)=0,8 — ¢=38,66°.
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5/9. Kupinga hossza €, a kipszog 2a.. Mekkora a keringési id6?

Megoldas

A nehézségi er és a kotélirdnyu huzéeré ereddje vizszintesen a
korpalya kozepe felé mutat és a test centripetdlis gyorsuldsat adja.
Az 5/8. feladathoz hasonldéan a filigg6leges és sugar irdnyd
komponenseket felirva és abbdl kifejezve, vagy kozvetlenil az

erGket felrajzolva lathatd, hogy

macp = Mg tga.
A centripetdlis gyorsulast a szogsebességgel irjuk fel, mivel a
keringési id6t akarjuk kifejezni, és w = 2r/T; tehat ac, = mro?’.
A korpalya sugara r = @sina.
Ezekbél
mMac = Mro? = mésina-®? = mg tga

2 £ cosa
N w:/ E - 5 T=2n .
fcosa T g

5/10. Félgombben a sugar egynegyedénél ill. haromnegyedénél kering egy-egy golyd, vizszintes
sikban, surlédas nélkil. Mennyi a keringési id6k aranya?

5/11. Az y=(0,5cm™)x? egyenletii parabola y tengely koérili forgatasaval nyert paraboloid
belsejében az y1=2cm és azy, =4,5 cm magasan elhelyezkedd sikokban két golyd kering.
a) Milyen sebességgel keringenek?
b) Mennyi id6 alatt tesznek meg egy fordulatot?
Megoldas
a) A nehézségi eré és a forgasi paraboloid adott pontbeli
érintdsikjara meréleges nyomoerd ereddje vizszintesen
a korpalya kozepe felé mutat és a test centripetdlis
gyorsulasat adja.
A mértékegységek miatt irjuk fel a parabola egyenletét
ugy, hogy bevezetiink egy 'a’ paramétert:

y = ax?, és tudjuk, hogy a=0,5cm™.
Behelyettesitéskor erre figyelni kell; legegyszeribb cm-
ben szdmolni, de akkor g-t is at kell szdmolni cm/s%-be:
g = 1000 cm/s?.

A parabola érint6je dy/dx, ahol tehat
dy/dx = d(ax?)/dx = 2ax,
vagyis az érintének az x tengellyel bezart a szogére tgo = dy/dx = 2ax.

\ 4ol

Az er6ket felrajzolva lathato, hogy mac, = mg tga. .
A centripetalis gyorsulds a sebességgel kifejezve acp = v2/r.
A korpdlya sugara mindig az adott y magassag felhasznalasdval a parabola egyenletébdl
visszaszamolhatd x = V(y/a) érték, azaz xa=2cm, x2=3cm.
Ezekbdl macp = mv?/r = mv?/x = mgtga = mg - 2ax

— VvZ=2ax’g=2yg — vi=V(2:2:1000) = V4000 = 63,25 cm/s, v2 = V9000 = 94,87 cm/s.
b) ®=v/r=v/x =\/271g =2n/T — T=2xn /\/Hﬂg =0,1987 s a keringés helyétdl fuggetlendl.
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5/12. Egy R sugaru félgomb peremétdl surlédasmentesen legordiilé m tomegdl golyé mekkora
erével nyomja a félgomb fenekét?

Megoldas
A korpalya alsé pontjan a félgombre meréleges, fliggllegesen felfelé mutatdé nyomderd és a
fliggblegesen lefelé mutatd nehézségi er6 ereddje felfelé mutat a korpdlya kdzepe felé, és ez adja a
test centripetalis gyorsulasat:
mae=Fy—mg —  Fny=mg+ mae = mg+ mvZ/R
A sebességet kiszamithatjuk energia-megmaradasbdl (mivel a surlédas elhanyagolhatd):
mgR=%mvZ — v2=2gR.
Tehat
Fny = mg + mv2/R = mg + m(2gR)/R=mg+2 mg =3 mg.

5/13. Ferde lejt6 atmegy fugg6leges korpalyaba. A lejtén
legalabb milyen H magassagbdl kell a testet elengedni, ha
azt akarjuk, hogy végigmenjen a korpalydn (a legfelsé .
pontnal se valjon el)? A surlddas elhanyagolhaté.

Mekkora nyomoder6 hat a testre a korpalya legalsé pontjan?

Megoldas
A korpalya legfelsé pontjan a pdlya altal a testre kifejtett nyomoderd fliggblegesen lefelé mutat, igy
mMacp=mg+Fny —  Fny = Magp — Mg = MVsent?/R — mg.
A nyomder6 nem lehet negativ:
Fry20: mVien/R—mg=0 —  Vfent? 2 gR.
A sebesség energia-megmaradasbdl kifejezve:
mgH=mg2R+% M Vient? —> Vient’ = 2g(H-2R),
ezt beirva a v2 > gR feltételbe
2g(H-2R) > gR
— H25/2R, tehat legaldbb ilyen magassagbdl kell elinditani a testet

A korpalya legalsé pontjan a palya altal a testre kifejtett nyomaderé fliggélegesen felfelé mutat, igy
Macp = Fry—mMg —  Fny=mag + Mg =m Vient? / R + mg.
A sebesség energia-megmaradasbdl kifejezve:
mgH= %MVien® — Vien® =28 H,
és ezt a nyomoerdébe beirva
Foy=2mgH/R + mg.
Mivel H > 5/2 R, ezért
Fry = 2mg-(5/2) + mg = 6 mg.
A nyomoéer6 a legalsé ponton Fny > 6mg, tehat a test gyorsuldsa legaldbb 6g! (Hulldmvasut!)
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5/14. R sugaru félgomb tetejérdl (A pont) surlédasmentesen csuszik le egy golyd.

a) Irjuk fel a golyéd mozgasegyenletét! Bontsuk fel a golydra haté eréket és a gyorsulast érintéleges
és radidlis komponensekre!

b) Mekkora a golyd szogsebessége a B pontnal?

c) Mekkora erével nyomja a golyé a gdmbot a B pontnal?

d) A golyé a C pontnal hagyja el a gombdt. Mekkora az oo sz0g?

e) Mennyi a golyo sebessége a C pontnal?

f) A goly6 a D pontnal ér foldet. Milyen tavol van a D pont a félgombtél?

Megoldas

a) A golyétdl a félgomb kozéppontjdhoz huzott sugdrnak a fliggblegessel bezart szoge o,
a szogsebesség tehat w = a.
A golyé mozgasegyenlete vektori alakban: ma=mg+ Fay .
Bontsuk fel a nehézségi er6t tangencialis és radialis komponensre,
és irjuk fel a test gyorsulasat polarkoordinata-rendszerben:
tangencidlis komponens:
ma: = mR dw/dt = mg sina (1)
radidlis komponens:
mac = MR®?> =mgcosa. — Fny  (2)

b) Sziikséglink lesz az (o) fliggvényre. Ezt kétféleképpen kaphatjuk meg:
A differencialegyenlet-rendszer megoldasaval: EZT A MEGOLDAST NEM KELL TUDNI ZH-N!
Az (1) egyenlet atalakitdsaval az ® szogsebesség id6flggése (dm/dt) helyett nézhetjiik a

szogsebességnek az o szogtdl vald fliggését (do/da):

de—w: de—w-d—az mRmd—wz mgsina -
dt do dt do

Ezt szeparaljuk és integraljuk:

[Rodo[=[gsinada — Ro’/2=g(l-cosa) — wz*’@'
0 0

Ugyanezt kifejezhetjlk az energia-megmaradasbdl is:
agolyd R magassagban zérus sebességgel indul, és R cosa magassagban v =Rwo sebessége van:

mgR=mgRcosa+% m(Rw)?> — @= /@.

c) A (2) egyenletbél a nyomdéerd Fny = mg cosa. — mRw? .
Az el6bb kifejeztiik -t az o fliggvényében, helyettesitsiik be ide:
Fay = mg cosa — 2 mg (1 — cosa) = mg (3 cosa — 2) a nyoméer6 az a szog fliggvényében.
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d) A golyé akkor hagyja el a gombot, amikor Fny =0,
mg(3cosa—2)=0 — cosao=2/3 — oap=48,19°.

e) A golyd sebességének nagysaga a C pontban

Vo= R-o(a0) =,/2gR (1-cosa,) =,/2Rg/3 ~ 2,58VR ,
irdnya pedig az érint6 irdnya, azaz
Vo = cOs0lo /2gR (1—cOsat,) | — Sinao/2gR (1—cosa,) k ~ 1,72VR i — 1,92vR k.
f) Ha a félgomb kozéppontjaba helyezziik az origét, a golyd az
ro = (R sinow) i + R cosao k= 0,745R i+ 0,667R k pontbdl indul (C pont).
Tehat z(t) = 0,667R — 1,92VRt — % gt? .
z=0, ha t1~0,22VR,
és ekkor x(t1) =0,745R + 1,72v/Rt1 = 1,12R, azaz a félgombtdl 0,12R tavolsagra ér foldet a golyd.

5/15. Az egyenes lejtd érint6ként csatlakozik a kor keresztmetszet(i
fliggdleges valyuhoz. A lejtén h magassagbol kezdGsebesség nélkil
elindul egy test. Adjuk meg azt a z(h) figgvényt, ami leirja, hogy a h
magassag fluggvényében milyen z magassagban fog elvalni a test a
korpalyatdl! Abrazoljuk is a fluggvényt (lgyelve az értelmezési

tartomanyra)! A test surléddds nélkil csuszik.

Megoldas

A testre hat az Fg nehézségi er@ és a valyu falatdl szarmazd Fny nyomoerd, tehat a mozgasegyenlet:
ma = Fg + Fny , aminek
érinté irdnyu komponense
ma; = mg sina.  és
radidlis komponense
Macp = Mg cosa + Fny ;
utobbibdl a nyomoerd
Fny = macp — mg cosa .
cosa az magassaggal kifejezve az abrardl: cosa = (z—R)/R.
Ahhoz, hogy a nyomoerét felirjuk o fliggvényében, ismerni kell acp-t o fliggvényében. Mivel a surlédas
elhanyagolhatd, szamolhatunk energia-megmaradasbal:
mgh=mgz+ % mv? — Vv?=(Rw)?=2g(h-2)
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acp = V4/R = 2g(h-z)/R
Tehat

Fay = macp — mg cosa = 2mg(h—z)/R — mg (z—R)/R = mg(2h—-3z+R)/R .

Ott vdlik el a test a valyutdl, ahol Fn, =0, azaz
mg(2h—-3z+R)/R =0,
a keresett z(h) flggvény tehat
z=(2h+R)/3=R/3+2/3-h
Ez egy R/3 tengelymetszeti és 2/3 meredekségl egyenes,
de annak csak az a szakasza, ahol
z értéke R és 2R kozé esik (mert a valyu also felében nem
valik el a golyd, és z = 2R esetén meg mar végigmegy a
valyun). Az R<z< 2R feltételb6l R<h<5/2R.

Koérpalya altalanos gravitacios erdvel

R/3

5/16. Milyen tavolsagban keringenek a Fold kozéppontjatdl az un. allé miiholdak? (sz6gsebességiik

megegyezik a FOold szo6gsebességével)

Megoldas

A testre egyetlen erd hat, a Fold vonzoereje, ez tartja korpalyan:
Macp = Mre? =y m-mesid / r> — r= 3/&50'0' , ahol y=6,67-10" m3kgls?,
(O]

MEsld = 6-1024 kg,
resid = 6,37-108 m,
o =27/T = 2n/(24-60-60) = 7,27-10 s,

amibd8l r=42,3-10° m.

Szamolhatunk ugy is, hogy y és mesia értéke helyett felhaszndljuk azt, hogy a Fold felszinén

Mg =y M-Mesid / MFoid® , AZaz Y Mesld = § IFold>

2
. r-.
vagyis mre? =y m-mesia / 12 = m-gresis? /12— r= %/—g Fo
®

5/17. Szamitsuk ki a Hold centripetalis gyorsulasat kétféleképpen: a

a) gravitacios er6torvényt,
b) kdrmozgas adatait felhasznalva.

A Hold palyajanak sugara kb. 60-szorosa a Fold sugaranak (Resig = 6400 km),

a Hold keringési ideje 27 nap.

Megoldas
a) Fnold Acp = Y Fnold Mesld / d?

—  ap = 6,67-101 m3kgls2 - (6-10% kg) / (60-6400-103 m)? = 2,714-1075 m/s2.
b) acp = Rw? = 60Rreid (21/T)? = 60-6400-10% m - (211/(28-24-3600 s))? = 2,590-1073 m/s2.
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ErdeklédSknek: (nem zh feladat!)

kancsal fecske, avagy inkabb kancsal gélya

(vagy még inkabb normalis molylepke)

A kancsal gélya szeretne a fészkére repiilni. O azt hiszi, hogy

egyenesen a fészke felé repiil, de kancsalsaga miatt mindig az 6t
a fészekkel 6sszekot6 egyenessel allandé o szoget bezarva repdl. e

A golya sebességének nagysdga allando (v). fész?l%
Odaér-e valaha a fészkére?
Megoldas
Sikbeli polarkoordinata-rendszerben a sebességvektor
v=71=(re) =1e,.+ 1€, =Te, +1pe, ,

azaz a sebességvektor radialis komponense v, = 7, tangencialis komponense v; = r¢.

Legyen a fészek az origdban, a gdlya helyvektora r. Bontsuk fel a gdlya sebességét radialis és
tangencialis komponensekre: v = —v cosa e, + v sina e, .

A radialis komponenst tekintve tehat

(1) f=—vcosa

Integrdlva: r=d—(vcosa)t ,azaza golya tdvolsdga a fészektdl linedrisan csokken,

és t=d/(vcosa) id6 alattr=0,vagyisagolya beér a fészkébe!

A kérdést tehat megvalaszoltuk, de nézziik meg azt is, milyen pdlyan repil a gélya.

A tangencialis komponenst tekintve

(2) r¢o=vsina, ahol
o a golya kancsalsaganak szoge, ez konstans,
¢ a fészektdl a fecskéhez t id6ben huzott helyvektornak a 0 id6ben huzott helyvektorral bezart
szoge.

r(t)-t behelyettesitve (d- vt cos a)((jT(P —vsina,
t

szeparalva és integralva: J' 1 dt=_ 1t Id(p > 1 pd-veosat o
d-vcosa-t vsin o —vcosa d vsina
amibé| (p:_tga.m(l_vcowtj.
t—> d esetén ez a fliggvény végtelenhez tart, vagyis a
vcosa
gblya végtelen sokszor fordul korbe, amig beér a fészkébe, de | /
ezt véges idé alatt és véges uton teszi. 4/

Hatdrozzuk meg a gélya palydjat!
Az egyik lehetdség, hogy az r(t), (t) fuggvényekbdl kikiiszoboljuk t-t:

r=d—(vcosa)t = t=(d-r)/(vcosa) és o—_tgq.In|1-YCBS*. d-r - _tgo-In L5
d VCos o d

a masik lehet6ség, hogy az (1) és (2) differencidlegyenletet elosztjuk egymadssal:
V, _rde _ vsina
% dr —vcosa

r

T 2 r1 ;. T
= —tga, szeparaljuk: jd(p:—tg(x~_|.fdl’ és integraljuk:
r
0

d

r
=—tga.-In—
¢=-1lga q
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Ez az un. logaritmikus spirdlis egyenlete, melynek jellemzéje,
hogy egy-egy teljes fordulatot megtéve a kozépponttdl mért

tdvolsdg mértani sor szerint (mindig ugyanannyiad részére)
csokken:

r 02, 01
r-et kifejezve @(r)-b6l r=d-e/ter, L —g '0* 1
r.l
egy fordulatot megtéve @=01+2m,
2n
r _on
igy %+ =e ' =konst.
rl
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