Fizika 1 — Mechanika orai feladatok megoldasa 4. hét

MOZGASEGYENLET

Az ma=Z%F; egyenletbe

— egyrészt behelyettesitjik az egyes kdlcsonhatdsoknak megfelel§ er6torvényeket, amelyek
altalanosan F(r,v,t,...) alakban irhatok fel;

— madsrészt tudjuk kinematikdbdl, hogy a = v = 1 ; ezeket behelyettesitve
mi = F(r,T,t) : ez atest mozgasegyenlete,

ennek megoldasaként kapjuk az r(t) fliggvényt, ami a mozgast leirja.
A megoldashoz szlikség van 2 integrdcids allanddra, azaz a kezdeti helyvektorra és a
kezd6sebességre is (vagy hely és sebesség vektordra barmely id6pontban).

EROTORVENYEK

1. Foldi nehézségi (gravitacios) eré

Nagysdga:

Fg=mag,
ahol g anehézségi gyorsulas, aminek értéke kis mértékben fligg attdl, hogy a Fold mely pontjan
van a test; Magyarorszagon g = 9,81 m/s?, de a szdmolasi feladatokban g ~ 10 m/s? értékkel
szamolunk (ha nincs mds érték megadva).
irdnya: fligg6legesen lefelé mutat;
vektorként felirva: g-t vektorként értelmezve Fg=mg,

vagy fluggdblegesen felfelé mutato z-tengellyel felirva Fg=—mg k .

2. Altalanos tomegvonzasi (gravitacios) erd

Nagysaga:
mi-mp
d2 ’

Ferav =y
ahol
ms1 ill. m; a testek tomege [kg],
¥ univerzalis allandd )
d a két tomegpont kozotti tavolsag [m];
iranya: vonzod a két testet 6sszekdtd egyenes mentén;
vektorként felirva:

ma

mim, r

Fgrav =Y
ahol r az egyik testb6l a mdsikba mutaté vektor.

r2 r’
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3) Kényszererdk: feliilet, kétél, rud
A kényszerer6knek csak az iranyukat tudjuk (a geometriai kényszer miatt), a nagysagukat nem, az
mindig az adott problémabdl adédik.

A testre a fellilet altal kifejtett Fny nyomoerd:

irdnya: a fellletre mer6leges (ha gorbiilt a felllet, akkor az adott pontbeli érintGsikra merdleges);
csak nyomni tud;

nagysaga akkora, hogy a test a fellileten maradjon.

A testre a kotél altal kifejtett Fistel kOtélerd:
irdnya: csak huzni tudja a testet, kotélirdnyban;
nagysaga: a test a kotél hosszanal tdvolabbra nem keriilhet a kotél rogzitési pontjatol.

A testre rud altal kifejtett Fruq raderé:

irdnya: hlzni és nyomni is tudja a testet, radiranyban;
nagysdga abbdl a kényszerbdl adddik, hogy a rid hossza nem valtozhat.

4.) Surlédasi erdk

Csuszasi surlédasi eré
Nagysaga:

Fs= W Fny,
ahol

Fny @ testre haté nyomderd,

L a csuszasi surlodasi egyltthato;
irdnya: a sebességgel ellentétes irdnyq;
vektorként felirva: Fs = — 1 Fny - V/V .

Gordiilési surléddas: mint a csuszasi surlédas, de mas a surlodasi egyltthato.

Tapadasi surlédasi eré
Nagysdaga: akkora, amekkora ahhoz sziikséges, hogy a test nyugalomban maradjon, de nem lehet
nagyobb, mint
Ft,max = I:ny )
ahol
Fny @ testre hatd nyomaerd,
Lt a tapadasi surlodasi egyltthato;
(ha ennél nagyobb erére lenne sziikség, akkor a test elkezd mozogni a fellilethez képest);
irdnya: a felllettel parhuzamos; azzal ellentétes iranyu, amerre a kiilsé (eredd) er6 el akarja
mozditani a testet.

Itt egy latvanyos bizonyiték arra, hogy a surlédasi er6 a nyomoerdvel ardnyos (ebben az esetben a
tapadasi surlodasi er6 a cip6 és a fal kozott):  http://www.videoman.gr/106419
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4/1. Az dbra szerint elhanyagolhaté tomegd nyujthatatlan kotéllel egymashoz kotiink egy M = 7 kg,
egy m1 =5 kg, és egy m; = 3 kg tomegli testet és o = 38°-0s hajlasszogl lejt6re tesszik. A lejt6
tetején egy idealis (surlodasmentes, elhanyagolhaté tomeg() csiga van. Az myill. m; tomeg(
testek és a lejt6 kozotti csuszasi surlddasi egylitthato p = 0,08.

a) Mekkora a testek gyorsulasa, és mekkorak a kotélerék? m

b) Ha az M tomegli testet eltavolitjuk, mekkora erével kell

hazni a kotelet, hogy az m1 és m; tomegl( testek gyorsuldsa ne " M
valtozzon?

c) Hanyszorosara né a testek gyorsuldsa, ha az M tomeg f

kétszeresére n6? (a kdtelet nem huzzuk)
Megoldas

a) A testek mozgasegyenletei vektori alakban:
M am =Fg + Fi1

Miam1 = Fg1 + Fay1 + Fra + Fio + Fs1
Mz2am2 = FgZ + FnyZ + Fio + Fs2

A testek gyorsuldsdnak nagysaga megegyezik, mert a kotél nydjthatatlan: am =ami =am2 = a.
Ez lesz a kotéllel 6sszekodtott rendszer gyorsuldsa, ami mi1 és m; esetén a lejt6vel parhuzamos,
M esetén pedig fliggbleges irdnyu.

Ebben a feladatban nem tudjuk, hogy merre gyorsul a rendszer (jobbra vagy balra).

A kotélerd egy-egy kotélszakasz két végén egyenld, ami abbdl kovetkezik, hogy a kotelek tomege
elhanyagolhaté (tehat azok gyorsuldsahoz nem kell erét kifejteni). Ha figyelembe kellene venni a
tomeguiket, akkor nem lenne igaz, hogy a két végiikon ébredé eré megegyezik, hanem a kotelekre
is fel kellene irni mozgasegyenletet és abbdl tudndank kiszamolni az eréket.

A vektori alakban felirt mozgdsegyenletet komponensekre bontjuk. Az egyik komponens a kotél
irdnyat koveti (ami a lejtén levd testek esetében a lejts sikjaval parhuzamos, a kotélen 16g6 testnél
fliggbleges), a masik komponens a kotélre merdleges (ami a lejtén levd testek esetében a lejt6
sikjdra merdleges).

Az mi-re ill. my-re haté gravitacids er6ket lejtével parhuzamos és lejtére meréleges
komponensekre bontjuk:

mg| = mg-sind

y
mg
a lejtére merdéleges komponens (Fgi)L=migcosa ill. (Fg2)L=m;g cosa;
a lejtével parhuzamos komponens (Fg1); = migsina ill.  (Fg2); = m2 g sina.
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m1 ill. m, mozgdsegyenletének lejt6re merGleges komponensei

mial = Fny1 — (Fg1).L = Fay1 — M1 g cosa

m2aL = Fny2 = (Fg2).L = Fay2 — M2 g cosa
Mivel a testek a lejtén mozognak, ezértar =0 — innen tudjuk a lejts altal kifejtett nyomoerdsk
(kényszerer6k) nagysagat:

Foyt = magcosa, ill. Fny2 =m:2g cosa.

A mozgasegyenletek kotéllel parhuzamos komponensének felirdsa el6tt ki kell jel6Intink, melyik
legyen a pozitiv irany.
Tegytk fel, hogy az M témeg felfelé gyorsul, igy
Ma = Fx1 — Mg
mia = Fia — Fk1 + (Fg1)) — Fs1 = Fka — Fkr + mag sina — Fs1
m2a = — Fio + (Fg2) — Fs2 = — Fio + mag sina — Fs
A csuszasi surlodasi er6k nagysaga:
Fs1 = W Fny1 = L mag cosa, Fs2 = L Fay2 = L mMag coso,;
tehat
Ma = Fx1 — Mg
m1a = Fk2 — Fk1 + m1g sinal — 1 m1g cosa
mza = — Fk2 + Mag sina — L mag cosa
Ezekbdl

__ (mq+m;)(sina—pcosa)—M
o M+m1+m2
A gyorsuldsra negativ érték jott ki, tehdt nem ebbe az irdnyba gyorsulnak a testek!

g=..=-1,719 m/s?.

irjuk fel most Ugy az egyenleteket, hogy az M tdmeg lefelé gyorsul:
Ma = Mg — Fia
mia = Fx1 — Fx2 — (Fg1)) — Fs1 = Fxa — Fke — mag sinot — 1 m1g cosa
m2a = Fia = (Fg2) | — Fs2 = Fia — m2g sinou — 1 m2g cosa
amibdl
_ M—(m;+mj)(sina+ucosa)

a= g=..=1,047 m/s2.

M+m1+m2

A gyorsuldsra pozitiv érték jott ki, tehat tényleg ebbe az iranyba gyorsulnak a testek.

Lathatd, hogy a két irdnyba felirt egyenletrendszer megoldasa nem csak el6jelben tér el, hanem a
nagysaguk is kilonbozik. Ez azért van, mert a pozitivnak valasztott irany megvaltoztatasaval a
nehézségi erék kotéliranyd komponensei és a kotélerék el6jelet valtanak, de a surlddasi erék nem,
mivel azok el6jele a sebesség irdnyahoz van kotve. Tehat ha egy bizonyos feltételezéssel negativ
gyorsulast kapunk, akkor az egyenletrendszert ujra fel kell irni a masik feltételezéssel, és azt Gjra
megoldani.

Erdemes ezért a pozitiv irdny kivalasztasa el6tt 6sszehasonlitani azt, hogy a csiganal a nehézségi
er6k kotél iranyu komponensei milyen iranyld eredét adnak. Jelen esetben Mg = 70,00 N hat
jobbra, és (m1+m2)g sina. = 49,25 N hat balra, vagyis jobbra nagyobb er6 hat, az M tomeg lefelé
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gyorsul. Azonban ha csuszasi surlodasi erdk is fellépnek, akkor a helyzet bonyolultabb lehet.
(Ebben a feladatban tapaddssal egyelére nem foglalkozunk.)

A testek tehat jobbra gyorsulnak, a = 1,047 m/s.

A kotéler6k behelyettesitéssel kiszamolhatok:
Mm, (1+sino+pcosa)

Fro = —mam, 8- 2350N;
Fiy = M(m1+n;:1(;:ii;cz+ucosa) g= 62,67 N.

Megjegyzés: Vegylik észre, hogy az Fx, kdtélerd kisebb, mint az Fxa1, mivel Fya csak az m; toémeg(
testet kell gyorsitsa:

Fk2 = mza + mpg sina + L mag cosa,
az Fi1 viszont az ms és az m; testet is:

Fk1 = mia + mig sina + L m1g cosa + Fro = (mi+my)a + (m1+mp)g sina + p (m1+m;y)g cosa.

b) Akkor lesz m1 és m; gyorsuldsa valtozatlan, ha a kézvetlenil azokra a testekre haté er6k nem
valtoznak, vagyis a kotéler6k véltozatlanok, tehat a kotelet a fent kiszamolt Fy1 = 62,67 N nagysagu
erével kell huzni.

Megjegyzés: Azért nem Mg = 70,00 N nagysdgu erével, mert az az er6 ahhoz volt sziikséges, hogy
mindhdrom testet gyorsitsa, de most kisebb az 6ssztomeg. A két er6 kilonbsége az M-re haté er6k
ereddje: Fmereds = Mg—Fi1 = 7,33 N, ez gyorsitja az M tomeg( testet, igy lesz annak is

a = Fmereds/M = 7,33/7 = 1,047 m/s? nagysagu gyorsulasa.

c) A gyorsulds nem kétszeresére ng, mert mikozben M, és igy Mg értéke kétszeresére n6, az mi és
m; testekre hato erék valtozatlanok maradnak.
Az a) pontban levezetett

9= M-(m4+m,)(sina+pcosa)
M+mq+m,
gyorsulasba M* = 14 kg-ot behelyettesitve
a* = 3,896 m/s? jon ki,
tehat a gyorsulas
3,896/1,047 = 3,72-szeresére néb.

4/2. o = 20° hajlasszogd lejtére m = 0,50 kg tomeg(i testet helyeziink. A test és a lejtd kozotti
csuszasi surlodasi egylitthatd p = 0,20; a tapadasi surlodasi egyitthatd i = 0,40.

a) Mekkora surlédasi eré hat a testre?

b) o értékét novelve milyen ot sz0gnél csuszik meg a test? Mekkora surlddasi erd hat ra
onnantol?
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Megoldas

a) A test mozgdasegyenlete:
ma = Fg + Fy + Fs, ha a test csuszik;
ma = Fg + Fny + F¢, ha a test tapad.

A testre a lejté altal kifejtett nyomoderé Fny = mg cosa, mivel csak mg-nek van a lejtére merdleges
komponense.

A test mozgdsegyenletének lejtével parhuzamos komponense:
ma = mgsina. — Fs, ha atest csuszik; ill.
ma = mg sina.—Fy, ha a test tapad.

Ha a test tapad a lejtén, akkor a gyorsuldsa zérus:a=0 —
mgsina—F:=0
—  Ft=mgsina =0,50-10-s5in20° = 1,710 N tapadasi surlddasi eré kell hasson a testre.
Ellendrizni kell, hogy ez kisebb-e, mint a tapadasi surlddasi er6 maximalis lehetséges értéke, ami
Ft,max = Wt Fny = it mg cosa = 0,4-0,50-10-cos20° = 1,879 N.
o = 20° hajlasszogl lejt6n tehat a test nem csuszik meg, mert max. 1,879 N tapadasi surlddasi eré
|éphetne fel a test és a lejt6 kozott, de csak mg sina = 1,710 N erd gyorsitana.
A test és a lejt6d kozott fellép6 tapadasi surlddasi erd tehat F=1,710 N.
(A tapadasi surlodasi er6 nem az Fr maximalis lehetséges értékével egyenl6, hanem azzal az erdvel,
ami gyorsitani szeretné, igy lesz az ered§ zérus.)

b) Ahogy noéveljik a lejts hajlasszogét,

— egyrészt n6 a nehézségi er6 lejtével parhuzamos komponense (mivel sina ng), ami a testet
gyorsitani szeretné,

— masrészt csokken a tapadasi surlddasi er6 maximalis értéke (mivel cosa csokken).

Amig mgsina < Fymax, addig Fi=mgsina.
Hatdresetben Fi = mgsina.  eléri Fimax értékét, vagyis
Mg SiNOlkrit = Ft,max = [t Mg COSOlrit.
Ez az a legnagyobb hajlasszdg, amivel még teljesiil, hogy
ma = mg SinCrit — Ft,max = Mg SiNOlrit — it ME COSOLkrit = O.
Ebbdl
SiNOWrit = [t COSOWrit  —> Mt = t8Orit ,
és meg van adva, hogy ut=0,4, tehat
Olrit = 21,80°.
Ekkor Fmax = Lt mg cosowit = 0,4+0,5-10-cos21,802 = 1,857 N.
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A lejt6 hajlasszogét tovabb novelve a test csuszni fog lefelé a lejtén, és a lecsuszo testet csuszasi
surlodasi erd fékezi, aminek a nagysdga

Fs = nmg cosa = 0,2-0,5-10-cosa. .
Ez az er6 is fligg a lejtd hajlasszogétdl (ouwrit esetén 0,9285 N, a tovabbi ndvelésével csdkken).

Osszefoglalva:
ourit = 21,80° alatt a test tapad, és F: = mg sina tapadasi surlédasi eré 1ép fel;
Orit = 21,80° folott a test csuszik, és Fs = L mg cosa csuszasi surlodasi erd 1ép fel.

Az 4bran a lejt6 hajlasszogének fliggvényében lathatd

pirossal a fellépd tapadasi surlodasi er6 értéke: Fr = mg sino;
kékkel a csuszasi surléddasi erd értéke: Fs = p mg cosa..

S/ eemem- ccececees —-— -

4 F_t,max [N] e [t [N] e F 5[N]
1,5 -

0,5 A

4/3. Egy kamionos a kovetkez6t mesélte a hires-nevezetes 2013. marciusi hdesésben atélt
kalandjairdl az M1-es autdpalyardl.

a) Egyszercsak egy 7°-os emelked§ aljahoz érkezett, ami Ugy el volt jegesedve, hogy a surlodas
egészen zérusra csokkent. Szerencsére viszont a szél éppen hatulrdl fljt és nagyon erés volt, igy a
meglazult ponyvajat vitorlaként kifeszitette és ugy jutott fel az emelkedén. A szél allandé erével
vizszintesen fujt, és 6t allandd, v = 18 km/h sebességgel vitte fel a lejtén. Mekkora erét fejtett ki a
szél a kamionra? A kamion tomege M =20 t.

b) A domb teteje utan a tuloldalon 5°-os lejtével folytatédott az ut, ami szélarnyékban volt,
megszUnt a szél ereje; viszont nagyon havas volt, igy a kamionra pg = 0,12 gordiilési surlodasi
egyltthatoval most mar gordilési ellenallasi er6 hatott (az izemanyaga mar elfogyott, nem tudott
motorral menni, csak gurult). Ekkor kapta meg a kamionos a Belligyminisztériumtdl az sms-t, és azt
rogton el is olvasta, ami 30 s-ig tartott. (Az sms szovege ez volt: ,Segitlink! Ne hagyja el a
gépjarm(ivét! Ha elfogy az Gizemanyaga, Uljon at masik gépjarmtbe!”)

Mekkora lett a sebessége és mekkora utat tett meg ezalatt a 30 s alatt? (A kamion a lejté tetejérdl
v = 18 km/h sebességrél indult, amikor elkezdte olvasni az sms-t.)
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Megoldas
a) A mozgasegyenlet vektori alakban:
Ma=Mg+Fay+F  (F szél altal kifejtett erd); a1 =7°.
Mivel a szél dltal a kamionra kifejtett er6 vizszintes, ezért azt is fel kell bontani a lejtére merdleges
és a lejtével parhuzamos komponensekre:

A szél altal kifejtett er6 lejtére mer6leges komponense miatt Fny (az Ut 4ltal a kamionra kifejtett
nyomoerd) most nem Mg cosai, mivel nem csak a nehézségi eré lejtére merGleges
komponensével kell egyensulyt tartania. A mozgdsegyenlet lejtére merdSleges komponense

Ma. =— Mg cosai + Fny—F sinay .
A lejtére merGlegesen a1 =0, tehat

Fny = Mg cosay + F sina .
Ezt figyelembe kéne venni a cstszasi / gordilési surlodasi er szamitasanal, de ennek most nincs
jelent&sége, mivel a surlédas itt elhanyagolhato.

A mozgasegyenlet lejtével parhuzamos komponense (felfelé felvéve a pozitiv irdnyt, mivel arra
halad a kamion):

Ma =— Mg-sinay + F cosa .
A kamion az emelkeddn allandé sebességgel halad, tehat a gyorsulasa zérus.

a=0 — F=20-10°kg-10m/s?-tg7° = 24,56 kN a szél dltal kifejtett eré.

b) A mozgdsegyenlet vektori alakban:
MazMg+Fny+Fs, CX.Z:SO.

Mgcosa /o,

Most csak a nehézségi er§ az, aminek van a lejtére merdleges komponense, ezért

Fny = Mg cosa.
A kamiont a lejtén a nehézségi erd lejtével parhuzamos komponense gyorsitja, és a gordiilési
surlodasi erd fékezi. A mozgasegyenlet lejtével parhuzamos komponense (lefelé felvéve a pozitiv
iranyt, mivel arra halad a kamion):
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Ma = Mgsina, — Fs
A gordulési surlédasi er6 nagysaga
Fs =Yg - Fny = pg Mgcosa, .
Tehat
Ma = Mgsina, — ug Mgcosaz = Mg (sinaz — pg cosan) ,
amibél a kamion gyorsuldsa
a =g (sinoz — g cosaz) = g (sin5°—0,12-cos5° ) =-0,3239 m/s?,
vagyis a kamion lassulni fog, a sebessége az id6 fliggvényében csdkken:
v=Vvo+at=(18/3,6)-0,3239t=5-0,3239t [m/s].
Ha behelyettesitiink t = 30 s-ot, akkor
v=5-0,3239-30=-4,716 m/s.
Mit jelent ez az eredmény? Azt, hogy a kamion a felvett pozitiv irdnnyal ellentétes iranyba halad,
vagyis felfelé a lejtén —ami nem térténhet meg. Miért kaptunk lehetetlen eredményt? Mert a
mozgdsegyenletben negativ el6jellel szerepld surlédasi er6 csak addig l1ép fel, amig a kamion lefelé
mozgdsban van a lejtén. Ha a kamion megall, akkor a gordilési surlddasi erd eltlinik. Ha a kamion
meg tudna indulni felfelé a lejtén, akkor a gordiilési surlédasi erd iranyt vdltana, lefelé mutatna. A
kamion sebességére felirt képlet tehat csak addig érvényes, amig a sebesség zérusra csdkken:
v=5-0,3239t*=0
— t*=5/0,3239 = 15,44 s alatt a kamion megall, tehat t = 30 s esetén a sebessége nulla.
A megtett Ut ezalatt
s=vot* +% at*?=5.15,44 — %-0,3239-15,44%2 = 38,59 m.

Megjegyzések:

1. Ha a sebességet nem szamoljuk ki, hanem rogton az s = vot + %at? képletbe helyettesitjik be a
30 s-ot, akkor s=5-30-1-0,3239-30% = 4,256 m-t kapnank. Ebb&l nem |atnank, hogy a kiszamolt
eredmény irredlis, de a masikkal 6sszehasonlitva latjuk, hogy ez kisebb, mint az el6bb kiszamolt
38,59 m, mintha visszafele indult volna a kamion a lejté teteje iranyaba.

t = 30,87 s-ot behelyettesitve s = 0 lenne, ennél nagyobb id6kre pedig s értéke negativ lenne.

2.A v=v+at=5-0,3239t képlet formailag analdg a hajitasnal felirt v, =vo,—gt képlettel,
de ott a negativ gyorsuldst okozd er6 (a nehézségi erg) fliggetlen attdl, hogy a test merre mozog,
és van fizikai értelme a negativ sebességeknek is.

4/4. Egy kettss lejtd egyik oldala oo = 50°-ot, a masik = 58°-ot zar be a vizszintessel. Két testet
Osszekotiink egy nydjthatatlan, elhanyagolhaté tomegi kotéllel. Az 50°-os oldalra tessziik az

m1 = 14 dkg-os testet, az 58°-0s oldalra az m; = 10 dkg-os testet.

A testek és a lejté kozotti csuszasi surlédasi egylitthatd 0,12, a tapadasi surlédasi egytitthatd 0,15.
Mekkora, milyen irdnyu a testek gyorsulasa, ha

a) a 14 dkg-os testet meglokjiik lefelé;

b) a 10 dkg-os testet meglokjiik lefelé;

c) a testeket kezdGsebesség nélkiil tessziik a lejtére?
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Megoldas

m; = 14 dkg

A mozgasegyenletek vektori alakban:
mi1 a1 = Fg1 + Fay1 + Fra + Fs1
m2 a2 =Fg2 + Fay2 + Fio + Fs2
A testek a1 ill. a2 gyorsuldsanak iranya eltérd, de a nagysaga megegyezik, a1 = a; = a.
Az Fi1 ill. Fi2 kotélerdk iranya eltérd, de a nagysaguk megegyezik, Fi1 = Fiz = Fk.
Az el6z6 feladatok mintdjdra tudjuk, hogy Fny1 = mig cosa, ill. Fny2 = mag cosp3.
A csuszasi surlédasi erék nagysaga Fsi = U Fay1 = L m1g cosa, ill. Fs2 = i Fay2 = 1 mag cosp.
A lejt6vel parhuzamos komponenseket irjuk fel gy, hogy pozitiv irdnynak a kezdGsebesség irdnyat
vesszik fel (ahol meg van adva).

a)

m; = 14 dkg

a =50°

M1aa = M1g sina — Fx — Fs1 = mag sina — Fx — 1 m1g cosa
M2aa = — Mg sinf} + Fx — Fs2 = — mag sinf3 + Fx — u mag cosP
A két egyenletet 6sszeadva az Fi kotélerd kiesik:
(m1+m32) aa = m1g sina. — pL M1g cosoL — mag sinfd — i m2g cosf =
=g (mz (sino— p cosa) —m; (sinf + n cosP) ),
amibdl a gyorsulas
aa =g (m1 (sino—p cosa) —my (sinf + pcosP) ) / (mi+my) .
Behelyettesitve
aa =0,2201 m/s?.
A kapott eredmény pozitiv, tehat a testek gyorsulnak a kezd6sebesség iranyaba.
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b)

a =50° B =58°

miap = — M1g sina + Fx — Fs1 = — m1g sina + Fx — L m1g cosa

m2ap = M2g sinf3 — Fx — Fs2 = mag sinf — Fx — L m2g cosp
A gyorsulas ebben az esetben

ap =g (—ma1 (sina + p cosa) + m2 (sinfB — p cosP) ) / (m1+mz) =-1,650 m/s?.
A kapott eredmény negativ, tehat ebbe az irdnyba elinditva a testek lassulnak.

c) Meg kell vizsgalni, hogy a testek elindulnak, vagy tapadnak.
Kiszdmoljuk a nehézségi erd lejtével parhuzamos komponensét a két testre:
mag sinat = 1,072 N; myg sinf3 = 0,8480 N.
Mivel maig sinot > mag sinf, ezért az my = 14 dkg-os test indulna lefelé.
Ha nem lenne surlédas, akkor
mag sinat — myg sinP = 0,2244 N gyorsitana a testeket (balra).
Kérdés, hogy a tapadasi surléddsi eré tudja-e ezt ellensulyozni.
Ft1,max = tt Fny1 = e migcosa = 0,1350 N,
Ft2,max = Mt Fay2 = e magcos = 0,0795 N,
Ft1,max + Ftamax = 0,2145 N .
Fi1,max + Frz,max < magsino — magsinf , a tapadasi surlodasi er6 maximalis értéke kisebb, mint
az az er6, ami gyorsitana a testeket, tehat a testek elkezdenek csuszni, mégpedig
aa = 0,2201 m/s? gyorsulassal (a 14 dkg-os lefelé, a 10 dkg-os test felfelé).
Megjegyzés:
Ha Fiymax + Fiomax > maigsino—magsinf3 lenne, akkor azt irhatjuk fel, hogy
Fit <Famax €S Fo<Fimax ©€s Fu + Fp=migsina—magsinp .
Két test esetén a helyzet bonyolult, de egyetlen test esetén F: értéke meghatarozhaté.

Az 6rai feladatban nem volt kérdés, de kiszamolhatjuk azt is, hogy mennyi idé alatt ér fel
valamelyik test a csigahoz. Tegytk fel, hogy a kotél hossza L = 2 m, és a testeket gy helyezziik el,
hogy a kotél felénél van a csiga, vagyis a testek tdvolsaga a lejt6 tetejétSl 1-1 m; a kezdGsebesség
pedig az a) ill. b) esetben vo =1 m/s.

Az a) esetben a kezdGsebesség iranyaban gyorsulnak is a testek:
V=Vo+at=1+0,2201t; s=vot+ % ast?=1t+%0,2201-t
A kotél felének megfelel6 utat, azaz 1 m-t kell megtennie a 10 dkg-os testnek, hogy felérjen:
s=1/2 =1 = vota + Yraasta? = 1-1.+%4:0,2201t,2 — t,=0,9090 s alatt ér fel a 10 dkg-os test.
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A b) esetben a testek lassulnak:

v=vo+apt=1-1,650t — t*=1/1,650=0,6061 s alatt megallnak, ezalatt

s* =vo t* + %5 apt*? = 1-t* — %4-1,650-t*2 = 1.0,6061 — %-1,650-0,60612 = 0,3030 m-t tesznek meg,
vagyis nem ér fel a 14 dkg-os test, hanem az a) részben kiszamolt gyorsulassal indulnak el a testek
ebbdl a helyzetbdl (zérus kezdGsebességgel), és a 10 dkg-os test fog felérkezni

s=Y%a,t’2=%0,2201-t2=1/2+s*=1,303 — t' =3,441s, ©sszesenty,=4,047 s alatt.

A c) esetben all6 helyzetbdl (vo = 0) indul a 10 dkg-os test felfelé a, = 0,2201 m/s? gyorsulassal, és
t. = \/E = JZ'(L/Z) = \/ 2_ = 3,014 s kell ahhoz, hogy a 10 dkg-os test felérjen.
ag ag 0,2201

Gyakorlé feladatok a zarthelyire

4/5. Egy traktor két pdtkocsit vontat nydjthatatlan drétkotelekkel. Mekkora erd fesziti a koteleket,
ha inditasnal a traktor 1 perc alatt gyorsit fel 40 km/h sebességre?
A traktor tdmege 3 t, a pdtkocsik tomege 2-2 t, a gérduld ellendllasi egyltthaté 0,1; g = 9,81 m/s2.

Megoldas Jeldlje
Fi- az at dltal az traktorra a mozgas irdnyaba kifejtett erét;
Fia ill. Fi2 a kotélerdket;
Fny,tr, Fayr €és Fny2 atalaj altal a traktorra, ill. pétkocsikra kifejtett nyoméeréket;
Fstr, Fs1 és Fsx a gordilési surlddasi erGket.

FnyZ* Fny1“ Fny,tr f

Fr2 Fr2 N Fr1 Frk1 . Fir

FSZ 2 H > *Fs - —

m2g mig Mtrg

A mozgasegyenletek vektori alakban:
Mtr @tr = Mir § + Fay,tr + Fir + Fra + Fopr
miai=mig+ Fay1 + Fia + Fio + Fs1
m2az=myg+ Fny2 + Fio + Fs2

A mozgasegyenletek fliggbleges komponensei (a pozitiv iranyt felfelé valasztva):
Mtr Atr,z = —Mr 8 + Frytr
miai,;=—mig+ Fny1
maaz;=—Mmag+ Fnyz
Mivel a testek a fellileten mozognak, a fligg6leges gyorsuldskomponensek nulldk
— ebbdl tudjuk a nyomderdket:
I:ny,tr =Mt g, Fnyl =mM g, Fny2 =m2g.

A mozgasegyenletek vizszintes komponensei (a haladasi iranyt valasztva pozitivnak):
Mir Atr,x = Fir — Fk1 — Fs tr
M1 a1x = Fk1 — Fka — Fs1
m2 azx = Fko — Fs2
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A kotél nyujthatatlan, ezért a gyorsulasok megegyeznek: awx = aix = azx = a.
A surlédasi erék nagysaga Fs = p Fny = umg.
Ezeket behelyettesitve:

Mt @ = Ftr — Fia — pmug

M1 a = Fk1 — Fo — pumag

m2 a = Fko — umyg

Ezekbdl sorra kiszamolhatok a kérdéses erék, ha ismerjik a gyorsulast.
Mivel 1 perc alatt gyorsit a traktor 40 km/h sebességre allandé gyorsuldssal:
a=Av/At=(40/3,6-0)/60=0,1852 m/s2.

A kotélerdk
Fr2 = ma(a+pug) = 2000-(0,1852+0,1-9,81) = 2332 N,
Fr1 = Fio + m1(a+pg) = (m1+my)(a+ug) = 4665 N ;

a traktor dltal kifejtett er6 pedig
Fir = Fia + my(a+pg) = (mi+mo+my)(a+pg) = 8163 N .

MEGJEGYZESEK:
» Vegylk észre, hogy a fenti feladatban a gyorsulas az egyes testek mozgasegyenletébdl
kifejezve
_ For - (Frat Fstr) _ Fra - Frot Fs1) _ Fio ~Fso
Mgy my mp ’
vagyis az egyes testekre el6re- ill. hatrafelé hato erék kiilonbsége aranyos a tomegiikkel (ugyanez
igaz kotelekre is).
» Tekintslk a 3 testet egy rendszernek és adjuk 6ssze a 3 testre felirt mozgasegyenletet:
(mtr+m1+m2)a = Fyr —( Fstr+ Fs1+ FsZ)
Ekkor az Fx1 és Fia kotéler6k kiesnek, mivel 6k a 3 testbdl allé rendszerben belsé erék. A 3 testbél

allé rendszer gyorsulasat a kiilsé er6k ered6je hatdrozza meg:
a= Fr ~(Fstr+ Fs1+ Fs2)
Mmyr+mq+m, )

4/6. Mekkora lejtével parhuzamos erd sziikséges ahhoz, hogy allandé gyorsulassal 2 s alatt
nyugalmi helyzetbdl indulva felhizzunk egy 6 kg tomegl testet egy 30°-0s, 1 m magas lejtén, ha a
surlodasi egyitthaté 0,27

Megoldas
A mozgasegyenlet vektori alakban:
ma=F+mg+ Fny +Fs F az altalunk kifejtett lejtével parhuzamos huzoéeré

A lejtére merGleges komponens (kifelé pozitiv):
ma.l = —mg-cosa + Fny
Mivel a testek a fellileten mozognak, a lejtére meréleges gyorsuldskomponens nulla
— ebbdl tudjuk a nyomoderét: Fny = mg-cosa.;
a surlodasi erd nagysaga pedig  Fs = p Foy = umg-cosa.
A lejt6vel parhuzamos komponens (felfelé pozitiv):
maj = F —mg-sina — Fs = F — mg-sina. — umg-cosa. .
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A gyorsulas kiszamolhatd az id6b6l, kezdGsebességhbdl és a megtett Utbol:
a lejt6 hossza, azaz a megtett ut
s=h/sina=2m;vo=0 = s=%at>? > a=2s/t?=2-2/2?=1m/s%.
A mozgasegyenletbdl
F=m (a+ gsina + pgcosa) = 6:(1 + 10-sin30° + 0,2-10-cos30°) = 46,39 N.

MEGJEGYZESEK:

> Altaldnosan a lejtével parhuzamosan a pozitiv irdnyt vélaszthatjuk felfelé vagy lefelé is. Azt az
irdnyt célszer( pozitivnak valasztani, amerre a test mozog; ekkor a surlédasi eré negativ eldjell
lesz (fékez), a gravitacios eré mg-sina komponensének elGjele pedig a sebesség iranyatdl fligg
(pozitiv, vagyis gyorsit, ha a test lefelé mozog, ill. negativ, vagyis fékez, ha a test felfelé mozog).

» Ha agyorsulas negativra jon ki, akkor a test lassul. Ha lefelé haladva lassul v=0 -ra, akkor ott a
test megall és a tapadasi surléddsi eré miatt ott is marad (ha egyéb er6 nem hat rd). Ha felfelé
haladva lassul v=0 -ra, akkor a tapadasi surlddasi egyiitthato értékétdl fligg, hogy egy helyben
marad vagy elkezd visszacsuszni lefelé. Ha visszacsuszik, akkor a csuszasi surlédasi erd iranya
megvaltozik (mivel azt a sebesség irdnya szabja meg).

» Havan olyan er6 (mg -n és Fny -n kivil, pl. egy kiilsé hizé/toléerd), aminek van a lejtére
merdleges komponense, akkor médosul a mozgasegyenletnek a lejtére meréleges komponense és
emiatt valtozik Fny nagysaga, és azzal egyltt Fs nagysdga is. Ha a kiils6 erd ,,belenyomja” a testet a
lejt6be, akkor Fny (és Fs) nagysaga nd, ha ,,elemeli”, akkor csokken.

4/7. (DRS 3.11) Vizszintes surlédasmentes feliileten mi = 3 kg tomegd test, kotéllel hozzakotve
m; = 7 kg tomeg( test, kotéllel hozzdkotve ms = 10 kg tomegd test, és azt huzzuk F = 100 N erdvel
vizszintesen. A kotelek nyudjthatatlanok, a tomegik elhanyagolhatd. Mekkora a testek gyorsulasa
és mekkordk a kotélerék?

mi ma ms ﬁ F

Eredmények: a =5 m/s?, mi és my kozott Fia = 15 N; mz és m3 kdzott Fio = 50 N.

4/8. (DRS 3.5) Vizszintes asztalon m, = 2 kg tomeg(i test, az asztal szélén 1évé csigan atvetett
kotéllel hozzakoétve m1 = 0,5 kg tomeg test 16g fliggblegesen. Mekkora a kotéllel egymashoz
kotott testek gyorsulasa és a kotelet feszit6 er6, ha az m; tdmegd test

a) a vizszintes fellleten surlédas nélkil csuszhat;

b) és a vizszintes felllet kdzotti surlédasi egylitthaté p=0,2?

m;

Eredmények: a)a=2m/s* Fk=4N;b)a=0,4m/s% Fc=4,8N.
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4/9. (DRS 3.12) Mennyivel nyulik meg a két test kozé iktatott rugd, amikor az 6sszekapcsolt
rendszer egyenletesen gyorsuld mozgdsban van? Mindharom test tomege m = 1 kg, a surlddasi
egyltthato pu=0,2, a rugdallandd k = 4 N/cm, a csiga, a rugo és a kotelek tomege elhanyagolhatd,
a csiga surlédasmentes, a kotelek nyujthatatlanok.

m m
[ ]
m
Megoldas
M Fa  Fa Fi2 Fio M_Fi3 Fi3
Fra
Fra
m

Kotélerbk: egy-egy kotélszakasz két végén azonos nagysagu az erd, mert a kotelek tomege
elhanyagolhato.
Fi1 = Fio, mert a rugd tomege elhanyagolhaté (ha lenne tomege, a két kotélerd kilonbsége
gyorsitana a rugét).
Ez a kotélers lesz egyenld a rugderdvel: Fyi = Fio = Fr.
Tudjuk, hogy a rugderd a rugéd megnyuldsaval ardanyos: Fr = k-Al, ebbél kiszamolhatd majd Al.
Fis = Fka, mert a csiga tomege elhanyagolhaté és surlédasmentes.
A mozgasegyenletek (Fx1 helyett is Fio-t, Fra helyett is Fxs-at irva):
a l6go testre ma=mg-Fiz,
a kozéps6 testre  ma = Fx3 — Fxo — Fs = Fis — Fie — umg,,
a bal oldali testre ma = Fxo — Fs=Fxo—pumg.
Ezekbdl
Q= mg—-2umg — 1—2;1g — 1-2-0,2 .10 =2 m/sz.
3m 3 3
A rugd megnyulasat Fo-bél szamoljuk, azt pedig a bal oldali test egyenletébdl kapjuk meg:
Fo = ma +umg=1-(2+0,2-10)=4 N,
Al=Fo/k=1cm.

4/10 . Vizszintes asztallapon kiskocsi mozog. A M
kiskocsit egy csigan atvetett kotélre akasztott suly
mozgatja.

m = 100 g esetén a kiskocsi 3 s alatt,

m = 200 g esetén a kiskocsi 1 s alatt m
teszi meg az 1 m-es utat nyugalmi helyzetbdl

kiindulva. Mekkora a kocsi tomege, és

mekkora a surlédasi egyutthaté? g=10 m/s?
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Megoldas
A mozgasegyenletek:

Ma =F, —puMg
—>  M(a+pg) = m(g-a)
ma=mg-F,
m1 = 0,1 kg esetén ar=2s/t12=2-1/32=2/9 m/s?: M(2/9+10u) = 0,1(10-2/9)
m2 = 0,2 kg esetén a2=2s/1t2=21/12=2m/s?: M(2+10u) = 0,2(10-2)

—> M=0,35kg, p=0,257.

4/11. A kett6s lejté m: m
30° hajlasszogl oldaldan m1 = 2 kg tomegd,

45° hajlasszogl oldalan m2 = 1 kg tomeg( test

fekszik, a két test 6ssze van kotve egy csigan

atvetett kotéllel. A surlodas elhanyagolhato.

Mekkora a testek gyorsuldsa? 30° 457

Eredmény: m; gyorsul lefelé, a=0,9763 m/s?.

4/12. Mennyivel nyulik meg a rugé? =
m1=2kg,m2=3kg,m3=5kg, 0
u1=0,2; w2 =0,06; k=0,5 N/cm. m1 |:|ma
A kotelek sulytalanok és nyujthatatlanok, a csiga sulytalan
és surldodasmentes, a lejté nem tud elmozdulni. !
Eredmény: a=2m/s%; Fk=15N; Al=30cm. 30°
ma2

4/13. o hajlasszogli lejtére kotéllel %

Osszekotott két testet tesziink. A lejt6 és az ms mi

tomegu test kdzotti csuszasi surlddasi

egyltthato i, az m2 tomegd testé pedig Lo. d

Mi a feltétele annak, hogy a két test kozott a

kotél feszes legyen? Mekkora a kotélerg? o

Megoldas
mia = mag sino — pamag cosa — Fi

maa = mag sincL — Hamzg cosal + Fi
Himq+ppmy
m1+m2

mymj (U —H1)

cosa]g — Fy= ——

—> a= [sinoc - cosa g.

A kotél feszes, ha Fk>0, azazha 2> p1 (az egyenl8ség esetén feszes kotéllel kell letenni).

VAGY:

Gyorsabb megoldas, ha a mozgasegyenleteket felirjuk a kotélers nélkiil, és azt mondjuk, hogy ha

az also test gyorsuldsa legalabb akkora, mint a felsé test gyorsuldsa, akkor a kotél feszes marad.
miai = mig sinoL— Pim1g cosa. —> a1 = (sina—pcosa ) g,

hasonldan
az = (sina— pacosa ) g.
a1 az:

sinoL— H1COSAL 2 SiNOL— H2CO0SOL —> 2 = 1.
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ERDEKLODOKNEK: FELADATOK IDEALIS CSIGAVAL

4/14. (DRS 3.8) Az dbran lathaté elrendezésben a csigak és a kotél
tomege elhanyagolhatd, a kotél nydjthatatlan, a csigak
surlédasmentesek.

Mekkora az egyes tomegek gyorsulasa és az egyes koteleket feszit6 erd,
hami=0,6 kg és m,=0,8 kg?

Megoldas
Mivel a kotél és a csiga tomege elhanyagolhatdé és a csiga surlédasmentes, ezért a csigdkon
atvetett kotélben az Fi1 kotélerd nagysaga a kotél mentén dllandé; az m; tomeget a
mozgdcsigahoz rogzitd kotélben |évé erd nagysaga pedig Fo.
Kotéllel 6sszekotott testek esetén az egyes er6k el6jelét nem a fliggélegesen felvett z tengelyhez
szokds viszonyitani, hanem a kétél mentén szokas felvenni egy pozitiv irdnyt.
Tételezzlik fel, hogy mi fog lefelé gyorsulni. Ezzel a feltételezéssel a mozgasegyenletek:
mi1ai=mi1g—Fiu
m2 a2 = Fko — mag
A két test gyorsuldsa most nem egyenlé. Lathatd, hogy ha az A pontot fixnek képzeljik el, ami
korul a csiga elfordul, akkor amig az O pont Al-nyit emelkedik, addig a B pont

2Al-nyit emelkedik. Masrészt, mivel a kétél hossza allando, a csiga /\
emelkedésekor ,attevédik” Al -nyi a jobb oldali all6 kotélrészrdl a tuloldalra. ¥ A

A
(A csiga peremén futod kotél hossza valtozatlan, igy a csiga mérete nem szamit.) Bw

Mivel a=% — a;=ai/2.

Az Fi1 és Fio kotélerSkre felirjuk a mozgdcsiga mozgasegyenletét: allé allo
Mes acs = 2 Fki — Frz2,
amibdl Fkz =2 Fi1, mivel mes =0
Ezeket behelyettesitve T 5
2AL ®
miai=mig—Fua —!
mz a1/2 = 2 Fia — mag é ﬁ

amibdl

mozgo ‘

a; = z::—;g g = 2,50 m/s? (pozitiv, tehat tényleg lefelé gyorsul),
2

az = 1,25 m/s? (tényleg felfelé),
Fia=mi(g-a1)=4,5N,
Fio=2Fa=m;(g+a2) =9,0N.
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4/15. (DRS 3.3) Csigan atvetett nydjthatatlan kotél egyik végén mi = 2 kg, masik végén m, =1 kg
tomeg( test 16g. A kotél surlédasmentesen mozoghat. irjuk fel az egyes testek mozgdsegyenleteit!
Hatarozzuk meg a kotélben fellépé feszitGerdt, és az egyes testek gyorsulasat! (A csiga tomege
elhanyagolhatd.)

MO.
Itt most latszik, hogy m1 fog lefelé gyorsulni:

m1a=mig— Fk
m2 a = Fx—mag
Ebbdl

mq+m;

l a:wg:§:3’27m/52 és

mzg F=mg=ﬁ=13,081\]
mlg mq+myp 3

4/16. Egy gondolkodtaté csigas feladat:

Ny

[
mi mz
A kotél nyujthatatlan, a kotél és a csigak tomege elhanyagolhatd, a csigdk surlédasmentesek.
Hatdrozzuk meg az m1 és az m; tdmeg gyorsulasat és a kotélerdt!
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