Fizika 1 — Mechanika orai feladatok megoldasa 2. hét

2/1. Egy tomegpont helyvektora az id6tél a kovetkezéképpen fligg:

F(t) = (At+B) i + (At-B) j + (~Ct>+4At+5B) k ,

ahol A=3m/s, B=10m, C=5m/s

a) Milyen tavol van a tomegpont az origétdl a to = 0 id6pontban?
b) Milyen tavol van a kiindulasi ponttdl at;1 =2 s -ban? A test to = 0 -ban indult.
¢) Hatarozzuk meg a tomegpont sebességét és gyorsulasat!
d) Mekkora a sebessége at = 0 id6pontban?
e) Mely id6pontban éri el a tomegpont az x—y sikot?

Megoldas
a) A helyvektor az origdbdl mutat a tomegpont tartdzkodasi helyébe. A test origdtdl vett tavolsagat ugy
kapjuk meg, hogy kiszdmoljuk a helyvektor abszolut értékét. Most a to = 0 id6pontra kell szamolnunk,
tehat el6szor az id6fliggo r(t) fliggvénybe behelyettesitjiik a megadott id6pontot (0 s).
A szamoldsok el6tt helyettesitsiik be a konstansokat a mértékegységiikkel egyutt. A t id6t s-ban értve:
r(t)=3m/s-ts+10m)i+(3m/s-ts—10m)j+(-5m/s?>- (ts)’+4-3m/s-ts+5-10m)k.
A mértékegységekbdl latjuk, hogy ,A’ sebesség, ‘B’ hely, 'C’ gyorsulds dimenzidju, és hogy a
mUveleteket elvégezve minden komponens mértékegysége méter (mivel a fliggvény helyet ad meg). A
tovabbiakban nem fogjuk kiirni a mértékegységeket.
r(t) = (3t+10) i + (3t-10) j + (-5t>+12t+50) k [m].
to=0-ban az
r(0) = 10i—10j+ 50 k (m) pontban van a test,
és a tavolsaga az origotdl
d = |r(0)] = y/10%+(~10)2+50% = 51,96 m.
b) Két id6pontbéli tartdzkodasi hely tavolsagat az r(t) fliggvénybdl gy tudjuk kiszamolni, hogy annak a

vektornak az abszolut értékét szamoljuk ki, amelyik az egyik pontbdl a masikba mutat. Ezt a Ar vektort
elmozdulasvektornak hivjuk, a korabbi helyvektorbdl mutat a késébbi helyvektorba:

Ar = r(tveg) — r(tkezds).
Tudjuk, hogy a tkezds = to = 0 s id6pontban az r(0) = 10i—10j + 50 k (m) pontban van a test,
és behelyettesitve az r(t) fliggvénybe a tyeg = t1 = 2 s-ot megkapjuk, hogy az

r(2) = (3-:2+10) i + (3-2-10) j + (-5-2%+12-2+50) k = 16 i — 4 j + 54 k (m) pontban lesz a test.
Az elmozduldsvektor a tkezds = to = 0 = tweg = t1 = 2 s intervallumban az a vektor, ami az r(0) vektorbdl
mutat az r(2) vektorba:

Ar=r(2)-r(0)=(16i—4j+54k)—(10i—10j+50k)=6i+6j+4 k(m).
A két pont tavolsdga ennek az elmozdulasvektornak az abszolut értéke:

|Ar| = vV 62+ 62+ 42 =9,381 m.
(Figyelem: a két vektor abszolut értékének killonbsége nem egyenlé a két vektor kilonbségének
abszolut értékével!)
Megjegyzés: Ez nem a test altal megtett Ut (csak akkor egyenlé vele, ha a test egyenes palyan mozog).
Gorbevonali mozgas esetén az utat nehezebb kiszamolni, mert a sebességvektort kell integralni. Ezzel
nem fogunk foglalkozni a szamolasi gyakorlaton.
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c) Asebesség és a gyorsulds is id6fligg6 vektormennyiségek.
A sebesség a hely valtozasat adja meg, tehat

v(t) =r(t), asebességvektor a helyvektoridd szerinti derivaltja;
a gyorsulas a sebesség valtozasat adja meg, tehat

a(t) =v(t), agyorsulasvektor a sebességvektor id6 szerinti derivaltja;

illetve a helyvektor id& szerinti masodik derivaltja:  a(t) = v(t) = ¥(t) .

Descartes-koordinatarendszerben felirt vektorokat komponensenként derivalunk, a derivalandé vektor
egyes komponenseinek derivaltjai lesznek a derivaltvektor megfelel6 komponensei. (Polarkoordinata-
rendszerben a derivalas bonyolultabb, mivel ott az egységvektorok is fliggenek az id6td6l.)
A helyvektor Descartes-komponensei

r(t) = x(t) i +y(t) j + z(t) k,
illetve a rovidség kedvéért nem mindig irjuk ki, hogy az id6t6l fliggnek a mennyiségek:

r=xi+yj+zk;
a sebességvektor Descartes-komponensei

v=wit+tvwj+vk;
a gyorsulasvektor Descartes-komponensei

a=aci+tayj+ak.
A sebességvektor komponensei a helyvektor komponenseinek a derivaltjai:

V=X, WY, V=2,

v=xi+yj+zk;
a gyorsulasvektor komponensei a sebességvektor komponenseinek a derivaltjai:

ay=Vyx, ay=V,, a,=V,,

a=vi+v j+v, k.

Nézzuk a feladatot:

x=At+B - X=vx=A — Vy =ax=0;

y=At-B - y=vy=A - vy =ay=0;

z=—Ct?+4At+5B — 2=v,=-2Ct+4A — v, =a; =-2C;
tehat

v(it)=Ai+Aj+(-2Ct+4A) k [m/s];
a(t) =-2Ck [m/s?];

a konstansokat behelyettesitve:
v(t)=3i+3j+(-10t+12) k [m/s];
a(t)=-10k [m/s?].

d) A kezdGsebességet megkapjuk, ha a v(t) fliggvénybe behelyettesitiink to = 0-t:
v(0)=3i+3j+12k[m/s];
ennek a nagysaga:

v(0) =v/32+32+4122 = 12,73 m/s.

e) Az x—y sik egyenlete z = 0, tehat a test akkor éri el az x—y sikot, amikor z(t) = 0, azaz
z(t) =—Ct?+ 4At+5B =0
-5t2+12t+50=0 - t3=4,582s (ésts=—2,182 s -ban is ott lett volna).
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2/2. Egy replil6gép mozgasat az
r(t) = A cos (tl) i +2A sin (tl) j [m] fluggvényirjale,
0 0
ahol A=200m, to=2s,atids s-ban értendé.
a) Milyen palydn mozog a repiil6gép?
b) Mekkora szoget zar be a sebességvektor a gyorsulasvektorralat; =0ill. at; = 2 s id6ben?

Megoldas

a) Lathatd, hogy a repiil6gép az x—y sikban mozog, hiszen a helyvektoranak z komponense zérus.

A szamolasi gyakorlaton a z koordinata a fligg6leges koordinatat fogja jeldlni. A z = 0 sikot tetsz6leges
magassagban megvalaszthatjuk, jelen esetben a foldfelszin f6l6tt van abban a magassagban, ahol a
replilégép repdil.

Az r(t) figgvény minden t értékhez megadja, hogy a test hol van, igy az id6 fliggvényében leirja, hogy a
test milyen palyan mozog (vagyis a palya paraméteres — id6vel paraméterezett — formaja). A palya
alakjanak szempontjabdl nem érdekes informacio, hogy a test mikor van a pdlya egyes pontjaiban, csak
az a fontos, hogy mely pontok tartoznak a palyahoz. A palyagorbét leird egyenlet az adott gorbe
tipusatol figgben lehet explicit alaku: y(x) = Qill. x(y) = 0, vagy implicit alaka: f(x,y) = 0. A palya
egyenletének felirdsahoz ki kell kiiszobolni az id6t az r(t) fliggvény komponenseibdl. Az id6
kikliszobolésére nem adhato altalanos modszer, és nem is mindig irhato fel a palya zart formaban.
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Ebben a feladatban a helyvektor koordinatai
t . t

x(t) = A cos (E) , y(t) =2Asin (E) .
Mivel az x(t)-ben a cos és az y(t)-ben a sin argumentuma megegyezik, alkalmazhatjuk a

sin@ + cos?@ =1 azonossagot.
Fejezzik ki az els egyenletbdl cos(t/to)-t, a masodikbadl sin(t/to)-t:

Yo X sin () L
cos (E) Tar SN (to) Tl

Ezekkel felirhatjuk, hogy

t 2 t 2
[sin (E)] + [cos (E)] =1,
ezért
() + (=1
Ez egy ellipszis egyenlete.
A konstansokat behelyettesitve:
2 2
) () =1
A replilGgép egy ellipszis mentén mozog.
Kiolvashatjuk azt is, hogy az ellipszis nagytengelye 2:400 m, irdnya az y tengely irdnya; a kistengelye
2:200 m, irdnya az x tengely irdnya. Az ellipszist annyi id6 alatt jarja korbe a repiil6, amennyi id6 alatt a
cos(t/to) ill. sin(t/to) argumentuma 2m-vel né: T/to = 2m, tehat a periddusidé T = 2mto = 4= 12,57 s.
A to=0id6pontban a replil6gép az x(0) = A cos(0) = 200 cos(0) = 200 m, y(0) = 2A sin(0) =400 sin(0) =0
pontbdl indul, vagyis az x tengelyrél (az x = 200 m-t6l). Az y értéke né, ez azt jelenti, hogy a replilégép
pozitiv forgdsirdnyban jarja kordl az ellipszist.
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b) Az adott id6pontra vonatkozd sebesség- ill. gyorsuldsvektorokat gy kapjuk meg, hogy az r(t)
fliggvény derivalasaval elGallitjuk a v(t) és a(t) fliggvényeket, majd ezekbe behelyettesitjik a megadott
id6ket. A vektorok altal bezart sz6g a két vektor skalarszorzatabdl szamolhato ki, mivel

a-b=|al:|b|: cose.
A vektorok skaldris szorzata a Descartes-komponenseikbdl szamolva a komponensek szorzatanak
Osszegével egyenld:

a=axi+ayj+ak, b=bxi+byj+b,k — a-b=axbx+ayby+a;b;.

A helyvektor tehat
r(t) = A cos(t/to) i + 2A sin(t/to) j = 200 cos(t/2) i + 400 sin(t/2) j [m],
ebbdl a sebességvektor
v(t) = #(t) = — (A/to) sin(t/to) i + (2A/to) cos(t/to) j = — 100 sin(t/2) i + 200 cos(t/2) j [m/s],
és ebbdl a gyorsulasvektor
a(t) = v(t) = ¥(t) = — (A/to?) cos(t/to) i — (2A/t0?) sin(t/to) j = — 50 cos(t/2) i — 100 sin(t/2) j [m/s?].

Behelyettesitve t1 =0 s -ban
v(0)=0i+200j[m/s]; a(0)=-50i+0j[m/s?].
Lathatd, hogy a két vektor merdéleges.
Ezt skaldrszorzat kiszamitasaval is megmutathatjuk: a két vektor skaldrszorzata
v(0) -a(0)=0- (-50) + 200 - 0 = 0;
v(0) - a(0) = [v(0)|-]a(0)|-cosae — cosao =v(0)-a(0)/ (|v(0)|-]a(0)])=0 — ao=90°.

t2 = 2 s -ban behelyettesitéssel a sebesség és a gyorsulas:

v(2) =—-100sin(1) i+ 200 cos(1)j =—84,15i+108,1j [m/s],

a(2) =-50cos(1) i—100sin(1)j =—27,02i— 84,15 j [m/s?].
A két vektor skaldrszorzata:

v(2) - a(2) = (-84,15) - (-27,02) + 108,1 - (-84,15) = —6819,7 [m?/s3];
a vektorok abszolut értéke:

Iv(2)|= v/ (-84,15)%+ (108,1) = 136,96 [m/s];

la(2)|= v/ (=27,02)*+ (-84,15)> =88,377 [m/s2].

v(2) - a(2) = [v(2)]-]a(2)|-cosas : —-6819,7 = 136,96 - 88,377 - cosa
— cosaz=-0,5634 — 02=124,3°
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2/3. Egy kipukkadt lufi sebességét az alabbi fliggvény adja meg:
v(t) =0,2 e%*i— 2,8 sin(4t) j + (3-4t) k [m/s]
Az id6t masodpercekben, a tavolsagot méterben mérjik.
Kipukkaddsakor, to =0s-banalufiaz ro=2i+1,4j+1,5k[m] pontbdlindult.
a) Hol lesz a lufi fél masodperc mulva?
b) A lufi egy olyan 3x3x3 m-es szobaban van, melynek egyik sarkdhoz illesztettiik a koordinata-
rendszeriinket. Mikor, melyik fal (ill. plafon v. padlé) melyik pontjanak megy neki el6sz6r?

Megoldas

a) A v(t) sebesség és az ro kiindulasi koordindta ismeretében fel kell irnunk az r(t) helyvektor fliggvényt,
amibe majd be tudjuk helyettesiteni a megadott id6pontot.

Keressiik azt az r(t) fliggvényt, amire teljesil, hogy

— derivaltja a megadott v(t) fliggvény: Fr(t) = v(t) és

— helyettesitési értéke megfelel a megadott r(t*) = r* feltételnek (azaz az el6dllitandé r(t) fliggvénybe
behelyettesitve a t* id6t, meg kell kapjuk a megadott r* helyvektort). Sokszor (de nem mindig) a to = O-
hoz tartozo ro van megadva, tehat r(0) = ro kell teljestljon.

Esetlinkben to=0-ban ro=2i+1,4j+1,5k[m], tehat

vk = 0,2 e%t (m/s), X(to) = x(0) = x0 =2 (m);
vy =—2,8sin(4t) (m/s),  y(to) =y(0) = yo=1,4 (m);
v, = (3—4t) (m/s), z(to) = z(0) =20=1,5 (m).

A keresett fliggvényt hatarozott vagy hatarozatlan integrdllal is elGallithatjuk.

Hatarozott integrallal:

r() =r(t*) + [, v(0) dr,
illetve t* = to = 0 esetén
r(0) = r(ty) + ftf, v(?) dt,
koordinatanként
x(®) =x(to) + [, w@dt; YO =y(to) + [ v @D dv; 2O =2(t) + f, v,(0) dr.

Jelen esetben

- t - t 0,1 _ et ' _ 0,1t _ 1) = 70,1t .
X(1) = x(to) + [} vy(¥) dr=2+ [ 0,2e%¥ dr=2+0,2 [ o] =220 -1 =260
t t _ cos(4t)1*
y(t) = y(tp) +f v, (1) dt=1,4 +f -2,8 sin(4t)dt=1,4-2,8 [— 2 ] =
0

to 0
=1,4+0,7 (cos(4t)—1) =1,4+0,7 cos(4t) — 0,7 = 0,7 (1 + cos(4t)) ;

2(t) = z(to) +ftz v,(t) dt=1,5 +f0t(3 —41)dt=1,5+[3t-27%]{ = 1,5+ 3t-2t>.

Vektorként felirva
r(t) = 2e%'i + 0,7(1+cos(4t)) j + (1,5+3t-2t2) k [m] .
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Hatarozatlan integrallal:
r(t) = [ v(t) dt+ k, ahol a k konstans vektor értékét abbdl tudjuk meghatérozni, hogy
r(t*) = fv(t) dt+ k =r* kell teljesiljén,

illetve t* = to = 0 esetén
r(ty) = [ v(t) dt+ k=ry kell teljesiljon.

Jelen esetben
x(t) = [ v, dt+k, = [ 0,2e% dt + k, = %eo'“ +k, =2e%1t + k, .

A kezdeti feltételbdl kiolvashato, hogy to = 0-ban x(0) = xo = 2 (m) kell legyen.
Az x(t) = 2e%1t + ki fliggvény helyettesitési értéke to = 0-ban:

X(0)=2e%10 +k =2+ k,,
és tudjuk, hogy x(0) =xo=2 kell legyen:

2+ ky=2,amib6l ky=0, tehat

x(t) = 2e%1t [m].

y(t) = f v, dt+k, =f—2,8 sin(4t) dt+k, = —% cos(4t) + k, = 0,7 cos(4t) + k, ;
to = 0-ban a kezdeti feltétel szerint y(0) =yo = 1,4 (m):

0,7 cos(0) +ky=0,7+ky=1,4 — ky=0,7 (m), tehat

y(t)=0,7 (1 + cos(4t)) [m].

2(t)= [ v, dt+k, = [(3—4t) dt+k, = (Bt —2t%) +k, ;

to = 0-ban a kezdeti feltétel szerint z(0) =z0=1,5(m):
3:0-2:0°+k,=k,=1,5 — k3=1,5(m), tehat
z(t) =3t—2t> + 1,5 [m].

a) A kérdés az volt, hogy fél masodperc mulva hol lesz a lufi. t = 0,5 s behelyettesitésével
x(0,5) = 2e%9> =2,103 (m),
v(0,5) =0,7 (1 + cos(4-0,5)) = 0,4087 (m),
z(0,5) =3-0,5-2:0,52+1,5=2,5 (m);
a lufi az
r(0,5) =2,103i+0,4087 j + 2,5 k (m) pontban lesz.

b) A szobat hatarold sikok azx=0,x=3 (m),y=0,y=3(m), z=0és z = 3 (m) sikok.
Azt kell megvizsgalni, melyik feltétel mikor teljesiil, és a legkisebb id6t kivalasztani.

X(t1) =2e%t=0: soha X(t2) =2e%t=3: t,=4,055s
y(ts) = 0,7(1+cos(4t3)) =0: t3=0,7854s y(ta) = 0,7(1+cos(4ts)) = 3: soha
z(ts) = 3ts— 2ts>+1,5=0: ts=1,8965s z(te) = 3t — 2te’+ 1,5=3: soha

A legkisebb id6 t3, tehat a lufi t3 = 0,7854 s-ban nekimegy az y = 0 egyenletd falnak,
mégpedig az
x(0,7854) = 2,163 m, z(0,7854) = 2,622 m koordinatdju pontjanak.
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2/4. Egy test gyorsuldsa  a(t)=(2t+1)i+m?cos (3rmt)j [m/s?].

Ato=0s-ban atest sebessége wvo=2i+22j (m/s).

Mennyi lesz t1 =4 s -ban

a) a sebesség nagysaga?

b) a sebességvektornak az x tengellyel bezart szoge?

c) Hol leszatestti =4 s-ban, ha t*=1s-banaz r(1)=22j+ 2k (m) pontban van?

Megoldas

Keressiik azt a v(t) fliggvényt, amire teljesil, hogy

— derivaltja a megadott a(t) fliggvény: v(t) =a(t) és

— helyettesitési értéke megfelel a megadott v(t*) = v* feltételnek (azaz az elGallitando v(t) fliggvénybe
behelyettesitve a t* id6t meg kell kapjuk a megadott v* helyvektort; specidlisan a to = 0-hoz tartozo ro
vektort).

ax=2t+1[m/s?] to=0-ban vx=2(m/s);
ay = 1% cos(3mt) [m/s?] vy =22 (m/s).

Hatarozott integrdllal megoldva a feladatot:
v, (1) = v, (to) +ftt) a,(t)dt=2+ fot (2t+1) dt=2 + [t2+1] = 2 + 2 + t [m/s];

t t sin(3mr) t .
vy (1) = v, (to) + fto a, (1) dt=22+ fo m2cos(3nt) dt = 22 + n? [%]0 =22+ §S|n(3nt) [m/s].

Hatdrozatlan integrallal:
A=V =2t+1 — w(t)=t2+t+k;

mivel wx(0)=2, igy 0°+0+kwx=2 — kw=2, tehdt
vy =t>+t+2[m/s].

ay =V, =m?cos(3mt) — w(t) = (1/3) sin(3mt) + kuy ;
mivel wvy(0) =22, igy (m/3)sin(0) +ky =22 — ky=22, tehdt
vy = (1t/3) sin(3mt) + 22 [m/s].

A sebességvektor tehat
v(t)=(t2+t+2)i+((t/3)sin(3mt) +22)j [m/s].

t1 = 4 s-ban a test sebessége
v(4) = (4%+4+2) i+ ((/3) sin(12m) +22)j=22i+22j [m/s].

Ennek

a) nagysaga |v(4)|=v22%+22% =31,11 (m/s) ;
b) Kénnyen lathatd, hogy az x tengellyel bezart sz6g 45°. Szamoljuk ki ezt a sz6get skalarszorzattal is! Az
x tengellyel bezart sz6get az x tengely irdnyat megadé i egységvektorral vett skalarszorzatbal

szamolhatjuk. i egységvektor, tehat az abszolut értéke 1. (Az i vektor y komponense zérus.)
v()-i _221+220_ 22 V2
vd) -1 22v2-1 2242 2

cos(o) = I — @ =45°=m/4rad.
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c) Az integrdldsnal két részletre kell figyelni: egyrészt a megadott helyvektor most nem to = 0-hoz,
hanem t* = 1 s-hoz tartozik; masrészt a gyorsulas- és sebességvektornak x és y komponense volt, de a
megadott helyvektornak y és z komponense van.

vx=t2+t+2[m/s] t*=1s-ban x=0;
vy = (t/3) sin(3mt) + 22 [m/s] y =22 (m);
v.=0 z=2(m).

Hatarozott integrallal:
X(t) =x(1) + f vy(1) dr=0+ [[(147+2) dr=

B 12 oo 13 12 B 2 17
= [TTZTL' (5+5+2t)-(F+5+2) =5+ w2t- T ml;
_ t _ t T . _ m (- cosBno)* _
y(t) =y(1) +f1 vy (1) dt=22 +f1 (22+§sm(3m)) dt=22+ [221+ ;T]l =
1 1 1 1
=22+ (22t - 5cos(3nt)) - (22+ 5) =22t - Zcos(3nt) -5 [m];

t

z(t) =z(1)+ fl v,(t) dt=2 +f1tO dt=2[m].

Hatdrozatlan integrallal:
X(t) =t3/3 +t2/2 + 2t + k«;

t* =1 s-banx(1)=0:
X(1)=13/3+12/2+21+k=17/6+ks=0 — k«=-17/6, tehét
x(t) =t3/3 +t3/2 + 2t - 17/6 [m].

y(t) = —(1/9) cos(3mt) + 22t + ky;

t* =1s-bany(l) =22 (m):
y(1) =—(1/9) cos(3m-1) +22:1 + ky=1/9+22 +k, =22 — ky=-1/9, tehat
y(t) =—(1/9) cos(3nt) + 22t — 1/9 [m];

z(t) =0+ ky;

t* =1s-banz(1) =2 (m):
z(1)=k;=2 — k;=2, tehat
z(t) =2 [m].

A helyvektor
r(t) = (t3/3 +t%/2+2t-17/6 )i+ (—(1/9) cos(3mt) + 22t —1/9 ) j+ 2 k [m].

t1 =4 s -ban a test helyvektora
r(4)=34,5i+790/9j+2k =34,5i+87,78j+ 2k [m].

2/9



Gyakorlé feladatok a zarthelyire

2/5. Agyugolyé roppalyajanak egyenlete

r(t)=(at+b)i+(ct>+dt+e)k,

ahol a=5m/s, b=100m, c=-5m/s?, d=10m/s, e =200 m.

a) Honnan I6tték ki az agyugolyot? A kilovés t = 0 s-ban tortént.
b) Mekkora volt a kezdésebessége?
c) Mekkora volt a gyorsulasa?
d) Mikor és hol ér foldet az agyugolyd? A koordinata-rendszer origdja a foldon van.
e) Mikor és hol lesz mer6leges a sebesség a gyorsulasra?

Megoldas
a)t=0s-ban r(0)=bi+ek=100i+ 200k [m].
b)v(t)=r(t)=ai+ (2ct+d) k=5i+(-10t + 10) k,

v(0)=5i+10k(m/s), vo=+5%+10%>=11,18 m/s.
c) a(t) = v(t) =¥(t) = 2c k=—-10 k (m/s?).
A feladat szovege szerint egy dgyugolyd mozgasardl van sz9, vagyis egy ferde hajitasrol. A helyvektor
z komponensében a t? egyutthatdjanak mégse —g/2 volt irva, viszont itt latjuk, hogy a test gyorsulasa
konstans, lefelé mutat, nagysaga 10 m/s?, ami a szokasos kozelit6 érték a nehézségi gyorsulasra, csak
most a képletben —g/2 értéke c-vel volt jeldlve.
d) Vagyis: mikor éri el a z = 0 sikot:

z(t)=ct’+dt+e=-5t2+10t+200=0 — t=7,403s (a masik gyok negativ lenne, -5,403 s).
e) A két vektor merdleges, ha a skalarszorzatuk nulla:

v=5i+(-10t+10)k és a=0i-10k —

v-a=5-0+(-10t + 10)-(—-10) = 100(t-1) =0 -  t=1s,

r(1) =105i+ 205 k [m].
Ez a pont éppen a pdlya csucspontja. Tudva azt, hogy hajitasndl a gyorsulds fliggbleges, a kérdést ugy is
atfogalmazhatjuk, hogy mikor lesz a sebességvektor éppen vizszintes, azaz mikor lesz a sebességvektor
figg6leges komponense zérus:

v;=-10t+10=0 — t=1s.

2/6. Egy test gyorsulasa
a(t) = 4a sin(wt+@o) i + 4bsinwtj, aholw=2s", @o=m/2.
ti=mn/4s-banatestaz ri=ai—bj[m] pontbanvan, éssebessége vi=2ai[m/s].
a) Adjuk meg a test helyvektorat és sebességét t, = 3m s-ban!
b) Milyen pdlydn mozog a test?
c) Mely idépontokban van legkdzelebb a test az origdhoz?
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Megoldas
a) Behelyettesitjik a konstansokat, majd integralunk, figyelembe véve a t1 id6hoz tartozo vi és ra
értékeket:
ax = 4a sin(2t+ 1/2) = 4a cos(2t) = v,
—  Vx=2asin(2t) + kwx ;
ti=mn/4s-ban vix=2a = kw=0
—  Vvx=2asin(2t) [m/s]; vx=x
—  X=-—acos(2t) + kx;
ti=mn/4s-ban x1=a — ky«=a
— Xx=-—acos(2t) +a[m].
ay = 4b sin(2t) = v,
— vy = —2b cos(2t) + kuvy
t1=mn/4s-ban viy=0 —> ky=0
— vy=-2bcos(2t) [m/s]; w=y
— y=—bsin(2t) + ky
ti=m/4s-ban yi=—-b —> k=0
—  y=-—bsin(2t) [m].
A sebesség
v(t) = 2a sin(2t) i — 2b cos(2t) j [m/s],
a helyvektor
r(t) = (a —acos(2t)) i— (b sin(2t)) j [m].

a) Behelyettesitéssel t, = 3rt s-ban a test helyvektora
r(3m) = (—a cos(bm) + a) i — b sin(6m) j =0 [m],
sebessége
v(3m) = 2asin 6mi— 2b cos 6mj=—2bj[m/s],
vagyis az origdban van, és az y tengely negativ irdnyaba mozog.

b) x(t) =a—acos(2t) — cos(2t) =(a—x)/a
y(t) = — b sin(2t) — sin(2t)=—y/b

2 2
Felhaszndlva, hogy cos?a +sina=1: a palya (ﬂj +[%) =1, ellipszis.
a

c)x(t)=0,hat=km y(t)=0, hat=kmn/2;
azaz t = k- esetén a test tavolsaga az origdtdl zérus.

2/7. Egy m = 5 kg tomeg(i test sebességét az alabbi fuggvény irja le:
v =asin(bt) i+ csin(dt)j ,
ahol a=-12m/s, b=2s?, c¢=-2m/s, d=1s"1
Atestat=0s-banaz ro=9i+3j[m] pontban volt.
a) Adjuk meg a testre haté er6t az id6 fliggvényében! (Vektorként és a nagysagat is.)
b) Adjuk meg a test helyvektorat az id6 fliiggvényében!
¢) Milyen palydn mozog a test? Rajzoljuk is meg!
d) Mekkora szbget zar be a sebességvektor és a gyorsulasvektor t=m/2 s-ban?
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Megoldas
v =asin(bt) i+ csin(dt) j=—12 sin(2t) i — 2 sin(t) j [m/s]
a) a=ab cos(bt) i + cd cos(dt) j =— 24 cos(2t) i — 2 cos(t) j [m/s%]; m =5kg
F=m-a=-120 cos(2t)i— 10 cos(t) j [N] , az abszolut értéke
|F|=y/ (=120c0s(2t))2 + (=10cos(t))? = 10,/ 144c0s2(2t) + cos(t) [N]
b)r=[vdt
x(t) = [ v dt= [ (-12sin(2t))dt = 6 cos(2t) +ki; xo=9m;
X(0)=6cos(0)+ki=6+ki=x0=9 - k=3
x(t) = 6 cos(2t) +3
y(t) = [ v, dt = [ (-2sin(t)) dt = 2 cos(t) + k2 ; yo=3 m;
y(0)=2cos(0)+ka=2+ky=yo=3 - k=1
y(t) =2 cos(t) +1
tehat a test helyvektora:
r(t)=[6cos(2t)+3]i+[2cos(t)+1]j [m]
c) Az r(t) figgvény a palya paraméteres alakja. Jelen esetben az id6t ugy tudjuk kikiiszobolni

belble, hogy

az x(t)-bél kifejezzik cos(2t) -t:  cos(2t) = (x-3)/6,

az y(t)-bél pedig kifejezzik cos(t) -t:  cos(t) = (y-1)/2,

és cos(2t) -t kifejezzlik cos(t) -vel:

cos(2t) = cos?(t) — sin?(t) = cos?(t) — [1-cos?(t)] = 2cos?(t) -1,
vagyis (x-3)/6 =2-[(y-1)/2]>-1.

Ebbdl atrendezés utan kapjuk, hogy  x = 3y(y-2).

A palya ennek a parabolanak az a része, amire
—-3<x<9(és-1<y<3).
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d)

v =asin(bt) i+ csin(dt) j=—12 sin(2t) i — 2 sin(t) j [m/s]
a=v=ab cos(bt) i+ cd cos(dt) j = —24 cos(2t) i — 2 cos(t) j [m/s?]
v(rt/2) == 12 sin(n) i— 2 sin(n/2) j=—=2j [m/s]

a(n/2) =-24 cos(n) i—2 cos(n/2)j=24i [m/s?]

v(r/2) -a(n/2) =0 — mer6legesek
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2/8. Két légy mozgasanak palyafliggvénye
rit)=at?i+btj+ck
r(t)=i+dtj+et’k
ahol a=5m/s%, b=2m/s, c=5m, d=-3m/s, e=2m/s2
a) Irjuk fel egymastdl valé tavolsagukat az idd fliggvényében!
b) Szamitsuk ki a t = 10 s-ban a két légy sebességvektorat és sebességiik nagysagat!

Megoldas

a) d(t) =/ (r;-ry)? = J(Xz -x)% + (Vz _y1)2+ (z,-21)%=
=/ (1-at?)? + (dt-bt)? + (et’~ c)? = 4/ (1-5t2)2 + (- 5t)2 + (2t2-5)2 =
=/ 26-30t%+54t*
b) vi(t) =2ati+bj+0k=10ti+2j [m/s];
v1(10)=100i+2j [m/s];  |v4(10)|= v 100%+ 2 = 100,02 m/s.

va(t)=0i+dj+2etk=-3j+4tk[m/s];
v2(10) =-3j+ 40k [m/s];  |v2(10)|= v/ (=3)2+ 40% = 40,11 m/s.

2/9. Mrepllés kdzben két repll6gép palyaja a kovetkezd palyafliggvényekkel adhaté meg:
ri(t) =acos 3wt j + asin 3ot k
ra(t) = 3a cos (5wt+mn) i + 3a sin (5wt+m) j
ahol a=100m, ®=0,1s"t.
a) Milyen palydkon repiilnek a repiilégépek?
b) Mekkora a tdvolsag a két repll6gép kozott t = 0 s-ban?

Megoldas
a) x12 +y12=100%: 100 m sugaru kér;

r2(t) = —3a cos(5wt) i —3a sin(5mt) j; x2% + y22 = 3002 : 300 m sugaru kor.

b) r1(0) = 100i; r(0)=-300i, d =400 m
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Egyéb feladatok (nem zh-feladatok)

2/11. Egy ember a toparton levé A pontbdl a B
legrévidebb idd alatt szeretne a B pontba érni. b
Milyen utvonalat valasszon, ha a maximalis A
futasi sebessége vs, Uszasi sebessége pedig vi? T
Megoldas Az ut két szakaszbdl all, el6szor valameddig fut a parton:
legyen ez az abra jellése szerint s—x, majd ott beugrik a
B vizbe és egyenesen a B pont felé Uszik; ez az it +x* + D?.
o A teljes id6 tehat
A v ° t(x)=tf+tu=5_x+ X" +D*
X Vs Vy
S — annak fliggvénye, hogy hol kezdett el Uszni.

Azt az x értéket keressiik, amelynél t-nek minimuma van
(azaz ahol a t(x) fuggvény derivaltja zérus):
dt 1 X " )
-4 2 _p,amib6l x=—T0 ___ pD.
dx vi v, Jx*+D? vl -v,?
Latszik, hogy ez csak akkor megoldas, ha vs > vy (vagyis ha valaki gyorsabban uszik, mint ahogy fut,
akkor végig csak usszon).
[A t(x) figgvény masodik derivaltja d2t/dx? = D?/(va(x2+D?)*/2) > 0, tehat a szélsGérték tényleg
minimum.]
Ellenérizziik még, teljesiil-e, hogy x <'s, azaz:
2 2
, v
V7”D£s = [fj > 1+(Dj
vy’ Vi s
Ez automatikusan nem teljesil; ez azt jelenti, hogy ha nem tudunk ennyivel gyorsabban futni, mint
Uszni, akkor is végig uszni kell.
Analdgia a Snellius-Descartes-térvénnyel surld beesés esetén: a dt/dx = 0 kifejezésbdl lathato,

Vi Jx?+D? 1 sin90° _

hogy _f_ = = =n (o ateljes visszaver6dés hatarszoge)
v, X sina sina
2/12. Egy csénak L szélesség( folyon halad ya

at a folyéra merélegesen a vizhez képest
allandé v sebességgel. A folyod vizének
sebességeloszlasa parabolikus: L 0 Uo >

4y? X
u=ug (1—%)

a) Hatdrozzuk meg a csdnak palyajanak

v

egyenletét!
b) Mennyivel viszi le a viz a csénakot, mig
az egyik partrél a masikra ér?
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Megoldas

a) A csonak ereds sebessége mindig a palya érintGjének irdnyaba mutat.

u=dx/dtésv=dy/dt > (dy/dt)/(dx/dt)=v/u=dy/dx a palyaérintéje.

u fligg y-tdl, tehat az alabbi differencidlegyenletet kell megoldanunk, hogy a pdlya egyenletét y(x)

avagy x(y) alakban megkapjuk:
dy _ v 1 J

4y2 *
dx u01_L_2
Szeparéljuk és integraljuk: | DY e

y u 4y2 x
ey 70( _L_Z)dyzfo dx =

Ly3
_ Y _ﬁ]y TN O ) (B2 b
x—v[y 312 _L/Z_v<y 312 2 312 =5 W3z ts

a palya egyenlete.

Vagy: f%( —ALLLZZ)dy=fdx - x=%(y—%)+}(

U COonalve_l/p =Y _L_*’ _ _ Wl
és tudjuk, hogy x=0-ndly=-L/2: 0= +K= V3+K

. ugL uo( 4y3 L)
vagyis K=—= és x=—(y-—+-).
8Y v 3 v y 3L2 3

Ug

b) A csénak atér, hay = L/2, ezt behelyettesitve x = 27 L.

2/13. A és B varos 84 km-re vannak egymastol. Két biciklis elindul egy id6ben, az egyikiik A-bdl B-be 16
km/h, a masik B-bél A-ba 12 km/h sebességgel. Egy fecske is elindul vellik egy id6ben A varosbél B
varos felé, de amikor taldlkozik a B-b6l jové biciklissel, visszafordul A felé, majd amikor talalkozik az A-
bdl jové biciklissel, visszafordul B felé, és igy tovabb. Mekkora utat tesz meg a fecske a biciklistak
taldlkozasaig? A fecske sebessége 50 km/h éra, és egy szempillantas alatt meg tud fordulni.

Megoldas

A megoldast nem ugy keressiik, hogy a fecske és az egyik ill. masik biciklista taldlkozasanak helyét
és idejét szamoljuk ki és a fecske altal megtett utakat 6sszegezziik, hanem a két biciklista
talalkozasaig eltelt 6sszes id6t szamoljuk ki, mert a fecske addig végig replil, igy az id6
ismeretében az altala megtett Ut konnyebben kiszamolhaté.

A talalkozasig eltelt id6

- az egyik biciklistahoz rogzitett koordinata-rendszerben: mivel a biciklistak egymassal szembe
haladnak, a masik biciklista sebessége az origdban |év6hoz képest 16+12 = 28 km/h, kezdetben a
tavolsag koztiik 84 km,

tehatt=84/28=3h.

- az Uthoz rogzitett koordinata-rendszerben: az origd A vdrosban van, az onnan induld biciklista
koordinatdja x1 =16 t, a B varosbdl induléé pedig x> = 84 — 12 t. Talalkozdskor x1 = x2: 16 t = 84 —
12t - t=3h.

A fecske altal megtett Ut s =350 =150 km.
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2/14. Egy villamosvonalon a villamosok T id6kdzonként jarnak c sebességgel. A palya mellett gépkocsi
halad v sebességgel. Mennyi id6kozonként taldlkozik a gépkocsi villamosokkal?

Megoldas

irjuk fel egy villamoshoz régzitett koordinata-rendszerben az auté sebességét:

ha az autd és a villamosok ellenkezd iranyba mennek: viel=v + ¢

ha az autd és a villamosok egy iranyba mennek ésv > c: vier=v—c¢

ha az autd és a villamosok egy iranyba mennek ésv < c: viei=c—v

A villamosok tavolsaga egymadstél d=c- T,

ekkora tavolsagot kell megtenni az auténak, tehat az ehhez sziikséges id6
At=c-T/(v+c), haazautd és a villamosok ellenkezé irdnyba mennek,
At=c-T/(v—c), haazautdé ésa villamosok egy irdnyba mennek ésv >c, és
At=c-T/(c—v), haazautd ésa villamosok egy iranyba mennek ésv<c.

2/15. Lelépjuk egy szekér hosszat menet kdzben: a szekérrel egy irdnyba menve ’a’ |épésnek mérjik,
szembe menve pedig ‘b’ Iépésnek mérjik. Milyen hosszu a szekér?

Megoldas

A szekér sebessége vs;, az emberé ve.

Ha egy irdnyba mennek, akkor t1 id6 alatt ér el az ember a szekér végétdl a szekér elejéig,

ezalatt veti=a (1) lépésttesz meg, és  vet1=vst1+L (2)

Ha szembe mennek, akkor a t2 id6 alatt jut el az ember a szekér elejétdl a végéhez,

ezalatt vetz=b (3) lépésttesz meg, és (vetvs)tz=L (4)

Ez 4 egyenlet 5 ismeretlennel, Ggyesen kell rendezgetni. Pl. (1)-et behelyettesitve (2)-be

vs,t1 = a—L, masrészt (3)-at behelyettesitve (4)-be vst2 =L—b, és a két egyenletet elosztva

t1/t2 = (a-L)/(L—b). Ugyanakkor (1)-et elosztva (2)-vel ti/t2=a/b. Ezeket Gsszevetve

(a-L)/(L-b) = a/b, amibsl L = 2ab

a+b’

2/16. Folydviz sebessége 3 m/s, és van egy csonakunk, ami a vizhez képest 4 m/s sebességgel tud
menni. Mekkora legyen a folyé sodraval bezart szog, ha

a) a legrovidebb id6 alatt;

b) a legrovidebb Uton szeretnénk atérni a tulpartra?

Megoldas
a) A csonak orra mutasson a tulso part felé, b) A csonak eredé sebessége legyen merdleges
azaz a =90°. a folyé sodrara, azaz a B = 138,6°.
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