Fizika 1 — Mechanika orai feladatok megoldasa 10. hét

10/1. Az 1,2 m hosszu, 0,8 kg tdmeg(i rud végéhez egy 10 cm sugaru, 0,2 kg tdmeg(i korongot erésitettiink az
abran [athaté mdodon. A rad + korong rendszer a rud masik végén atmend, a rddra meréleges tengely kordl
surlédasmentesen elfordulhat vizszintes sikban.

a) Milyen tavol van a forgastengelytdl a rud + korong rendszer tomegkdzéppontja?

b) Mekkora a rdd + korong rendszer tehetetlenségi nyomatéka a forgastengelyre vonatkoztatva?

c) Az abra szerint egy 0,1 kg tomegl pici (tomegpontnak tekinthet§) gyurmagolyét lokink neki a rud
felez6pontjanak. A riudhoz érve a gyurmagolyd sebessége 8 m/s, és az Utkozéskor a rudra tapad.

Mekkora szogsebességgel kezd forogni a rad + korong + gyurmagolyd rendszer?

Megoldds: m,=0,8kg,€£=1,2m, m¢=0,2 kg, R=0,1 m.
a) Legyen x=0 a forgdstengelynél, igy a kiszdmolt xs koordinata egyenlé lesz a tengelyt6l vett tavolsaggal.
A rud témegkozéppontja x,=4£/2 =1,2/2 =0,6 m -nél van, a korongé xx =€ = 1,2 m-nél van.

Xs = (X my+xcmg )/ (m:+my)=(0,6-0,8+1,2:0,2) /(0,8 +0,2) =0,72 m.

b) A rid a végpontja korul forog, tehat

O, = g m, 82 = §-0,8-1,22 = 0,384 kg m.
Vagy: a rud tehetetlenségi nyomatéka a tomegkdzéppontjan dtmend tengelyre ©; = 1—12 m. 82,
és a tomegkodzéppontja x; tavolsadgra van a tengelytdl, tehat d; = x, = 0,6 m; Steiner-tétellel

O, = 1—12 m, 82+ m, d2 = 1—12-0,8-1,22 +0,8:0,62 = 0,096 + 0,288 = 0,384 kg mZ.

A korong tehetetlenségi nyomatéka a tomegkozéppontjan atmend tengelyre Oys = % m R?,
és a tomegkozéppontja xi tdvolsagra van a tengelytél, tehat di = xc = 1,2 m; Steiner-tétellel
O = % M R% + mi d = % 0,2:0,12+0,2:1,22 = 0,001 + 0,288 = 0,289 kg m”.
A ruad + korong rendszer tehetetlenségi nyomatéka
Onk =0, + 0O =0,384 + 0,289 = 0,673 kg m2.
c) Impulzusmomentum-megmaraddssal szamolhatunk.
Utkdzés el6tt a
rud + korong rendszer nyugalomban van, impulzusmomentuma zérus;
azm=0,1 kg tomeg(i golyd v = 8 m/s sebességgel mozog, Ugy, hogy a sebességén atmend egyenes
tavolsaga a forgastengelytdl k = /2 = 0,6 m, tehat az impulzusmomentuma
L= |rxp| = mvk =0,1-8-0,6 = 0,48 kg m%/s;
ennyi az 6ssz-impulzusmomentum az (itkdzés el6tt, Lese = 0,48 kg m?/s.
Utk6zés utdn a rud + korong + gyurmagolyé rendszer forgd mozgast végez,
Lutan = ®r+k+g w.
A b)-ben kiszamolt O« tehetetlenségi nyomatékhoz hozza kell adni a gyurmagolyé tehetetlenségi nyomatékat.
Az mg = 0,1 kg tomeg(i golyd (tomegpont) tavosaga a tengelytdl dg; = /2 = 0,6 m.
Orikig = Orik + Og = O + My dg® = 0,673 + 0,1:0,6% = 0,673 + 0,036 = 0,709 kg m?/s.
Tehat
Leistt = Lutan: mvk = ®r+k+g w
048=0,79w — w=0,6770s"
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10/2. M témeg(i, R sugaru csigara feltekert fondlon m tomeg(i teher fugg
a foldtél h magassagban. Elengedve milyen végsebességgel érkezik le?
A kotél nem csuszik meg a csigan, a csiga surlédasa elhanyagolhaté.

M, R
Megoldas
A surlédas elhanyagolhato, ezért a csiga + teher rendszerre érvényes az
energia-megmaradas. A csiga + teher rendszer mechanikai energidja
tartalmazza a teher helyzeti és kinetikus energidjat, és a csiga forgasi
kinetikus energidjat: m .
Emech = Epot + Ekin,tr + Ekin,forg =mgz+ %mv? + %BOw? = konst. :

Kezdetben ' h

a kinetikus energia zérus, Eiintr,0 = Exinforg0 = 0 ; 1

a potenciadlis energia zérus pontjat a foldre felvéve Epoto = mgh. :
A féldre érkezve ———

Epot,l =0;
az m témegnek v sebessége van: Exinyr1 = 2mv2,
a csigdnak o szogsebessége van: Exinforg1 = %O®?;
tehat az energia-megmaradas:
mgh+0+0=0+%mv+%0On’.
Ha a kotél nem csuszik meg a csigan, akkor a csiga szogsebessége és az m tdmeg, azaz a kotél sebessége kozott
érvényes, hogy o = v/R.
A csiga egy korong (henger), aminek a tehetetlenségi nyomatéka a kbzepén dtmend tengelyre © = %MR?.
Ezeket behelyettesitve a forgasi kinetikus energiaba
Ekinforg1 = 200? = % (¥ MR?) (vV/R)? = ... = % (M/2) V2.
Tehdt mgh=%mv?+% (M/2)v? =% (m+ M/2) v?

m
A A vy 2gh .

10/3.
a) Mekkora gyorsulassal gordil le egy a hajlasszog( és s hosszusagu lejtén egy R sugaru
[A] henger;
[B] golyo;
[C] hengerpalast?
b) Mekkora lesz a sebességiik a lejt6 aljan, ha a lejt6 tetejérdl kezdGsebesség nélkil indulnak?
c) Miért térnek el ezek a sebességek a surléddsmentesen lecsuszo test sebességétdl?

Megoldas Foy

a) A lejtén legordiilé testre hat
az mg gravitacios erd, Fi
a lejt6 Fny nyomoereje,
és egy F. tapadasi surlédasi er6 a lejtén felfelé P
a test és a lejté érintkezésénél.
Felirhatjuk
— egyrészt a tomegkdzéppont-tételt:

mg

ma=mg + Fny + F;
— alejtd sikjaval parhuzamosan ma=mgsina—F.  (1);
— masrészt az impulzusmomentum-tételt:
M = OB.
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Utobbit felirhatjuk
vagy az S tdmegkozépponton atmend tengelyre; ekkor mivel mg és Fny dtmennek a toémegkozépponton, arra a
pontra forgatényomatéka csak Fi-nek van:

®sB=FR (2A), itt Os a test tomegkozéppontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka;
vagy a test és a lejté P érintkezési pontjan atmend tengelyre; ekkor mivel F,y és F; 4&tmennek azon a ponton,
forgatonyomatéka csak mg-nek van, mégpedig M = mg R sina, tehat

Or B=mgRsina (2B), itt Op a Steiner-tétel szerint Op = Os + MR2,

ol a

k = Rsina

mg

Ha a test tisztan gordil (nem csuszik meg), akkor a=RB  (3).

A legordilé test tomegkozéppontjanak gyorsulasat kifejezhetjiik a (2B)+(3), vagy az (1)+(2A)+(3) egyenletekbdl:
(3): a=RBP—B=a/R;

mR? gsino _  gsina ]

O + m R? 9 L7

(2B): OpB=(Os+mR?)a/R=mgRsina — a=

m R2
vagy
(ZA) ®5B =FR > k= ®S a/RZ;
sina
(1):  ma=mgsina—F,=mgsina—B®sa/R? — a= .
R2

A tomegkozépponton atmend tengelyekre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékok (Id. a bevezetében):
[A] hengerre  Onenger =1/2MR*>  —  @henger = 2/3 g sinq;
[B] gdmbre Ogomb = 2/5MR?  — agsmb = 5/7 g sina;
[C] hengerpaldstra  Onengerpalsst = MR?  —>  @hengerpalast = 1/2 g sina.

(Minél nagyobb a test tehetetlenségi nyomatéka, annal kisebb lesz a gyorsulasa.)

b) Alejté hosszas: s=%at> - t=./2s/a és v=at=a./2s/a=+/2as, vagyis

[A] hengerre  Vhenger = /gg s sina, [B] gdmbre  Vgsmp = ’?g s sina,

[C] hengerpaldstra Vhengerpaiast = /€ S Sina ;
illetve a lejté h magassagaval kifejezve (h = s sina)

[A] hengerre  Vhenger = /ggh, [B] gémbre  vesms = | gh,

[C] hengerpaladstra  Vhengerpaiast =4/ 8h .

c) Asurlédasmentesen lecsuiszo test sebessége a lejt6 aljan v =,/2g s sina :\/ﬁ , a gordulé testek
végsebessége ennél kisebb lesz. Az energia-megmaradas viszont teljesil, mert a gordiil6 testeknek forgasi
kinetikus energidjuk is van: Exinforg = %200
Ekkor tehat Emech = Epot + Exin + Ekinforg = konst., amit felirhatunk agy is, hogy AEget + AEgin + AEkin forg = 0:
—mg s sina + smv? + %Ow? = 0.
Ellendrizhetjiik pl. a henger esetében:
AEpot = —mg s sina,;
AEin =% mv? =% m (g s sina) =2 mgs sino;
AEkinforg = 20m% mivel a testek tisztan gordilnek, ezért w=v/R —

4 .
3gssina

AEgin forg = %2O(V/R)? = % (3 mR?) = 3 Mg s sina..
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10/4. A Mikulas vizszintesen kitart karral piruettezni kezdett a jégen.

Mennyire valtozik meg a forgdsanak a szogsebessége, ha

a) a karjait tovabbra is vizszintesen tartva konyokben vizszintesen visszahajtja?

b) a karjait fligg6legesbe forditja (a valla kordl, a toérzs-hengerének szélénél)?

A Mikulas homogén s(ir(iségl, a tomege 150 kg.

Torzsét + [dbait + nagykabatjat tekintsiik 16 cm sugard, 150 cm magas hengernek,

fejét egy ezen lev6 12 cm sugarud gombnek,

karjait a henger tetejénél, annak szélétél kiinduld 5 cm sugard, 60 cm hosszu hengereknek.
A Mikulas kdnyoke a karja kozepénél van.

Kinyujtott vizszintes karral a sz6gsebessége 12,0 s™%.

T 7T

Megoldas:

Ha piruettezés kozben a Mikulds a karjat behajlitja vagy fligg6legesbe forditja, a Mikulas 6sszes
impulzusmomentuma nem valtozik meg, mivel a karok mozgatasa belsé eré hatasara torténik, kézben a kiilsé
erGk forgatdnyomatéka zérus, tehat L =konst.,, azaz ©® o =konst.

Mivel megvaltozik a Mikulas alakja, a karjanak félbehajlitasaval ill. fligg6legesbe forditdsaval azok 6sszességében
kozelebb keriilnek a forgastengelyhez, ezért a tehetetlenségi nyomatéka lecsokken, és igy a szogsebessége
megné.

ElGszor ki kell szamolni a tehetetlenségi nyomatékot a kiinduld és a két megvaltozott alakra.

A Mikulas térfogata

V = Visrzs + Viej + 2Viar = 0,16%7-1,50 + (4/3)-0,12%w + 2:(0,05%7-0,60) = 0,1206+0,0072+2-0,0047 = 0,1373 m3,
a slrlsége

p=m/V=150/0,1373 =1092,5 kg/m?3,
az egyes részeinek a tomege:

torzs Msrs = P-Vierss = 1092,5-0,1206 = 131,8 kg,

fej mej = p-Viej = 1092,5-0,0072 = 7,908 kg,

egy-egy kar Miar = p-Viar = 1092,5-0,0047 = 5,148 kg.

A Mikulds torzsének és fejének helyzete nem vdltozik, ezek tehetetlenségi nyomatéka mindharom esetben
ugyanannyi.
» Mikulas torzse egy henger, ami a szimmetriatengelye koril forog;

L . . . . 1,
henger tehetetlenségi nyomatéka a szimmetriatengelyére Onenger = > mR?;

Misrzs = 131,8 kg, Risrzs = 16 cm = 0,16 m,
tEhét @tbrzs = 0,5'131,8'0,162 = 1,687 kgmz.

> Mikulas feje egy gomb,
gdmb tehetetlenségi nyomatéka a szimmetriatengelyére Ogsmp :E mR?;
Myej = 7,908 kg, Rtej=5 cm = 0,05 m,
tehat Og;=0,4-7,908-0,05% = 0,0455 kgm?.
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Ha a Mikulas karja vizszintesen ki van nyujtva, akkor egy-egy karja egy-egy
hosszu vékony henger, ami a henger szimmetriatengelyére merdéleges
tengely koril forog, ezért a henger ilyenkor radnak tekintendd!

A rud felez6pontjan atmend tengelyre ©; = % ML?, és mivel a : )
forgdstengely nem a rud felez6pontjan megy keresztiil, ehhez hozza kell
adni egy Steiner-tagot.
A Steiner-tagba a rud tomegkozéppontja és a forgastengely kozotti d
tavolsagot kell beirni. Itt most ez a rid hosszanak a fele (Y%Lar = 30 cm) és
még az a tdvolsag, amilyen tavol a karok végpontjai vannak a
forgdstengelyt6l, ami éppen a torzs sugara (Risrzs = 16 cm), vagyis az eltolas
d = Resrzs + Yolkar =30+16 =46 cm = 0,46 m,
tehat Oar, vis: = % Miar Lkar> + Miar d? = 5,148-0,6%/12 + 5,148-0,46% = 1,244 kgm?.
Kinyujtott vizszintes karral Mikulas tehetetlenségi nyomatéka 6sszesen
O1 = Ororzs + Orej + 2 Oxar, vins: = 1,687+0,0455+2-1,244 = 4,220 kgm?.

a) Ha a Mikulas karja vissza van hajtva, akkor egy-egy kar két-két olyan hengernek
tekinthet6, aminek a tomege Ysmyar = 2,574 kg és a hossza %Lgar =30 cm = 0,30 m.
Mindkét rész ugy forog, hogy a vége a forgdstengelytdl 16 cm-re van, vagyis a részek
tomegkozéppontjanak a tavolsdga a forgastengelytél
d’ = ¥+ (Ylkar) + Risrzs = 15+16 =31 cm = 0,31 m,
tehat egy fél kar tehetetlenségi nyomatéka

Oselkar = 2,574-0,3%/12 + 2,574-0,31% = 0,2475 kg m>.
Félbehajtott vizszintes karral a Mikulas tehetetlenségi nyomatéka 6sszesen

O3 = Orzs + Orej + 4 Ol ar = 1,687+0,0455+4-0,2475 = 2,722 kgm?.

Kinyujtott karral Mikulas sz6gsebessége w;=12,0s7? volt.
A félbehajtott karral forgd Mikulas m, szégsebessége kiszamolhatd az impulzusmomentum-megmaradast felirva:
=00, — =0, / O = 4,220/2,722 -12,0=18,6 sL,

b) Ha a Mikulas karja fligg6leges, akkor a karok tehetetlenségi nyomatéka hengerként szdmolandé, mivel a
karoknak megfelel6 hengerek szimmetriatengelye parhuzamos a Mikulas
forgdstengelyével. Viszont a két tengely el van tolva akkora tavolsaggal, ami Mikulas
forgdstengelye (azaz a torzsnek megfelel6 henger szimmetriatengelye) és a kar
szimmetriatengelye kozotti tavolsag:
d” = Risrzs + Rkar =21 cm =0,21 m;
Ohenger = 5MR? ; Mygr = 5,148 kg, Rkar =5 cm = 0,05 m,
tehat egy kar tehetetlenségi nyomatéka
Oar figg = 0,5°5,148-0,05° + 5,148:0,212 = 0,2335 kgm?.

Kinyujtott flgg6leges karral a Mikulas tehetetlenségi nyomatéka 0sszesen
O3 = Ororzs + Orej + 2 Oar fiigg = 1,687+0,0455+2-0,2335 = 2,200 kgm?.

A fligg6leges karral forgd Mikulds ms szogsebessége kiszamolhatd az impulzusmomentum-megmaradast felirva:
O w1 = @3 W3 —> 3= 0 / @3 tM1 = 4,220/2,200 . 12,0 = 23,0 S_l.

Lathatd, hogy ahogy egyre kisebb lett a Mikulas tehetetlenségi nyomatéka, Ugy nétt a szogsebessége.
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Gyakorlé feladatok a zh-ra

10/5. A0,8 m hosszu, 0,6 kg tdmeg(i rud végéhez egy 10 cm sugard, 0,2 kg tdmeg(i korongot erésitettiink az dbran
lathaté mddon. A rdd+korong a masik végén atmend vizszintes tengely kordl

surlédasmentesen elfordulhat. & @
a) Hol van a rud+korong tomegkozéppontja?

b) Mekkora a rdd+korong tehetetlenségi nyomatéka a forgastengelyre vonatkoztatva?

A tehetetlenségi nyomatékok: rud felez6pontjara Oq = 1/12 me2, a korong kézéppontjara Okorong = ¥2 Mr2.
c) Mekkora széggyorsuldssal indul a rid+korong, ha vizszintes helyzetbdl elengedijik?
d) Mekkora lesz a rud+korong szogsebessége a fliggéleges helyzeten vald athaladaskor?

Megoldas
a) A forgastengelyt6l mérve x. =(%-0,8-0,6 +0,8-:0,2) / (0,6+0,2) = 0,5 m.
b) ® = (1/12-0,6-0,8%+ 0,6-0,42) + (1/2-0,2-0,1%+ 0,2-0,8%) = 0,257 kgm?.
¢) M = 3(mgk) = 0,6:10-0,4 + 0,2:10-0,8 =4 Nm; M=OBf — B=M/O=155652
d) Energia-megmaradassal
(M+M)gxs+0=0+%Ow?> — ®=5,58s"

10/6. M =5 kg tdmeg(i, € = 2,4 m hosszUsagu vizszintes helyzet(i vékony homogén rid a végétd|

£/6 tavolsagra atmend vizszintes tengely koril sirlédasmentesen foroghat. A rid tengelytél tavolabbi
végpontjahoz alulrél hozzadobunk egy m = 1 kg tdmegd golyot fuggbleges v = 15 m/s sebességgel. A golyd
hozzaragad a rudhoz; az litk6zés tokéletesen rugalmatlannak tekintheté.

a) Adjuk meg az 6sszeragadt golyo + rud tomegkdzéppontjanak tavolsagat a forgastengelytdl!

b) Szamoljuk ki az 6sszeragadt golyd + rud tehetetlenségi nyomatékat a megadott forgastengelyre vonatkoztatva!
c) Mekkora a golyé + rdd impulzusmomentuma az Utkozés utan?

d) Atfordul-e a rtd a hozzaragadt golydval a fiigg6leges helyzeten?

Megoldas
a) A homogén rud témegkozéppontja a felezpontjaban van, ami a forgastengelytél 8/2—£/6 = 8/3 tavolsagra van,
a golyo pedig 52/6 tavolsagban van a forgastengelytdl, igy a tomegkozéppont
du = [M (8/3)+m (5€/6)] / (M+m) = (5:0,8+1-2) / (5+1) = 1 m tavolsagra van a forgastengelytdl.
b) A forgastengely €/3-mal van eltolva a témegkozépponttdl, ezért a rid tehetetlenségi nyomatéka erre a
tengelyre (a Steiner-tétellel szdmolva) ®y4 = Os+ M (£/3)% = (7/36) M&2 = 5,6 kgm?,
a rud végpontjdhoz ragadt goly6é pedig Ogoyo = m (58/6)% = 4 kgm?,
tehdt O = O + Ogoiys = 9,6 kgm?.
c) Az Uitkozés pillanataban a kiils6 erék forgatonyomatéka zérus, felirhatjuk az impulzusmomentum-megmaradast.
Utk6zés el6tt a rid nem mozog, a ridhoz kézeledd golyd impulzusanak a momentuma az adott tengelyre
vonatkoztatva pedig

L = (58/6) mv = 30 kgm?/s, ennyi lesz tehat az impulzusmomentum az (itk6zés utan is.
d) Az impulzusmomentumbdl kiszamolhatjuk a rid+golyo kezdeti szogsebességét:

L=Fw — w=L/0®=30/9,6=3,125s".
Szamoljuk ki azt, mekkora minimalis kezdeti sz6gsebesség kell ahhoz, hogy a rud fliggéleges helyzetbe forduljon.
Mivel a rud surlédasmentesen foroghat a tengely koriil, felirhatjuk az energia-megmaradast:

% Owo® = Epot, ahol Epot @ rad+golyd helyzeti energiaja a fuggdSleges helyzetben, ami a tdmegkdzéppont
emelkedésébdl szamolhatd, tehat

% Owo® = (M+m)g dw . Ebb8l o =+/12,5 = 3,53 5™}, vagyis a rad nem jut el a fugg6leges helyzetbe.
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10/7. Az dbran lathaté gordeszka gyakorldpalya egy a = 44°
hajlasszogli, h = 7 m magas és egy H = 10 m magas,
vy hajlasszogl ellenlejtébdl all, amelyek alul ivesen
csatlakoznak. A palya tetejétél elinditunk (ahol a géomb
tomegkdzéppontja h = 7 m-rel van magasabban, mint a godor
legalso pontja) kezd6sebesség nélkal egy

m = 1 kg tomegl, r = 10 cm sugard gémbot, amely

csuszasmentesen gordil a lejtén.
A gdmb tehetetlenségi nyomatéka a tdmegkdzéppontjara vonatkoztatva 2/5 mr2.

a) Mekkora a gomb tomegkdzéppontjanak gyorsuldsa az induldskor?

b) Mekkora a gomb témegkozéppontjanak sebessége a palya alsé pontjan valo athaladasakor?
c) Milyen magasra jut a szemkozti oldalon?

d) Adjuk meg v fliggvényében a gdmb szogsebességét az ellenlejtén ¥:h = 3,5 m magasan!

Megoldas
a) A gobmb haladdé mozgasara: ma=mgsina—F; ,
ill. a forgdsdra, forgdstengelynek a tomegkozéppontot tekintve: OB =Fr ,
és mivel a gdbmb tisztan gordal, a=rp.
Ezekbd8l a=gsina/ (1+®/mr?) =5/7 g sina = 4,96 m/s?.
b) Energia-megmaradast alkalmazva
mgh =% mv? + % Q.
Mivel a gomb tisztan gordil, v=ro —
mgh =% mv? + % O(v/r)? = % mv2 + % 2/5mr? (v/r)? = 7/10 mv?

- v= /?gh= 10 m/s.

c) Energia-megmaradast alkalmazva mgh = mgH , azaz ugyanolyan magasra.

d) A sz6gsebesség fuggetlen lesz a B hajlasszogtbl. Energia-megmaradast alkalmazva
mgh = mgh’ + % mv? + % Ow?
mgh = mgh’ + % m(or)? + % 2/5mr? ®* = mgh’ + 7/10 m (or)?

RN w:% ’%Og(h—h') = 50\/§=70;7 st
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