8. DINAMIKAI RENDSZEREK

A gyakorlat célja az, hogy egy kétvaltozos reakciokinetikai rendszer vizsgalataval a hallgatok
megismerjék a dinamikai rendszerek alapfogalmait, elsajatitsak a linearis stabilitdsvizsgalat alapjait,
és megismerkedjenek egy olyan programmal, amely kétdimenzios differencidlegyenlet-rendszerek
numerikus megoldasaval képes a fazissik megrajzolasara.

Motivacio

A dinamikai rendszerek (mas néven nemlinearis dinamika)
tudomanya sok kiilonb6z6 tudomanyteriileten segitségiinkre
lehet, ahol idében valtozo6 rendszerekkel foglalkozunk.
Ennek oka, hogy a determinisztikus rendszerek valtozasat
leird szabalyokat (tipikusan k6zonséges differencialegyenlet-
rendszereket) vizsgalja altalanosan, figgetlendl attél, hogy
annak valtozoi éppen kémiai koncentraciok, populaciok
Iétszamai, helyek és sebességek, vagy termodinamikai
valtozok. Gyakori, hogy kiilonboz6 tudomanyteriileteken
alkotott matematikai modellek ugyanolyanok vagy nagyon
hasonlo tipusuak, igy ha az egyiket részletesen :
megvizsgaltuk, az eredmények egybdl atvihetdek a tobbire. Peldaul ugyanolyan alaku rendszer
képes leirni egy oszcillacids reakcid (pl.: Belouszov-Zsabotyinszkij reakcid) komponens-
koncentracidinak, a cirkadian ritmus élettani valtozoinak (biokémiai reakciok), vagy egy
tranzisztoros aramkor fesziiltségének idobeli valtozasat. A méasodik példa kicsit bonyolultabb, mivel
itt parcialis differencial-egyenletekrél van sz6: ugyanaz a modell hasznalhato a préritiiz, a kémiai
hullamok, az idegsejtek kalcium hullamai vagy a kdzépkori pestisjarvany terjedésére.

\

A dinamikai rendszerek tudomanyanak kialakulasa

A dinamikai rendszerek tudomanya a kdzonséges differencialegyenlet-rendszerek kvalitativ
analizisébdl alakult ki. Mit is értiink ez alatt?

Egy mérndk vagy természettudds szdmara nem édnmagaban a differencialegyenlet és annak
megoldasa, mint matematikai probléma az érdekes, hanem valamilyen természeti jelenség vagy gép
mitkddésének megértése. A differencidlegyenlet csak egy eszkdz, amit ehhez hasznalunk. Egy adott
rendszer vizsgalata tipikusan a kovetkezd 1épésekben torténik:

1.) Felirjuk a rendszert modellez6 differencialegyenlet-rendszert.

2.) Megkeressiik ennek a megoldasait.

3.) A kiilonb6z6 kiindulési értékekhez, kiilonb6z6 paraméterértékekhez tartoz6 megoldasok
elemzésével megkapjuk a rendszerink viselkedését, tulajdonsagait.

Komoly probléma, hogy ha kicsit is bonyolult nemlineéaris tagok vannak a differencialegyenletben,
akkor a legtobb esetben nincs analitikus megoldasa — azaz a fenti séma elakad a 2. lepésben.

Ezt a problémat kerlli meg a kvalitativ analizis. Rajottek ugyanis, hogy a differencialegyenlet-
rendszer jobb oldala (ami leirja, hogy a derivaltak mit6l és hogyan fliggenek) 6nmagaban, a
megoldas nélkiil is hordoz informéciot a rendszerrdl. Nyilvan kevesebbet, mint a megoldasok
0sszessége, de példaul azt a gyakorlati szempontbdl fontos kérdést, hogy mit csinél a rendszer
hosszu id6 utan, tobbnyire meg lehet valaszolni a jobb oldal vizsgalataval.
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Alapfogalmak

Rendszer: A rendszer a minket koriilvevo vilag egy kisebb-nagyobb része, ami valamiért
szamunkra éppen érdekes. Lehet ez egy cseppnyi reakcidelegy, vagy akar egy galaxis-rendszer is.
Allapotvaltozok: Amikor a rendszert modellezziik, akkor az allapotat valamilyen valtozokkal irjuk
le, példaul a reakcidelegy esetén koncentracidkkal, a galaxis-rendszer esetén a galaxisok
koordinataival és sebességeivel. Ezeket a valtozokat nevezziik a rendszert meghatarozé fliggetlen
allapotvaltozoknak. Els6rendii differencialegyenlet-rendszer esetén ezek azok a valtozok, amelyek
derivaltjaira felirjuk az egyenleteket, ¢s amelyek idobeli valtozasat megkapjuk megoldasként.
Magasabb rendii differencialegyenleteket elsérendii rendszerré alakithatunk at, ezutan lehet azokat
is dinamikai rendszerkent vizsgalni.

A fazistér alatt az allapotvaltozok altal kifeszitett teret értjik (ill. két valtozé egy fazissikot feszit
ki). A fazisteret csak az allapotvaltozok alkotjak, az id6 nem jelenik meg kiilon valtozoként! Tehat
pl. a kémidban a szdmunkra érdekes koncentraciok vannak a tengelyeken, a mechanikaban pedig a
hely- és sebességkoordinatak. A fazistérben a rendszer egy adott idépontbeli allapota egyetlen
ponttal jellemezhetd. Ezt az allapotvaltozok adott iddpontban felvett értéke adja meg.

Trajektoria: Ahogy telik az id6, a rendszer és az ezt modellez6 allapotvaltozok értéke megvaltozik,
ilyenkor a fazistérben a rendszer allapotat megado pont is arrébb ker(l. Ez a pont egy gorbét rajzol
ki a fazistérben, ez a trajektoria (1. abra).
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1. abra: a valtozok id6éfiiggését megado x —t és 'y —t fliggvények,
és a beloliik szarmaztathato trajektoria az x — y fazissikon.

Dinamikai rendszer: Egy adott rendszer valtozéinak viselkedését valamilyen szabalyok irjak le.
Dinamikai rendszer esetén ezek a szabalyok olyanok, hogy a valtozok id6beli megvaltozasara
vonatkoznak, és csak a valtozok adott idopontbeli értékétdl fliggenek (emiatt mondjuk azt, hogy
determinisztikus a rendszer). A legismertebb tipusuk a differencidlegyenlet-rendszer: a valtozok
id6beli derivaltja adott a valtozok pillanatnyi értékének fliggvényeként. Fontos, hogy a derivaltakat
leir6 fiiggvények nem fiigghetnek expliciten az 1d6tol: ezeket nevezik autonom
differencialegyenlet-rendszereknek.

A determinisztikus rendszerben tehat ha ismert a rendszer allapota egy tetszéleges idépontban,
akkor ebbdl (elvileg) kiszamolhato a teljes multja és jovoje is, azaz egyetlen pontbdl a teljes
trajektoria. (A gyakorlatban persze ez a differencialegyenlet-rendszer integralasat jelenti, ami
tobbnyire nem végezhet6 el analitikusan.) A determinizmusbol kovetkezik, hogy két trajektoria nem
metszheti egymast: a metszéspontban ugyanis nem lenne egyértelmiien eldonthetd, hogy melyik
trajektorian menjink tovabb.
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Stabilitasvizsgalat: A kvalitativ analizis gyakorlati szempontbdl legfontosabb része az un.
stabilitasvizsgalat, amikor megkeressiik a dinamikai rendszer egyensulyi, ill. stacionarius allapotait,
és megvizsgaljuk azok stabilitasat.

Stacionarius pontok: Ezek a fazistérnek azok a specialis pontjai, amelyekben az id6beli
megvaltozés (a derivaltak) értéke nulla. Ha a rendszer kezdeti allapota egy stacionarius pontnak
felel meg, elméletileg az idok végezetéig ott marad.

Stabilitas: A gyakorlatban persze mindig van egy kis hiba a kezdeti allapotban, vagy késébb
valamilyen zavar, perturbacio, ami a rendszer allapotat egy kicsit megvaltoztatja, azaz a fazistérben
egy Kicsit Kitériti a stacionarius pontbdl. Ha ilyenkor a rendszer visszatér a stacionarius pontba, azaz
a fazistérben az attdl mért tdvolsaga tart a nulldéhoz, akkor a stacionarius pontot aszimptotikusan
stabilnak nevezzik. Ha a kitérités utan a rendszer tavolodik a stacionarius ponttol, akkor azt
instabilnak nevezziik. Ha egyik sem torténik, vagyis a stacionarius ponttdl ugyanolyan tdvol marad,
mint a kezdeti zavar, akkor marginalisan stabilnak nevezzik.

Féaziskep, fazisportré: Az adott dinamikai rendszer viselkedésének grafikus szemléltetésére szolgal
a faziskép, vagy méas néven a fazisportré: a fazistér minket érdekl6 részét abrazoljuk, és ebbe
trajektoriakat rajzolunk, kelléen siirtin ahhoz, hogy minden pontban legyen elképzelésiink az ottani
trajektoriardl. A trajektoriak mellé tobbnyire iranymezét is rajzolunk, azaz a fazistérben bizonyos
stirtiséggel felvett pontokba a derivaltakkal megadott kis vektorokat rajzolunk. Ezek a vektorok a
trajektoriaknak érint6i; mutatjak, hogy az adott pontbol merre fejlédik tovabb a rendszer (3. &bra).

A fazisportré jellege alapjan a rendszerek harom tipusba sorolhat6ak.

Konzervativ rendszer esetén a trajektdriak legtdbbje zart gorbe, ilyenkor 1étezik egy megmarado,
“konzerval6do” mennyiség, amely egy-egy trajektoria mentén allando. A megmarado mennyiseg
1€tébal kovetkezik, hogy a rendszer viselkedésének jellege hosszu tavon nem valtozik. Példaul egy
csillapitatlan rezgés mindig ugyanakkora amplitiddval rezeg, vagy egy bolygé mindig ugyanolyan
palyan kering.

Exploziv rendszer fazisterében minden vagy majdnem minden trajektdria "elmegy a végtelenbe™. A
rendszer viselkedését az allapotvaltozok éertékének folyamatos novekedése jellemzi. Valddi fizikai,
kémiai stb. rendszer esetében persze a “robbanas”, az expldozid valahol megall, hiszen nem all
rendelkezésre pl. végtelen anyagmennyiség, vagy nem érhetd el végtelen nagy sebesség.
Disszipativ rendszer fazisterében van egy vagy tobb halmaz (tipikus esetben pont vagy zart gorbe),
amihez a trajektoriak tartanak. Ezeket attraktornak nevezziik. A rendszer viselkedése ilyenkor egy
atmeneti (tranziens) szakasz utan allandosult viselkedést mutat. Legegyszeriibb esetben ez egy
egyensulyi allapot, de lehet alland6sult oszcillacio vagy még bonyolultabb viselkedés
(determinisztikus kdosz) is. A 1ényeg, hogy tetszéleges kezdeti allapotbdl indulva ugyanaz az
allandosult viselkedés alakul ki; illetve el6fordulhat az is, hogy tobb attraktor is van, ilyenkor
mindegyiknek megvan a vonzasi tartomanya (medencéje), amelyeket éles hatarvonalak
(szeparatrixok) valasztanak el egymastol. Ha az egyik attraktorban levd rendszert csak kicsit
zavarjuk meg (vagyis a vonzasi medencén belil marad), akkor visszatér az attraktorba, hiszen az
stabil. Ha a zavar olyan nagy, hogy a rendszer kikeriil az attraktor vonzasi medencéjébol, akkor
viszont egy masik attraktorhoz fog tartani.

A gyakorlat soran kétdimenzios rendszereket fogunk vizsgalni, ezek fazissikjan kétféle attraktor
fordulhat €l6.

A pontattraktor a fazistérnek olyan pontja, amelyet elérve a fazispont tovabb mar nem mozog, a
valtozok értékei allanddésulnak (egyensulyi pont, stabil stacionarius pont).

A periodikus attraktor egy zart gorbe a fazistérben, amelyen a fazispont minden periédusban
korbejar, a valtozok értékei egyszerli vagy Osszetett szabalyos oszcillaciokat végeznek (stabil
hatarciklus).
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Paraméterek: A differencidlegyenlet-rendszerekben vannak paraméterek is, olyan mennyisegek,
amelyek értéke a rendszerre jellemzd, idoben allando, ugyanakkor két kiilonb6z6 rendszer vagy
kisérlet esetén értekiik eltérd lehet. Gondoljunk példaul a kiils6 hdmérsékletre, az inga hosszara,
vagy az oldat pH-jara.

Bifurkacio: Mint fentebb lattuk, a valtozok kiindulasi értékei a megoldasokat (a valtozok id6beli
lefutasat) befolyasoljak, de az allandosult viselkedést nem. A paraméterek értékeinek modosulasa
azonban az allanddsult viselkedést (az attraktort) is megvéaltoztatja. Ez a valtozas altalaban nem tdl
drasztikus, a paraméter értékét kissé valtoztatva kissé megvaltoznak a valtozok egyensulyi értékei,
vagy az allandosult periodikus viselkedés periddusideje és amplitidéja, de a rendszer
viselkedésének jellege megmarad. A paraméterek bizonyos értékeinél azonban az allandésult
viselkedés drasztikusan megvaltozik: példaul megjelenhet egy ujabb stacionarius allapot, vagy a
stacionarius allapot helyett megjelenik egy periodikus viselkedés, azaz ilyenkor a rendszer hosszl
tavu allandosult viselkedésenek jellege megvaltozik. A fazistérben ez azt jelenti, hogy az attraktorok
szdma és/vagy tipusa megvaltozik. Ezt a jelenséget nevezik bifurkécionak. A gyakorlat soran
periodikus attraktorokkal nem fogunk foglalkozni, igyhogy elegendé lesz a stacionarius pontok
szamat és tipusat vizsgalni.

Differencialegyenlet-rendszerek stabilitasvizsgalata

A dinamikai rendszerek alapfogalmainak megismerése utan a tovabbiakban autonom
differencialegyenlet-rendszerekkel megadhat6 dinamikai rendszerekrél lesz szo:

x=1f(x) , ahol x e R" (a pont az id6 szerinti differencialast jeloli).

A differencialegyenlet-rendszer vizsgalatanak lépései:

1. Az egyensulyi, illetve stacionérius pontok meghatarozasa az f(x) = 0 algebrai egyenletrendszer
megoldasaval. Mivel ezekben a pontokban x = 0, ezért ezeket a pontokat kiindulasi pontként
valasztva a rendszer "6rokké™" abban a pontban marad.

2. A stacionarius pontok stabilitasanak vizsgalata, amit a tovabbiakban részletezink.

Nemlineéris rendszerek stacionarius pontjainak stabilitasvizsgalatat a linearis rendszerekére
vezethetjuk vissza, ha a differencialegyenlet-rendszert linearizaljuk a stacionarius pontok
kornyezetében, ezért eldszor a linedris differencialegyenlet-rendszer stacionarius pontjanak

stabilitasat vizsgaljuk meg.

Linearis differencidlegyenlet-rendszer stacionarius pontjanak stabilitasvizsgalata
Egy lineéris, autondm, allandé egyutthatos differencialegyenlet ill. -rendszer mindig megoldhato.

Egydimenzios eset:

Az % = kx differencialegyenlet x(0) = Xo kezdeti értékhez tartoz6 megoldéasa x(t) = xo-eX.

A stacionarius pont az x = 0 pont. Ez a pont k < 0 esetén stabilis (ekkor az exponencialis tag
idében csokken, barmely xo# 0 pontbol az origoba tart), k>0 esetén nem stabilis.

Magasabb dimenzids eset:

Az x = Ax linearis rendszer megoldasa tipikus esetben §i-ekit tagok linearis kombinaciojaként all

eld, ahol Ai az A matrix i-edik sajatérteke és si a hozza tartozd sajatvektor. A stacionarius pont
tipusanak meghatarozasahoz ilyenkor tehat az A matrix sajatertékeit kell kiszamolni. Stabilis akkor
és csak akkor lesz a stacionarius pont, ha az 0sszes sajatérték negativ. Ha a sajatértékek komplex
szamok, akkor a valos rész eljelét kell vizsgalni.
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Nézzlk részletesen a kétdimenzios esetet:
(magasabb dimenzids linearis rendszernél a stabilitasvizsgalat hasonld modszerrel torténik)

[ A< 2] eors

dz1 4z
X1 = a1X1 + aXe (1a)
X2 = a21X1 + a22X2 (1b)
Az  auxitaxXe=0, axuxi+axx2=0 2

algebrai egyenletrendszer megoldasaval kapjuk, hogy stacionarius pontja (mint minden linearis
rendszeré) az origd (X1 =0, x2 = 0).

Az A matrix sajatértékeit a det(A—LE) = 0 egyenlet (az Un. karakterisztikus polinom) megoldasaval
kapjuk meg:

det(A — AE) = det[a“ A 152 a0 tan) d+ (anaz — ad) = 0 3)
az1 az; — A

Ezt az egyenletet megoldva a sajatértékek:

2
_ajptay (a11tagy)
Mo = 3 i\/ YR (aj1ax —ajay;) . (4)

A sajatértékektol fiiggden a stacionarius pontok lehetnek:
stabilak, azaz vonzoak, ha mindket sajatérték (valos része) negativ;
instabilak,
ezen belul taszitdak, ha mindket sajatérték (valos része) pozitiv;
un. nyeregpontok, ha az egyik sajatérték pozitiv, a masik negativ;
avonzAd ill. taszité pontok lehetnek
csomopontok, ha a sajatértékek valdsak;
fokuszpontok, ha a sajatértékek komplexek;
és eléfordulhatnak elfajult esetek:
un. nyeregcsomo, ha (legaldbb) az egyik sajatérték zérus;
un. egytengelyii csomo, ha a két sajatérték egyenlo;
un. centrum, ha a komplex sajatértékek valos része zérus.

Rovidebb alakba irhatjuk a fenti kifejezéseinket, ha felhasznaljuk, hogy

ailazp —araz =detA  és antax=trA ("trA"az A méatrix ,,nyoma”, ,trace”-e) (5)
Ezzel a karakterisztikus polinom:
A2—trA- L +detA=0, (6)

és a sajatértékek:

2
}\,1’2: ?i ’_(tr4A) —detA . (7)

Ha kiszamoljuk az A matrix determinansat és nyomat, akkor a sajatértékek kiszamolasa nelkdl is
megallapithatjuk, hogy milyen tipusl a stacionarius pont az alabbi trA — detA sik (2. abra), ill. a
lehetséges eseteket 0sszegzo 1. tAblazat segitsegevel:
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stabil

centrum

det A=tr2A /4

instabil

nyereg

JiN

— e

N2

2. abra: a trA — detA sik felosztasa a stacionarius pont stabilitasa szerint

a sajatertékek: a trA —detA sik a stacionarius pont tipusa:
tartomanya:
A 7”2_< O’_ _ _ nyereg
az egyik sajatérték pozitiv, a masik detA<0
negativ
Rel1>0 és ReA2>0 instabil

mindkét sajatérték (valds része) pozitiv

detA>0és trA>0

(csomo vagy fokusz)

Rel1<0 és ReA2<0
mindkét sajatérték (valds része) negativ

det A>0 és trA<O0

stabil
(csomo vagy fokusz)

A1 és A2 valdsak

det A< (tr A)?/4

csomod
(stabil vagy instabil)

A1 és A2 komplex konjugaltak

det A> (tr A)?/ 4

fokusz
(stabil vagy instabil)

A1 €s Ao valosak,
de legalabb az egyik zérus

detA=0

nyeregcsomao

A1 és Lo komplex konjugéltak,
a valds részuk zérus

det A>0éstrA=0

centrum

A1 €s ho valosak, és A1 = Ao

det A=(tr A)?/4

egytengelyii csomo

. tAblazat: linearis rendszer stacionarius pontjanak stabilitasa
a Jacobi matrix determinansa és nyoma alapjan
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1. példa:
Adott egy keétvaltozos linearis rendszer A egyitthato-matrixa:

A= [_pl _92]

Hatarozzuk meg, hogy a "p" paraméter értékét valtoztatva hogyan valtozik a stacionarius pont
tipusal

Megoldas:  tr A =p-2; trA=0, ha p1=2

det A = —2p+9; detA=0, ha p2=4,5

(tr A>=4det A, ha p*+4p-32=0 = ps=4, ps=-8

tehat ha p<-8 stabilis csomé

-8<p<2 stabilis fokusz

2<p<4 instabil fokusz

4<p<45 instabil csomo

p>45 nyereg

Nemlineéris differencialegyenlet-rendszer stacionarius pontjainak stabilitasvizsgalata

Altalaban az x = f(x) differencialegyenlet-rendszer nem megoldhato, de az xo stacionarius pontokat
(az ilyen rendszereknek altaldban egynél tébb stacionarius pontja van!) ekkor is meg tudjuk
hatarozni az f(x) = 0 algebrai egyenletrendszer megoldasaval, és azok stabilitasat is meg tudjuk
vizsgalni a lineéaris esethez hasonldan az alabbiak szerint.

A modszer azon alapul, hogy az xo stacionarius ponttdl vald eltérésre, a £ = X — Xo valtozoéra

vonatkozo differencidlegyenlet-rendszer formailag megegyezik az eredetivel: £ = f(§) (mivel X,=0,
és ezért & = x), és megegyezik a stacionarius pontjuk koriili Taylor-soruk is:

x = f(x) = f(xo) + O/OX - (X—X0) + ... ill.

£=1(8) ~£(0) + af/oE - £ + .

(A &-re vonatkoz6 differencialegyenlet-rendszer staciondrius pontja az origé.)

Xo stacionarius pont, ezért f(xo) = 0, és xo kornyezetében jo kozelités a linearis tag, a magasabb
rendli tagok elhanyagolasaval a differencidlegyenlet-rendszert linearizalhatjuk a stacionarius pont
kérnyezetében. A & = of/o¢ - £ differencialegyenlet-rendszer pedig a fentiekben vizsgalt x = Ax
alaku, vagyis ez az egyenletrendszer alkalmas arra, hogy meghatarozzuk az adott stacionarius pont
stabilitasat, tipusat.

A of/0g = of/ox = J matrixot Jacobi-matrixnak hivjak.

Az x =f(x,y), y=09(x,y) kétdimenzids nemlineéaris differencidlegyenlet-rendszer Jacobi-matrixa:

of of
ox Oy

J= o og (8)
ox 0y

A stacionarius pontok koordinatéit egyenként behelyettesitjik a J maétrixba, és a kapott matrix
alapjan (a linearis esethez hasonléan) elvégezzilk a stabilitdsvizsgalatot. Ld. lejjebb a megoldott
mintafeladatokat.

(Megjegyezzik, hogy ha J-nek van zérus valosrészli sajatértéke, akkor a linearis kdzelités nem
elegendd, magasabb rendii tagokat is kell vizsgalni a stacionarius pont stabilitdsanak és tipusanak
eldontéséhez.)
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2. pelda:
Hatarozzuk meg az alabbi rendszer stacionarius pontjainak koordinatait,
és linearizalas utan allapitsuk meg azok tipuséat!

X=X+Yy
y=y+2x)(y+1)(y+2x+1)

Megoldas:

A stacionarius pontok koordinatai: X1 =0, y1=0
X2 =1, Yo =—
X3 =-1, 3=1

A Jacobi-méatrix:

1 1
)= {2(y+1)(2y+ 4x+1) (Y+2x)(y+2x+D) +(y+D)(y+2Xx)+ (y+1)(y +2X +1)}
Az (x1,y1) = (0,0) pontban
[1 1]

1172 4]

detJi=-1, tehat a (0,0) pont nyeregpont.

Az (X2,y2) = (1,-1) pontban

M1 1]
J2=g 2]

detJ,=2, trJ,=3, (trJ2)?>4detJ,  tehat az (1,-1) pont instabil csomd.

Az (x3,y3) = (-1,1) pontban
(1 1]
Ts=| 4 2

detJs=2, trds=—1, (trJs)><4detJs, tehat a(-1,1) pont stabilis fokusz.

Kinetikai differencidlegyenlet-rendszer felirdsa a reakciomechanizmus alapjan
Tekintsiik a kdvetkezo reakciot:
k
aA+BB+-—— A+ BB+

A, B, ... areakcioban részt vevé komponensek,

o, B, ... areagensek, o’, B’, ... a termékek sztochiometriai egyiitthatoi,
k a reakciosebességi egyitthato.

Tomeghatas-kinetikat feltételezve a reakcio sebessége:
v = k-[A]*-[B]P ...

(9)

(10)

Az egyes komponensek koncentraciovaltozasanak sebességét leird differencidlegyenlet a
reakcidsebességbdl gy szamolhatd, hogy azt megszorozzuk annyival, amennyivel né az adott
komponens sztdchiometriai egydtthatoja a reakcidéban (azaz amennyi keletkezik beléle az adott

reakcioban). Pl. az A komponens koncentraciovaltozasi sebessége a fenti reakcidban:

% =[A] = (@ = a)v = (« — «)-k-[A]*[B]® ...
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Ha egy komponens tdbb reakcidban is részt vesz, akkor az egyes reakcidokra vonatkozd tagokat
0sszegezni kell:

%:Z(a'—a)-vi, ahol r a reakciok szama. (12)
i=1

Példaként Id. a megoldott mintafeladatot az elvégzend6 feladat leirasa utan.

A gyakorlaton és a jegyzokonyvben elvégzendd feladat:

Egy egyszeri, kétvaltozos reakciokinetikai rendszer stacionérius pontjainak meghatarozasa és azok
stabilitdsdnak vizsgalata (a lentebb kidolgozott 3. példahoz hasonld6 mddon), tovabba a faziskép
rekonstrudlasa a PhasePictor nevii differencialegyenlet-rendszer megoldo program segitségével.

1. A kapott reakciomechanizmus alapjan irjuk fel a kinetikai differencialegyenlet-rendszert (9)—(12):
x=f(xy), y=9xy)

A differencialegyenlet-rendszer egy paramétert tartalmaz, melynek értékét tekintsiik most elészor

rogzitettnek (a gyakorlatvezeté megadja az értékét).

2. Keressilk meg a stacionarius pontokat az

f(xy)=0, g(xy)=0
algebrai egyenletrendszer megoldasaval.

3. Allitsuk el6 a rendszer Jacobi-matrixat (8).
4. Sorra helyettesitsiik be a stacionarius pontok koordinatait a Jacobi-matrixba.

5. Szamoljuk ki az igy kapott matrixok sajatértékeit (4),
vagy pedig a matrixok determinansat és nyomat (5).

6. A sajatértékek, illetve a determinans és nyom alapjan (a 6. oldalon talalhat6 tablazat vagy az abra
segitségével) hatarozzuk meg sorra az egyes stacionarius pontok tipusat!

7. Irjuk be a differencialegyenlet-rendszeriinket a PhasePictor nevii programba.

8. Rajzoljuk meg a differencialegyenlet-rendszerink fazisportréjat:
» a stacionarius pontok koordinatainak ismeretében valasszunk megfeleld méretti ablakot;
» rajzoltassunk iranymezot;
» kiilonbozo kezdeti feltételeket megadva rajzoltassunk meg jellemz6 trajektoriakat.
(A programhoz tartozé hasznélati Utmutato letolthet6 a honlapunkrol.)
Keressiik meg a fazissikon a stacionarius pontokat, és vessik 0ssze stabilitdsukat a linearis
stabilitasvizsgalat alapjan meghatarozott tipusukkal.

9. Otthoni feladat:
Végezziik el a fenti vizsgalatokat a paraméter egy masik értekére is! (A gyakorlatvezet6 adja meg a
masik értéket.)

10. Szorgalmi feladat:

Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik a staciondrius pontok jellege, ha a rendszerben levd paramétert
bifurkaciés paraméternek tekintjuk! Azaz: milyen paraméterértékeknél valtozik egy-egy
stacionarius pont jellege, az egyes paramétertartomanyokban milyen tipustak az egyes stacionarius
pontok.
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3. pelda: az drai feladathoz hasonlé megoldott mintafeladat

frjuk fel a reakciésémanak megfeleld kinetikai egyenleteket, keressiik meg a stacionarius pontokat
és hatarozzuk meg azok tipusat!

Ky
2A+X — 2X

k;

X+2Y — 3Y
k3
Y —

A sebességi allandok egységnyiek; az >’A’ komponens koncentracidja paraméternek tekintendd.
Megoldas:

A kinetikai differencidlegyenlet-rendszer felirasa:
[X]=x, [Y] =Y, [A] = ajeloléssel a reakciosebességek

vi=kia’X; va=Kkoxy?; Va=Ksy;
ill. k1 = ko = k3 = 1 esetén
vi=a’X; V2=Xxy?; V3=y.

A koncentracidvaltozasi sebességek
x=(2-1)vi+(0-1) v,
y=(3-2)vz2+(0-1) vs
tehat
x= ax-xy’=x @ -y)=x(@+y) @-y) =f(xy)
y= xy? -y =y (xy-1)=g(xy)

A stacionarius pontok meghatarozasa az
fixy)=x(a+y)(@a-y)=0
g(xy) =y (xy-1)=0
algebrai egyenletrendszer megoldasaval:
f(x,y) =0-bdl vagyxi1=0, vagy Yy23==a,;
ezeket sorra behelyettesitve g(x,y) = 0 -ba megkapjuk a hozzajuk tartozo yi ill. xo3 értékeket:

X1 =0, y1=0
X2 = 1/a, y2=a
X3 =-1/a, Y3 =-a

A Jacobi-métrix:
] _ra2 - y2 —2Xy 1
_{ y? 2xy—1J

Az (x1; y1) = (0; 0) pontban:
5 _ a? 0
=g 4

det J1 = —a? < 0, tehat a (0; 0) stacionarius pont a 2. dbra alapjan nyeregpont.

Vagy: a karakterisztikus polinom —(a®>-A)(1+1) =A% + (1-a®)A —a?=0
— a sajatértékek 11 =a?>0 és A12=-1<0 — nyeregpont.
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Az (X2; y2) = (1/a; a) és az (X3; y3) = (—1/a; —a) pontokban:
[0 -2]

Jos =La2 1J

detJo3 =2a°>0, trJsz =1>0,
tehat az (1/a; a) és (—1/a; —a) staciondrius pontok a 2. &bra alapjan instabil pontok;

fokuszok, ha detJzs > (tr J23)%/4, azaz 2a>>1/4 — a>>1/8
(tr Jo3)?/4 =1/4 —
csomok, ha detdas < (tr J23)%/4, azaz 2a°<1/4 — a?><1/8

Vagy: a karakterisztikus polinom —A(1-A) +2a?=X2—-A +2a%=0
— a sajatértekek A2z = %_832 ,
a% > 1/8 esetén komplexek pozitiv valds résszel — instabil fokuszok,

a% < 1/8 esetén valdsak és pozitivak — instabil csomok.

Bifurkacié-vizsgélat:
A (0; 0) stacionarius pont az ’a’ paraméter értékétél fiiggetleniil mindig nyeregpont (detJi= —a2<0).
Az (1/a; a) és (-1/a; —a) stacionarius pontoknak a det = (trJ)*/4 egyenléségnek megfeleld *a’
értékeknél, azaz a =—,/1/8 -nal és a = +,/1/8 -nal bifurkacios pontjuk van:

a =+,/1/8 esetén egytengelyli csomok (1d. az 1. tdblazatot);

a <—,/1/8 esetén instabil fokuszok;

—/1/8 <a<+,/1/8 esetén instabil csomopontok; Id. pl. az F1 fazissikot a = 0,25 értékre;

a > +,/1/8 esetén instabil fokuszok; Id. pl. az F2 fazissikot a = 1 értékre.

a = 0 esetén a 3 stacionarius pont egybeesik, de az x tengely minden pontja stacionarius pont; ez
elfajult eset, Id. az F3 fazissikot.

o
N
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4V R R B R
PR N B R B
PR R R

PR R R R B B

RV R RV R R N N

S Y

o e S
v S S v v v
bl o2 oA AR
PP R
PP R A A ]
PRV R R N B N Y N

C A e
v L
L N

PRV RV N P R
FR R 2 R Y B
PRV A B B N B

P A A A/
PP Y
P A A A G Y
P A A G
P A A A A A A
v
PP A A

Y XX A

v L S

VAV R R Ve N Ve B

F1: a=0,25 F2: a=1 F3: a=0

Xmin = Ymin = —9, Xmax = Ymax = 5 Xmin = Ymin = —3, Xmax = Ymax = 3 Xmin = Ymin = —8, Xmax = Ymax = 8
stacionarius pontok: stacionarius pontok:

(0; 0) nyereg (0; 0) nyereg elfajult eset

(4; 0,25), (-4; —0,25) instabil (1; 1), (-1; 1) instabil

csomopontok fokuszpontok

3. abra: a vizsgalt rendszer fazissikja kiilonb6z6 paraméterértékek esetén.
Az abrék a PhasePictor programmal készultek.
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