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effektív értéke

A pillanatnyi teljesítmény
A váltóáram pillanatnyi teljesítménye P(t) az adott pillanatban mért feszültség

U(t)  és áram I(t) szorzata:
P(t) = U(t) I(t).

7pWHOH]]�N�IHO��KRJ\�D�IHV]�OWVpJ�pV�D]�iUDP�LG I�JJpVH�D]�DOiEEL�IRUPiEDQ�YDQ�DGYD�
U(t) = U0 cos(ωt),

I(t) = I0 cos(ωt + ϕ).
Ha ϕ pozitív, ez azt jelenti, hogy az áram siet a feszültséghez képest. Ez olyan
impedanciát jelent, ahol az imaginárius rész negatív (pl. kondenzátorokat és
ellenállásokat tartalmazó hálózat). Negatív ϕ esetén fordított a helyzet, ebben az
esetben a feszültség siet az áramhoz képest (vagy azt is mondhatjuk, hogy az áram
késik a feszültséghez viszonyítva). Ez utóbbi impedancia pedig pl. ellenállásokkal és
tekercsekkel valósítható meg.(A tekercs és ellenállás mellet kondenzátor is
HO IRUGXOKDW�� GH� D� NRPSOH[� LPSHGDQFLD� LPDJLQiULXV� UpV]pQHN� PLQGHQNpSSHQ
pozitívnak kell lennie.) Tehát a pillanatnyi teljesítmény

P(t) = U0 I0 cos(ωt) cos(ω t + ϕ).
Figyelembe véve, hogy

cos(ω t + ϕ) = cos(ω t) cos(ϕ) -sin(ω t) sin(ϕ)
P(t) = U0 I0 [cos2(ω t) cos(ϕ) - sin(ω t) cos(ω t) sin(ϕ)].

A fenti kifejezést még tovább alakíthatjuk az alábbi két trigonometrikus azonosság
segítségével:

cos2(α) = [1 + cos(2α)]/2,   valamint   cos(α)⋅sin(α) = [sin(2α)]/2,
P(t) = [(U0 I0)/2] [cos(ϕ) + cos(2ωt) cos(ϕ) – sin(2ωt) sin(ϕ)],

ami végülis az alábbi alakba írható:
P(t) = [(U0 I0)/2] [cos(ϕ) + cos(2ω t + ϕ)].

9DJ\LV�~J\�IRJKDWMXN�IHO��KRJ\�D�SLOODQDWQ\L�WHOMHVtWPpQ\�HJ\�LG EHQ�iOODQGy�WDJ
P(állandó) = [(U0 I0)/2] cos(ϕ)

pV�HJ\�LG EHQ�D]�DODSIUHNYHQFLD�NpWV]HUHVpYHO�SHULyGLNXVDQ�YiOWR]y�WDJ
P(változó) = [(U0 I0)/2] cos(2ωt + ϕ)

Összege. Tehát
P(t) = P(állandó) + P(változó).

Az átlagteljesítmény
$]� iWODJWHOMHVtWPpQ\� YDODPLO\HQ� LG LQWHUYDOOXPUD� ~J\� V]iPtWKDWy�� KRJ\� D

kérdéses intervallumban végzett munkát elosztjuk az intervallum hosszával:
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A W(t1,t2), vagyis a t1 és t2�LG SRQWRN�N|]|WW�YpJ]HWW�PXQNiW�D�SLOODQDWQ\L�WHOMHVtWPpQ\
H]HQ�KDWiURN�N|]|WWL�LG V]HULQWL�LQWHJUiOMDNpQW�DGKDWMXN�PHJ��D]D]
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Tudjuk, hogy a pillanatnyi teljesítmény egy állandó és egy periódikusan változó tag
|VV]HJH��$]�iOODQGy�WDJ�LG iWODJD�Q\LOYiQ�iOODQGy�OHV]��D�SHULyGLNXVp�SHGLJ�KRVV]~�LG
XWiQ� N|]HO� QXOOD�� V W� DPLNRU� D]� LG LQWHUYDOOXP� D� SHULyGXVLG � W|EEV]|U|VH�� DNNRU
pontosan is az, hiszen teljes perióusokra az integrál nulla. Tehát

W(t1,t2) ≈ P(állandó) (t2 – t1) = [(U0 I0)/2] cos(ϕ) (t2 – t1)    és
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P(átlag) ≈ P(állandó) = [(U0⋅ I0)/2]⋅cos(ϕ)
(IIHNWtY�IHV]�OWVpJ�pV�iUDPHU VVpJ

%HYH]HWKHWM�N�D]�HIIHNWtY�IHV]�OWVpJ�pV�iUDPHU VVpJ�IRJDOPiW�~J\��KRJ\�H]HN
OHJ\HQHN�D�PHJIHOHO �DPSOLW~Gy�pUWpNHN�RV]WYD�QpJ\]HWJ\|N�NHWW YHO��D]D]
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Ekkor az átlagteljesítmény
P(átlag) = (Ueff Ieff) cos(ϕ).

Ezekután az effektív értékeket úgy értelemzhetjük, hogy ezek olyan egyenfeszültséget
illetve egyenáramot jelentenek, amelyek teljesítménye egy ohmikus ellenálláson
megegyezik a váltóáram teljesítményével. Az ohmikus ellenálláson ugyanis az áram
és a feszültség szinkronban vannak, azaz ϕ=0 és cos(ϕ) =1. Ekkor

 P(átlag) = Ueff Ieff,
ami analóg az egyenáramra jól ismert

P = U I
IRUPXOiYDO�� 2KPLNXV� HOOHQiOOiVUD� D� IHQWLHNE O� DGyGyDQ� pUYpQ\HVHN� D]� HJ\HQiUDP~
teljesítményre megismert alternatív képletek analógjai is:

P(átlag) = Ueff⋅ Ieff = R (Ieff)
2 = (Ueff)

2/R.

Nulla és negatív teljesítmény értelmezése váltóáram esetén
Tisztán kondenzátorokból, vagy LGHiOLV� WHNHUFVHNE O�� DYDJ\� D� NHWW

NHYHUpNpE O�iOOy�KiOy]DWRNUD�D�FRV�ϕ) = 0 (mert ϕ=π/2 vagy  ϕ=-π/2), vagyis ezeken
az elemeken az átlagteljesítmény zérus, a pillanatnyi teljesítmény azonban általában
QHP� ��� +RJ\DQ� pUWHOPH]KHW � H]"� $� SLOODQDWQ\L� WHOMHVtWPpQ\� NpW� NRPSRQHQVpE O� D
P(állandó) most zérus lesz, mert cos(ϕ) =0. A P(változó) viszont nem 0, hanem

P(változó) = [(U0 I0)/2] cos(2ω t + ϕ),
és tekintetbe véve, hogy ϕ=±π/2, így

P(változó) = ±[-U0 I0)/2] sin(2ωt).
Tehát a változó rész mindenképpen egy olyan periódikus függvény, amely a
SHULyGXVLG � HJ\LN� IHOpEHQ� SR]LWLY�� D� PiVLN� IHOpEHQ� SHGLJ� QHJDWtY�� pV� FVDN� D� WHOMHV
SHULyGXVLG UH� pUYpQ\HV� D]�� KRJ\� D� WHOMHVtWPpQ\� iWODJEDQ� ]pUXV�� 0LW� pUWV�QN� pozitív
LOOHWYH� QHJDWtY� WHOMHVtWPpQ\HQ"� $]� RKPLNXV� HOOHQiOOiVRQ� HJ\V]HU � D� KHO\]HW�� D
pilanatnyi teljesítmény ott csak pozitív lehet (miért? Bizonyítsuk!), és ott az
HOHNWURPRV�WpU�PXQNiMD�K �IRUPiMiEDQ�GLVV]LSiOyGLN�D�N|UQ\H]HWEH��'H�PL�D�KHO\]HW�D
kondenzátoron és a tekercsen? Nos a NRQGHQ]iWRUEDQ� D� SHULyGXVLG � IHOpEHQ� D
NRQGHQ]iWRU�W|OW GLN��$]�HOHNWURPRV�WpU�PXQNiW�YpJH]��DPL�D�NRQGHQ]iWRU�HOHNWURPRV
WHUpQHN�D�IHOpStWpVpUH�IRUGtWyGLN��(NNRU�D�KiOy]DW�WHOMHVtWPpQ\H�SR]LWtY��$�SHULyGXVLG
PiVLN� IHOpEHQ� D� NRQGHQ]iWRU� OHPH]HL� N|]|WW� IHV]�O � HOHNWURPRV� WpU� OHERPOLN�� pV
energiáját visszaadja a hálózatnak. A hálózat teljesítménye eközben negatív. A
WHNHUFVQpO� D� WHNHUFV� EHOVHMpEHQ� SHULyGLNXVDQ� IHO� pV� OHpS�O � PiJQHVHV� WpUUHO
kapcsolatban mondhatjuk el ugyanezeket a dolgokat.

Gyorsan változó terek és elektromágneses hullámok

Az eltolási áram
Tekintsük az alábbi a) ábrán látható elektromos áramkört, amely egy állandó I

iUDPRW� DGy� iUDPJHQHUiWRUEyO�� WRYiEEi� HJ\� YDVWDJ� �SpOGiXO� N|UNHUHV]WPHWV]HW �
YH]HW E O�iOO��DPHO\�YH]HW �HJ\�SRQWRQ�iW�YDQ�YiJYD�
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a) b)
Maxwell problémája Ampere problémája

Az elvágott felületek egymáshoz közel,  d  távolságra helyezkedjenek el egymástól, és
ezt a térközt egy  ε��SHUPLWWLYLWiV~�V]LJHWHO DQ\DJ�W|OWVH�NL�� ËJ\�WHKiW�WXODMGRQNpSSHQ
egy síkkondenzátorhoz jutunk, amelynek kapacitása:
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ahol  A  a vezeték keresztmetszete, amely jelen esetben egyúttal a kondezátor egyik
vagy másik fegyverzetének a felülete is. A síkkondenzátoron az I áram a töltést
egyenletesen növeli:
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és így az áramkörben annak dacára folyhat áram, hogy benne szakadás van, mivel ez
D]� iUDP� QHP� PiV�� PLQW� D]� HPOtWHWW� NRQGHQ]iWRU� W|OW iUDPD�� $� NRQGHQ]iWRU
fegyverzetei között azonban természetesen nem folyik olyan vezetési áram, mint
amilyet a vezeték egyéb, el nem vágott keresztmetszetein keresztül mérhetünk.
Ezeken a keresztmetszeteken ugyanis töltés halad át, míg a kondenzátor fegyverzetei
N|]|WW�HOKHO\H]NHG �NHUHV]WPHWV]HWHNHQ�QHP��KLV]HQ�H]W�D� UpV]W�V]LJHWHO �DQ\DJ� W|OWL
ki. Fölmerül a kérdés, hogy vajon "észreveszi-e" a mágneses tér, hogy a kondenzátor
lemezei között nincs vezetési áram? (Például úgy, hogy a kérdéses részen másmilyen,
pl. nem örvényes a máneses tér, esetleg nincs is jelen.) Ezen a kérdésen egy skót
fizikus, bizonyos James C. 0D[ZHOO� JRQGRONR]RWW� HO� HOV NpQW�� pV� D� NpUGpVUH� DGRWW
YiODV]iYDO�SHGLJ�WHOMHVVp�WHWWH�D]�HOHNWURGLQDPLND�HOPpOHWpW��0LHO WW�D]RQEDQ�0D[ZHOO
válaszát ismertetnénk, hadd említsük meg, hogy ehhez némileg hasonló problémával
már André Marie Ampere francia fizikus is szembetalálkozott majd fél évszázaddal
NRUiEEDQ�� $PSHUH�� PLQW� WXGMXN�� D]� iUDPWyO� iWIRO\W� YH]HW N� PiJQHVHV� WHUpW
tanulmányozta, és kísérleteiben áramforrásként galvánelemeket alkalmazott.  Ampere
azt a kérdést is feltette magának, hogy vajon egy galvánelem körül létesül-e mágneses
tér, miközben elektromos áramot ad le. Ezt kísérletileg is meg tudta vizsgálni. Azt
tapasztalta, hogy a galvánelem körül ugyanolyan mágneses tér jön létre, mint egy
IpPHV�YH]HW �N|U�O��D�PiJQHVHV�WpU�SHGLJ�FVDNLV�D]�iUDP�HU VVpJpW O�I�JJ��D�YH]HWpV
mechanizmusától (fémes, illetve ionos vezetés mai fogalmaink szerint) viszont nem.
Ha tehát egy galvánelem sarkait egy fémdróttal kötjük össze, akkor a dróton átfolyó
áram a drót körül örvényes mágneses teret létesít (b) ábra).  Ez a mágneses tér
D]RQEDQ� QHP� V] QLN� PHJ� D� WHOHS� VDUNDLQiO�� KDQHP� D� WHOHS� EHOVHMpEHQ� IRO\y� iUDPRW
ugyanolyan örvényesen öleli körül, mint ahogy kívül, a fémdróton folyó áramot. A
mágneses tér tehát "nem veszi észre", hogy a telep belsejében valamiféle "másfajta"
áram folyna, mint a fémdrótban. Maxwell az általa felvetett problémára hasonló
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YiODV]W�DGRWW��6]HULQWH�D� IHOW|OW G �NRQGHQ]iWRU� OHPH]HL�N|]|WW�XJ\DQRO\DQ�|UYpQ\HV
PiJQHVHV� WpU� OpWHV�O�� PLQWKD� D� W|OW iUDPQDN� PHJIHOHO � iUDP� IRO\QD� D� IHJ\YHU]HWHN
között is, bár ott mint láttuk, vezetési áram nincs. Ezt a fegyverzetek között
feltételezett áramot nevezzük eltolási áramnak. (Ha zárójelben is, de rá kell
PXWDWQXQN� HQQHN� D]� HJ\V]HU � JRQGRODWQDN� D� ]VHQLDOLWiViUD�� 0D[ZHOO� XJ\DQLV� MyYDO
nehezebb feladatot oldott meg, mint Ampere.  Egyrészt az áramfogalmat kellett
PHUpV]HQ� iOWDOiQRVtWDQLD�� PiVUpV]W� QHNL� D� NtVpUOHWL� HOOHQ U]pVUH� VHP� YROW� OHKHW VpJH�
Feltételezéseit Hertz kísérletei csak 20 ével NpV EE�LJD]ROWiN���0RVW�WpUM�QN�YLVV]D�D]
eltolási áram magyarázatához az a) ábra segítségével. A kondenzátor fegyverzetei
N|]|WW�� YDJ\LV� D� YH]HWpNV]DNDGiV� KHO\pQ�� V]HUHWQpQN� HJ\� IL]LNDLODJ� PpUKHW
PHQQ\LVpJHW�GHILQLiOQL��DPL�HJ\HQO �D�YH]HW EHQ�IRO\y�iUDPHU VVpJJHO��PLYHO�WXGMXN�
hogy ugyanolyan mágneses teret kelt. Ezt a szimbolikus áramot azonban nem lehet
~J\�PHJKDWiUR]QL�� DKRJ\�PHJV]RNWXN��YDJ\LV�PLQW�D�NHUHV]WPHWV]HWHQ�D]� LG HJ\VpJ
DODWW� iWPHQ � W|OWpVPHQQ\LVpJHW�� KLV]HQ� D� NRQGHQ]iWRU� OHPH]HL� N|]|WW� QLQFVHQ
VHPPLIpOH� W|OWpV��9DQ�D]RQEDQ�HJ\� LG EHQ� YiOWR]y� E és D tér, amit mérni lehet, és
DPHO\HNQHN� D� YiOWR]iVL� VHEHVVpJpW� NDSFVRODWED� KR]KDWMXN� D� YH]HW EHQ� IRO\y I
árammal. Az I áram ugyanis ahogy tölti a kondenzátort, úgy növeli annak
feszültségét, és ezzel  E-t  és  D-t  is:
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+D�WHKiW�D�NRQGHQ]iWRU�IHO�OHWpQHN�pV�D�OHPH]HN�N|]|WW�PpUKHW �GLHOHNWURPRV�HOWROiV
vektor változási sebességének a szorzatát képezzük, akkor egy olyan mennyiséghez
MXWXQN��DPL�HJ\HQO �D]�iUDPN|U�PiV�KHO\HLQ�IRO\y�YH]HWpVL�iUDPPDO��pV�DPLW�HOWROiVL
áramnak nevezünk:
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�$]�HOWROiVL�iUDP�V U VpJH�SHGLJ

.DjELTOLÁSI

•
=

7HUPpV]HWHVHQ�H]�D]�HOWROiVL�iUDP�FVDN�DEEyO�D�V]HPSRQWEyO�WHNLQWKHW �iUDPQDN��KRJ\
ugyanúgy mágneses teret kelt, mint a töltések mozgása, de ezt anélkül teszi, hogy a
vizsgált keresztmetszeten ténylegesen töltések haladnának át. (Ha tehát áramon
továbbra is csak a töltések mozgását értjük, akkor ilyen értelemben az eltolási áram
nem "igazi" áram. Ha viszont mindent, ami örvényes mágneses teret kelt, áramnak
QHYH]�QN��DNNRU�D]�HOWROiVL�iUDP�LV�D]�iUDP�HJ\LN�IDMWiMD���0HJMHJ\]HQG ��KRJ\�IHQWL
SpOGiQNEDQ�� PLYHO� D� YH]HWpN� NHUHV]WPHWV]HWH� pSSHQ� HJ\HQO � D� NRQGHQ]iWRU
OHPH]IHO�OHWpYHO�� QHPFVDN� D� YH]HW EHQ� IRO\y� iUDP� HJ\H]LN� PHJ� D� NRQGHQ]iWRU
lemezei között folyó eltolási árammal, de itt még kivételesen a vezetési és az eltolási
iUDP� V U VpJH� LV� XJ\DQD]�� $]� HOWROiVL� iUDPV U VpJ� OHYH]HWpVH� HUUH� DODSR]YD� PpJ
HJ\V]HU EE�OHKHW��8J\DQLV
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7RYiEEi�YH]HW �IHO�OHWpQ�pUYpQ\HV��hogy D = σ ,  és így

.Dj,jj,D,j ELTOLÁSIELTOLÁSIVEZETÉSIVEZETÉSI
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$�IHQWL�SpOGD�DEEyO�D�V]HPSRQWEyO�LV�VSHFLiOLV�YROW��KRJ\�D�YH]HW EHQ�FVDN�YH]HWpVL��D
V]LJHWHO EHQ� SHGLJ� FVDN� HOWROiVL� iUDPRW� WpWHOH]W�QN� IHO�� $� YDOyViJEDQ� H]� iOWDOiEDQ
QLQFV�tJ\��KLV]HQ�QLQFVHQHN�W|NpOHWHV�YH]HW N�pV�V]LJHWHO N��3pOGiXO��KD�D�NRQGHQ]iWRU
lemezei közötti teret desztillált vízzel töltjük ki, akkor az eltolási áram mellett egy pici
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YH]HWpVL�iUDP�LV�IHO�IRJ�OpSQL��$�OpWUHM|Y �PiJQHVHV�WpU�|UYpQ\HVpJpW�SHGLJ�HEEHQ�D]
esetben nyilván a kétféle (vezetési és eltolási) áram összege fogja megszabni. Ezt
IHMH]L�NL�D]�HOV �0D[ZHOO�HJ\HQOHW��PLV]HULQW�
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